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Séminaire JANET 501
(Mécanique ique et Méecanique néleste)
S5e année, 1961/62, n° 5 13 jenvier 1962

IE SCHEM: FLUIDE PARFAIT CENERALISE EN THRORIE DE JORDAN-THIRY
par Picrre PIGEAUD

1. Rappels concernant 1'étude du schéma matidre pure généralisé.

Lors d'un précédent exposé, nous avons présenté une fagon de concevoir la gé-
néralisation d'un schéma matidre pure en théorie pentadimensionnellee Pour obtenir
des équations de mouvement correctes on doit supposer que le tenseur eocp définit
un indice dans V5 s soit @
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Ceci revient & supposer que la trajectoire pentadimensionnelle d'une masse
dépreuve est géoddsique de la variéts V5 mmie de sa métrique conforme ; le
principe de descente permet d'associer par projection une trajectoire quedridimen-
sionnelle géodésique de la métrique finslérienne définie par

N/ h2 *
1+:E?-ds +hf30cp H

nous obtenons ainsi, dans le cas non chargé (h = 0) , une trajectoire géodésique
de la métrique conforme de Mme HENNEQUIN. La variété quotient, munie de cette
métrique conforme, peut alors &tre identifide (tant du point de vue des équations
de mouvement que du calcul des potentiels g;] ) & l'espace temps de la relativité.
Les seules différences, par rapport & la théorie classique, reldvent d'une seconde
approximation des calculs et sont dues au fait que 1l'on doit congidérer un pouvoir
diélectrique varisble dans le vide, représenté par & o

Les équations de conservation s!'interprétent, en métrique conforme de V5 , en

p

un tenseur ia congervatif dans cette derniére

p

subgtituant au tenseur ea
métrique
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Les conditions Da §9¢= O donnent lieu aux équations de mouvement

’

' d %4 ¥, 1 * kaf
A=1,2,35; a,p=0,1,2,3,4).

Dang 1'hypothése d'un schéme grevitationnel pur (vo =h =0) il vient

* ¥ Ko s P
Xoa\/Y =0; Xl']\/?‘:xopaiﬁ']\/—g*; $ij=§ij)

*
u est le vecteur unitaire (en métrique conforme) tangent & la ligne spetio-

temporelle. Les équations du mouvement se réduisent exactement aux dquations de

la relativité ; remarquons que la densité tensorielle X VQ; intervient de

op

fagon essentielle dans 1télaboration des équations de mouvemente

2¢ e schéme fluide parfait généralisée

La derniére remerque effectuée au paragraphe précédent nous permet de déterminer
un tenseur i;B sugceptible de représenter convenablement un schéma fluide parfait
dans le cadre de la théorie pentadimensionnelle : la densité tensorielle associée
doit &tre choisie de fagon & ce que, en l'absence de charges, les composantes de

mdmes indices 1 , j , cofincident avec celles de la densité tensorielle relativiste,
soit s

* * X ¥ * Y
2 g W =00+ B v - Fla /-8

Les équations de mouvement s!éerivent alors sous la forme remerquable
al % ““Tj

1 * | i xj p #if] S——® . 1 3/2 -3/2 /"%

—Q'aAgﬁ{‘:(P"‘;%)u u ":'2‘8 ] -g}+:z<‘3 aA(PE g*);l
ol la seule différence avec les équations relativistes réside dens ltintervention
au dernier terme de la racine carrée du pouvoir diélectrique du vide (la contri-
bution correspondante est d!ordre 1/c2 vig-d-vis des termes dc pression).

I

*
Dans le cas générel d'un schéma uniteire chargé (h £0) , le tenseur ch dé-
*

finit un indice F dans la variété V5 minie de sa métrique conforme, il vient



5-03
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\_ -
_ Remarquons le développement limité de F*

PPa1 e [PBo0/h)
pOpc
- *
le pouvoir diélectrique n'intervient qu'd 1l!approximation supérieure, F  joue
ainsi le rfle de 1ltindice relativiste.

Le probléme qui se pose maintenant est le suivant : déterminer en métrique natu-

relle de V_ un tenseur conservatif ea dquivalent (du point de vue des condi-

5 N B
tions de conservation) au tenseur X aihsi choisi.

ap
Nous savons, d'une part, que ce tenseur doit définir sur V5 mnie de sa métri-

que naturelle un indice F = ﬁJE'; dtautre part, ce tenseur doit &tre de la forme
Xo (P +-c%-) g

8 =rtv v, -kt avec r! = - .

ap a B Y“ﬁ 14+ _h°
*2 23
g

Le scalaire k! se trouve ainsi déterminé per la relation différentielle
t
& - a(g VE)
ctest-a-dire
Xo P g %o 2 . 4=3/2y . p!
dkt = — S+ =k ap v pre? ar?/?) + & ag]
1+ 23 °
F g

ou l'on a posé
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P
(6) dk* =-—-X9——-—1;§-—g§-+-x-%82 d(Ré") )
Lrsr °

Remarquons la forme simple sous laquelle s'éerit la différentielle ; si p=0,

nous retrouvons la relation caractérisant le schéme matidre pure en théorie uni-
taire.

On peut aisément vérifier la relation

(7) Da(r' v v, =kt yg) = 85/2 ;a *Xa =0 ’

P P

%
o Xaﬁ est défini par (5) ; cette identité généralise (1) au cas dtun schéma
fluide pentadimensionnel, elle met en évidence la substitution des tenseurs lors

du changement de métrique dans V5 .

3« Conséguences du choix du tenseur eaﬁ .

Nous avons signalé explicitement les équations de mouvement qui ont motivé la
détermination du tenseur second membre j envisageons plus particulidrement 1!éque-
tion de continuité résultant desconditions choisies, il vient

X (P + ;Pg) g/

sk QL
v]=0 ’

Da

) V4
F(l-l-%‘;—g?

ce qui exprime la conservation, le long d'une ligne de courant de la variété quo-
tient, de la quantité

Xo(p + ';Eg) g2

xo(p+fg)%§k‘/-g*

(8) nt = ) %‘4 Y* )
* h * h® (1/2
F Q@+ -B.‘TQ_&?) . F (1L + F—;k—z?)

cbmpte tenu du développement limité de p* s 11 vient ( p étant considéré comme

dt /' - g*

constant en premidre approximation)

Xo P qs* 1
(8!) n! = {1 +0(5] .
h2 c
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La densité énergétique m" = p -—-V - g (densité rigoureusement identique &
as*

la densité énergétique relativiste en seconde approximetion) apparaft ainsi comme

la densité la plus conservative (en l'absence de charges) associde au schéma flui-

de parfait généralisé, en présence de charges il faudra lui substituer la quantité

2
1+-;.}21-..3.
F°* g

ceci constitue une extension cohdrente d'un résultet classique obtenu en relativité.

Envisageons maintenant l'expression, en repdres orthonormés de V4 s des équa-
tions de Maxwell '

Potlp + &)
©) =

<%
i

%k
g i—M' 2 .uj; 9
F*l'i'-—*-%—?
J

nous en déduisons l'expression de la densité de charges ainsi que celle de la den=

sité énergétique associée (évalude naturellement en métrique conforme), soit

po h(P + '%)

. B~ h
(10) P —l, e*=M£%V-g*=S nt .
F* - h2 ds A0
P2 g

Nous constatons que la densité énergétique e* est conservée le long des lignes
de courant. Notons également le relation approchée

o=

:Ez:-—-—-——-—-—-—[l + O(—-—)]

Yowra :

'*""'7?

=]

ol pous observons que, conformément aux résultats relativistes, 1tindice du fluide
n'apporte aucune contribution en seconde approximations

Signalons par ailleurs l'expression du potentiél conforme gz4 o Le calcul étant

réalisé dens l'hypothése de la symétrie sphériquey les coordonnées utilisées cons—
tituant wn systéme adapté et isotherme, il vient



(11) gL = ¢% - 2U + -32-(172 - g1 +0(1/c% s
(]

2

avec ALY = d U-%-(U+2U0)AU+%V AU + 07 = 127 Gp

A4

Tous obtenons exactement la contribution prévue cn relativité en ce qui concerne

lc terme de pression élastique.

4¢ Examen du probléme de Cauchys

8ens reprendre 1'étude détaillée de ce probléme, nous envisagerons perticuliere-
ment la détermination du scalaire r!' et du vecteur v & la traversée de 1'hyper-
surface portent les donndes initiales du probléme de Cauchy, (cette hypersurface
sere définie localement par 1'équation *=0).

Cette détermination sersa obtenue en considérent le systéme des conditions de
conservation relatif au tenseur eap 3 ce tenseur ayant été essentiellement modi-
fié, il est indispensable d'examiner les conséquences de cette modification du
point de wvue du probléme de Cauchy dans le cas intérieur.

4

Les dérivées 0Tty k', OV satisfont aux relations

4

2

4 5 4 A4 4 4
rt v 9, v - (Y -v") O, k* = A ’

(12)
4 4
t - 1) =
r 64 v+ Vv (54 r 64 kt) =B ,
ou A4 et B ont des valeurs connues, fonctions des dommées de Cauchy sur 1l'hyper=-
surfaces

Dans le but de retrouver exactement les résultats relativistes, nous adopterons
en premier lieu l'attitude suivente : nous supposerons données & priori les rela-
tions définissent r* et k' en fonction de p, p, & » La dérivée 0y &
étant une donnée de Cauchy, cela revient & substituer directement les scalaires
p et p aux scaleires r' et k! ; il en résulte (dens le cas gravitationnel
pur) le systéme

2
(p+22-) v464v4-(y44~v4)64-%=m4 ,
c ¢

(13)
(p +5) 64v4+v4 o' (&) 54-%=B‘ [p=o(E)] ’
c [¢] c c



clest-d~dire exactement le systéme envisagé en relativité. Il est intéressant de
noter que 1l'étude Deu’c. 8tre envisagée sans modlflcatlon en métrique conforme, cec:.

résvlte du fait que dans l!expression du tenseur X les scelaires ¥! et k‘

contiennent en facteur une mfme puissance de § , so:.t & =3/ 2

Considérons maintenent le systéme initial (12) ; supposons, conformément aux

études précédentes, lo schéma holonome dans V5 s SoOit ¢
rt = £(kt) ’
le systéme s?éerit

2
(121)

rt 0 v4+v(f’-1)a kt =B .

4

Les variétés, 3 la traversée desquelles ne peuvent Atre déterminées similtané-

ment les dérivées, sont telles que

(24) | Hofeam=o .

Définies locelement par d)(xa) = 0 , ces variétés satisfont & 1'équetion
(141) [yM - A Mz -] axcbbpcb =0 .

Dans un systéme de coordonnées adaptées, il vient en termes de V A

’ 2
ij 1. h -
(14") [g - U u (2 - f‘) (1 + E';T—gj)] 61 o] Bj =0 °

La vitesse de propagetion des fronts dtonde généralisés est ainsi donnée par

2
L 2 _ 2|1 2o s 0B ,
(15) v [1 (2-t)(@ E:T?‘)]

avec la condition f* -2 >0 .
Ces résultats étant ainsi obtenus par généralisation formelle, il faut maintenaut

en examiner les conséquencess

(A) Schéme matidre pure généralisés - les scalaires r et k définissent un ine-
dice pentadimensionnel VE , il vient

kT a(Log VB)
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Exprimons que la vitesse des fronts d'onde est égale & ¢ » Il faut annuler
d(Log r) = d(Log &) y
cltest=a~dire
(16) d(E-) =0 .
En 1tabsence de charges, diverses raisons nous ont conduits & choisir
r =Xy PE .

Interprétons le fait que r soit effectivement proportionnel & & . Nous pouvons
affirmer 1'équivelence des deux prdpositions suivantes @

-~ les fronts d'onde se propagent avec la vitesse de la lumidre ;

- la densité massique p est conservée le long des lignes de courant.

Envisageons maintenant le cas chargé, alors

Xo P&

la condition f? -~ 2 >0 est bien réalisde :

ft-2=-2.611.2?. .
h™ +

La vitesse des fronts d'onde est dans ce cas donnde par la formile

) V = c .

h2

l+6?

(B) Schéme fluide perfait généralisé. - Rappelons les expressions de r' et
dkt

-~

Tt =xo(Pt +p') §

at =y ot G X & A

ayent posé
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Ve
p? =-——-—L-.-_.
hZ
i 1 +_T?F*
p’ = " P hz ) .
. o2 (1
\ ¢ Fro

Nous obtenons, tous caleculs faits

3 '
ap! - & d(=)
= % (1+ h2 °

(18) V~2 = 0-2 1 + -

o a(log £/7) 4 & aih

Exprimons que la vitesse des ondes est égele & ¢ , il vient

apt - & a@) =0

o

soit
: 3 .

(19) pr=/¢ d(?) + Cte

revenant aux grandeurs usuelles

(£91) ( "'"—g'hz )/ii; E '

ot p= (1 + d e+ Cte .
F*2 g c 3 p*
=

I1 est clair que le pouvoir diélectrique E:B ntintervient qu'en seconde appro-
ximation, il vient

p-po=fg+0(-§-) ,

clest-a-dire 1téquation d'état caractérisant le schéma fluide parfait incompres-

sible en relativité.
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