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Séminaire JANET 4=01

(Mécanique analytique et Mécanique céleste) A
5e année, 1961/62, n° 4 : 16 décembre 1961

NOTION DE TENSEUR FORCE
EN MECANIQUE CIASSIQUE ET RELATIVISTE

par Joseph KIEIN

Dans cette conférence, nous nous proposons de mentrer 1'intérét qu'il y a, tant
en Mécenique clessique qu'en Relativité générale, d'sdjoindre & la notion de vec—
teur force ou vecteur densité de force, celle de tenseur force ou mieux celle de

R2=forme tenseur force.

I. Tenseur=force en Mécanique analytigue.

1. Eguationg de lagrange dons le formlisme homogeéne.

Considérons un systéme dynemique (S) & liaisons holomomes bilastérales per-
faites admettant n degrés de liberté xk .

Soit Vn+l son espace-temps de configuration. Un systéme de coordonnées locales
d'un point de V_; est éfini por X , eee , X et b=xTT,

Les trajectoires du systéme (S) dens Vn+1 sont définies par les n équa=-
tions de laegrange @

(]_) %._Ebk.ﬁ-bkﬁ_—:qk »

£ étant le lagrongien de (S) , les Qk les coefficients de la forme : tra-
vail élémentnire, ces zoefficients pouvant dépendre & la fois des =& , de t
et des x'k ¢

Passons au formalisme homogéne suivant un procédé maintenant classique. Soit

u un paramétre arbitraire.

Poscns o

a N
t:xm'l, ;C':%-f:-— ou G:l,._..,n+1

et

e
1

'k
ﬁ(xg , xh+ ) ip+1 .
X

Nous avons
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z .-_...6 l 'Y I — E x E - . x
ak k! et an+1 - x! ak'

ou # est 1l'hamiltonien correspondant & £

Les équations (1) deviennent aprés multiplication par ol
d _ n+l
@) ERr-a-g My .

Posons

d
P, (L) .—.-a.ﬁba L-ba L

L étant homogéne de degré 1 par rapport sux x ( i 1 dans la suite) nous avons
1'identité :

o«
(3) P,(L)x =0 .
Nous en déduisons que
e+l *°k ok
P o1 (L)x = =P (Lx" = - X, X

d'od 1la (n + 1)-idme équation de Lagrange

k
P (L) = X avee X ., ==0Q X .

Cette équation exprime le théoréme bien conmu de Painlevé traduit par 1'équation :

%\4—%—%:%:{'1{ o

Finalement le systéme des équations de lLagrange est :

Le vecteur X dont les composantes Xa sont h 1 est, par définition, le

vecteur force généralisée 3 il vérific 1'identité
. _

X.a X =0 ’
c'est=d~dire est toujours orthogonal & la vitessee

2+ Equationg du mouvement dans 1'espace des étatse

Désignons par ¥ l'espace fibré des vecteurs non nuls tangents a le et par
W 1l'espace fibré des directions tangentes a le 3 W est appelé espase~temps
d'extension en phase ou espace des étatse

Soit Z wun point de Y se projetant en x sur Vn+1 o Si x* cst un systéme
de coordonnées locales dc X , nous prendrons comme coordonnées locales de 7. les
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a \
2n + 2 nombres * ot fl ou les y sont les composantes sur le repere naturel
en x de Vn+1 s correspondant zux a , d'un vecteur arbitraire de T_ (espace

X

et Yo Z se projette en z sur W ; comme coordonnées de
[*)

. a . . s \
%z nous prendrons encore les X , ¥ , ces derniéres r'étant définies qu'a un

tangent en x a V

facteur de proportionnalité positif prés.

Un champ de tensevrs défini sur V¥ semi-bagsique est une application qui & tout

point Z2 dec ¥ fait corrcspondre un élément de 1l'algébre tensorielle affine
construite sur TX .

Les tenseurs intervenant dans 1: suite sont dits restreints h k si leurs compo=-
N . . « .
santes sont homogenes de dogré k par rapport aux varisbles y + Si k=0, le
tenseur sera dit défini sur W . Hous dirons simplement tenseur B k pour un ten-

. ; . , o
sevr scri-hasique restreint de de:ré k par rapport sux y e

A vne trajeetoire sur Yh+1 correspond une trajectoire svr W définie par le
gystéme

a
dx [v]
T =7

aP oy @
Por un point z(x , y) de W posse vhe trajectoire et une seule ; cette trajec—

toire est dite un chemin basique de W j un chemin non basique de W étant un che-

nin Se projetant sur la bose suivant une succession ¢ 'éléments linéaires non tous

tengents av licu de x. o

3. Définition du tenseur forcce

o IS sas
Ie vecteur force Xq est hl par définition.
Dans les applications il se présente souvent sous la forme

- o
Xa = Sap:x ’

les Saﬁ étent antisymétriquos et indépondants des % o
Nous avons elorse:
A _1 - ,
(5) su@_apxa_z(aéxa bdx{s)'

Dans le cas général nous appellerons tenseur—force du systeéme (8) 1le tenseur

défini per les formules (5)

De 1'homogénéité des X, ot de 1'identité X, % =0, on déduit bien que



[ ]
I1 en résulte que %uﬂ est un tenseur h O , c'est-d-dire défini sur W .

4. Interprétation géométirigue des trajectoires.

1° Considérons 1l'espace de Finsler § défini sur V ns+l  Par

ds = L(x , %) du .
Posons
Les t sont. les composantes d'un vecteur unitaire en x o Les équations de

Lagranwe se metvtent alors sous la forie

A/ 2 \% X
a:x cu _—(-x.: Q—F
ds a ds ) A

Elles expriment que les trajectoires du systéme dynamique (S) sont les che=
mins de § tels ou'en tout point le vecteur courbure du chemin soit égal au vecw

teur force.

29 L'introduction du tensevr S permet de définir sur Vn+1 une connexion
lindaire de directions telle yue les trajectoires de (S) soient pour cette conne-

xion des géodésiques.

L'espace ainsi obtenu se réduit & l'espace de Finsler défini par L lorsque

Sap=0~

Les conventions & l= base d'un tel espace,dit S-finslérien, ne se distinguent des
cgpventions d'Elie CARTAN pour un espace de Finsler que par la derniére : les
r ne sont plus symétriques par —apport gux 2 derniers indices j; on pose en effet

opy
uﬁv Corp = ta By

Ces conventions déterminent une conn xion et une seule, telle que
vV, ¢
S “a
=T (L) - .
R
La différentielle absolue du vecteur wunitaire {a s'éerit

Vst = aty "‘gzh ’

| *\ |
--,dza-l‘apz)‘dxp ,



dtol

a/\dxﬁ °

: o a 1
(6) Vg Ly A Ox =de A dx +.2.Sa13dx
Cette 2-forme Q va jouer un r8le fondement-l dans 1o suites

5« Théorémes fondamentouxe.

1° Soit CO un chemin non basique de W , fermé ou non § considérons les trajec—
toires passant par les points de GO 3 limitons~-les & 00 et G1 s chemin non ba-
sique homotope & Oy ¢ Soit I 1o 2-chafne de W ainsi définie.

Posons.
I:/I..Q
avec
Sea/\
et
— \)
Soit ¥ =r%@w,v),y =& (u, v) une représentation paramétrique de

F =F T telle que les trojectoires soient les courbes v = Cte.s On a alors

I= /'(Y§>£a' dx> - Vs by o
- F du ov dav = ou

vS ¢ 0 a a vs ta
Or —_TT‘- =0 azi-est colindeirec & ¢~ o Comme ¢ — =0 1'intégrale I

)du a¥ .

est nmulle quellc gque soit T .

o . . . ~ [ X3 ., (] a
Nous dirons que  définit une relation intégrale d'invariance pour 1'ensemble

des trajectoires., Il en est de méme pour f? , f fonction scalaire arbitraire.

11 en résulte que le systéme des équations du mouvement cst le systéme assccié
de cette forme ¢

aQ =0 H aQ =0 9
3(ax™) 3(ay")

ce que 1'on vérifie aisément.

2° Supposons G fermé. Lo 2-chefne I est alors désignée par un tube de

trajectoires Z% .

[ . Q=0 s'éerit

&



a B
Saﬁd}c A dx .

e B

A

La
-[%dzalxax =/ 4

En transformant le ler wmembre & 1l'aide de la formule de Stokes, le bord de Gé

étant CO - 01’ nous obtenons lz forwule fondamentalc s

) o G bs a® e axP

(7) fc ¢, dx fc v, dx _.//'!oapax A dxt
1 0 %

Novs obtenons ainsi une généralisation dn théorénme bien conmu d'Elie Carten que
nous énoncerons alnsi

Soit '{é un tvbe de trejectoires de 1l'espace des états de bord CO - G-1 3 CO
et C1 étant deux l-cycles homotopes, le différerce des circulations du vesteur
vitesse §_ = 6& L 1o longcde Cp et Gy est 3pal au flux du tenseur force &

travers le tubee

6+ Eguations canoniques dv mouvemcnte .

- . . a
Prenons corme coordomnéss d'vn point 2z de W les 2n # 2 variables x et
: = L
!'a 6& .
les ¢ a sont les composantes covariantes d'un vecteur unitaire tangent & Vn +
: ' o
de composantes contravawriantes £ .

a o 4 - -,
les x, £, sont donc lies par une relation ce la forme

a
H(x ’ Ba) =1 ,
se déduisent de L(x” ) 2% =1 por chingement de variable.
En dorivant le systéme associé de
- a g 9
Q=dtgr ax ey 8 ada axP |
compte tenu de
a A0
H= Hax" + 3" Hat =0,
nous obtenons le systéme des équations canoniques :
a
dx” _ \Q

I d,e,
o P

ou enreore
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dxa

a

at B
Qo " _ .93 m
T " SepTe =" % ’

(11)

en désignant par s 1l'arc de trajectoire en projection sur V e On vérifie

n+l
que le systéme I (ou II) admet 1'intégrale premiére H = Cte o Les trajectoires

scnt donc les courbes intégrales de I ou II vérifiant la condition initiale

H(XO ’ 1)'O) =1 .
Considérons les 2 matrices antisymétrigues,

0 I

57y o

et
S I
. Ja = ’

STl o

S étant la matrice d'$éléments Sa]3 s 0 et I respectivement la matrice nulle

et la rré.trice unité d'ordre n + 1 .

Jo est 1= matrice associée a , E, son inverse.
> d ° ax dlq
(s z . .
En désignant par ('d'é') la matrice colonne formée par —— et T
a
par (gradz H) la matrice colonne formée par les O  H et O H, les systémes

I et II se mettent sous les formes rcwarquables :

(x11) (.g.g.)-_- Eg (.gm.dtz H)
ou

dz "
() Ts ()= (ema, B

Si Jg a pour élément &y o AB=1, «0o ,2m0+2 3 si XA représente

x% 51 Agn+1, et L, si A>n+1t,ona:

1 A B

et (IV) devient

B
ax~ _
Spae = H e
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7. Tenseurs-force perticuliers.

Si nous cvpposons les variables xg',<qxindépendantes, la forme

- a 1 a B
Q= dza AdxT 4 oy Saﬁ dx” A dx

definit sur ¥ une structure de veriété prescue symplectiques
Q définit sur ¥ une structure symplecticve si Q est fermée ou admet un
facteur intégrant.

ler cas ¢+ O est fermée clest-d-dire &2 =0 .

ous avons :

1 a . Y 1.Y «
dSa=-6Kaﬁde aaP A ax +-§-0 Saﬁdx AdprdEY ’
avec
=0 o)
Kapy = % Spy * Op Sya * Oy Sup
& =0 s8i et seulement si dY Sa =0 c'est-d3-dire si les Saﬁ sont indé-

endents de £ et si K =0,
P apy

Dans ces conditions il existe localement un champ de vecteurs X (x) défini
sur Vn+r tel que :

(8) Sup =0 by = B4,
Nous dirons que le tenseur force dérive du potentiel vecteur X . Nous avons
alors

? 2 Q.
Q=q, ax +Aadx) .
D'aprés le peragrephe 5, la forme
a
W= (&a + Aa)dx
définit un inveriant intégral relatif pour 1l'ensemble des trajectoires
Ja sbh)a’ =/ (¢, +A)a"
a a a a
Cl Co

Les trajectoires sur Vn+1 sont les géodésiques de 1l'espage de Finsler défi-

ni par ¢
a a
ds = (9, L + Adax' = (L+A X )du

ou, ce qui est équivalent, les extrémales de 1'intégrale



u
1 el
[ (L« A x7)du .

110

2e cas ¢ Q admet un facteur intégrant.

Cela veut dire qu'il existe localement uvne fonction f£(x , 2} telle que @

) =df AQ + f2 =0 ,

ou
d{?:—%AQ:dﬁpAQ
en posant @ = = log |f]

En explicitant, nous obtenons :

1 a e Yy . Ly a B
-EKadex A dxP A dx +-2-5 Saﬁdx A dx Ad/?,y

= Y Y N a1 a p
= (dYqux +d (pd.'ly)/\ (de ~ ax +28aﬁdx Adx),

d'ol par identifications :

dY =0 ¢ ne dépend que des x ,
aYsaﬁ=o si Y#% et Y£PB ,
>Y SYﬁ = 613 ¢ (sens sommation sur y ).
Sap est donc de la forme ¢
Saﬁ =t % ® -813 ba o+ Taﬁ (x) «

Pour le tenseur Ta on trouve, S désignant une permutation circulaire,

-6 (P ) =

est un facteur intégrant pour

é'Taﬁ oA ad

c¢'est-a~dire qu'il existe localement un potentiel vecteur A, el que :

qui exprime que e™?

Ts = ¥ (3, Ay - k)

Nous trouvons que si  admet un facteur intégrant, Scxp est de la forme ¢

(9) 8=t 0 0 = 0 ¢+ (O A5 = BAg)
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On montre qu'en tenant compte de H(x, & =1, le tenseur S ag est nécessai-
remsnt de cette formes
la fonction scalaire ¢ et le vecteur X sont dits potentiel scalaire et

potentiel vecteur associés.

Inversement, si Sa est de la forme (9) , on a

B
e Q= (@ A&t & A dp) + a(a, ax")
- ae¥r a® oy
=d(e™ b ax +£adx).
Ls forme
- =P - ) a
w= (e L, +La)dx ,

définit alors un invariant intézral relatif pour 1l'ensemble des trajectoires ;
les trajectoires dans Vn 41 sont les cxmtrémales de 1'intégrale
Y
/ (e-q)L-z-Aaia)‘ du
Yo
On montre que  admet un facteur intégrant local si et seulement si :

dQ?.%BQAQ

avec

a0 = 207 5, ax* .

P

II. Notion de tenseur-force en Relativité générale.

1, Définition du tenseur-—force.
Soit V, 1'espace-tcmpsde la Relativité genérale muni ds la métrique rieman-
nienne
i = Bup (x) &% ax? 3

u étant un paramétre quelconque, posons

12 = 8p ¥ °

avec

}.ca__dxq
okl
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et,
+P
X 9
gaza&ngap-E:gap B .

Supposons que sur un domzine D de V4 soit définie une distribution énergéti-
que correspondent aw benseur impulsion-énergie Taﬁ .

Posons

R (0 4
Taﬁ = I‘Za 9‘3 - ea*a et Va ep = rKﬁ Iy

. s . a .
les e pouvant dépendre & la fois des x* et des L . Les Ky » qui sont
hoO ’ sont les composantes covariantes du vecteur densité de force associé au ten-

ap

Les équations de conservation

seur énergie © et & la pseudo-densité représentée par le scalaire r o

V p%_ o

donnent le systéme différentiel des lignes de courant partout tangentes au vecteur

vitesse unitaire.

Ce systéme différentiel peut &tre mis sous la forme classique :

zpv = (-t Pﬁ)K

ou
Vi B
o 3
5 = & b - Kp to)®
ou eneore
ve B
Posons X, = (K, L5 = Ky 2) 1B,

L vécteur force Xa est associé le tenseur antisymétrique :

1 !
Si les Ka sont indépendarnts des % , le tenseur Sqp Se réduit &

ﬁ-L{‘e’ .

&y tenseur impulsion-énergle TOLB nous avons ainsi fait correspondre de fagon
canonique un tenseur antisyméirique Saﬁ gue nous appellerons tenseur-force du
schéma considéré.

Le systéme différentiel des lignes de courant est alors



4uli
vi
@ P
3 = up
on &

(% by = b P = S L

2. Conséquencese
Les résultats obtenus dans la premiére partie permettent alors d'énoncer plu-

sieurs théoremes :

ler THEORRME., - Le systéme différentiel des lignes de courant d'un schéma & ten-
seur impuleion-énergie: quelconque est le systéme associé de la 2-forme :

, , a 1 a
Q = &La A dx +'2'Saﬁ dx A dxp .
Cette forme Q définit une relation intégrale d'invarience pour les lignes de

courant 3 & étant une 2-chafne quelconque engendrée par des lignes de courant

/GQ:-'O .
2¢: THEOREME, «~ Soient 00 et G1 deux cycles homotopes & ume dimension entou-

rant un méme tube de lignes de coursnt ; la différence des circulations du vecteur

vitesse uniteire le long de G, et C, ost égalc au flux du tenseur-force & traver
lo portion de tube limitée par Cp et C; . D'ou 1o formule

i’ tad'xa-jc g ax* = /fcl-é-squxa/\dxﬁ .

1 0 0

3e THﬁORﬁME. = Les lignes de courant sont les géodésiques de 1l'espace s-rieman—
nien défini par L et le bgnseur-force ﬁaﬁ o Un espcce s-riemannien est un espace
S-finslérien pour lequel L~ est une forme quadratique par ropport aux £ .
Indiquons la définition d'un tel cspace.

Sur V, , on eonsidére la métrique riemannienne définie per

&s? = &g (x) & dxp ’
et la connexion euelidiennec de directions correspondant aux formes de torsion ¢
1
=g (5, & ~ax) o
Comme les qxp sont indépendants des £* lcs formes de connexion wg ge rém

duisent &

a _ o Y .
wp l"pY (x,2) ax

‘Les I' sont définis par le systéme :
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{ =
apy * Tay = O &up
apy ~ Tayp = ta Spy ’
d'ol
1
PaﬁY =[py, o] +-2»(£a sﬁY + zp sYa - £Y SaB) .
Posons

1
= L s, +L0_ 8 =0 s )
Zapy 7 (& by e %ya Tty )
Si les K, sont indépendants des % on =2 :
z = - 1 .
agy y Sap
Les formes de courbure

Q“p = .é. R‘"p A dx)‘ A dx” + Saﬁ}‘“ le AdxH
)

sont définies par

g% A = ax 5@
Bu Bu
et ,
Sa o P o
R* =R Y 3 2% zp AR
BT T BT A fu PAT A T 2
o) (o]
or R¢ est le tenseur de Riemann-Christoffel de l'espace riemannien et ou V

b
représente la dérivation dans cet espace.

3. Exemplo : Schém: fluide parfzit chorgé.

Lppliquons les considérations précédentes au schéme fluide parfait chargé.

Le tenseur impulsion-énergie d'un tel schémn est défini dans un domsine D de

V4 par T ap = (p +p))l I3 pg B aﬁ ’

P est la densité propre, p 1o pression propre, Ty, le tenseur impulsion-éner=
gie du champ electromagnétique defini per le tenseur F o
Le systéme différentiel des lignes de courant est

A = (gP -3‘3’3)(—&—-

M)
S +p p+p ﬁ’\

s
p étant lo densité de charge propre du fluides
Nous pouvons écrire ces équations sous la forme :

vt L -2 r )P
a pzﬁ B pla + K ap ¢

—_—
ds " p+p
Les sealaires p , p, B étant supposés indépendants de la vitesse, les compo-
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santes du tenscur-force sont

g =535 (P g = ta + K Teg) -

Supposons que sur D existe un potentiel vecteur global X tel que ¢

F(Xp =6aAB - bp Aa .
Four que la &Z-forme  correspondant a sm‘3 edmette un facteur intégrant
il feut et il suffit qu'il existe une fonction ¢(x) sur D telle que :
0
a P
% %= 55

ke P ::a274$—§ , k étant une constante arbitraire.

Supvrosons qu'il existe une équetion d'état p = £(p) ; nons déduisons des pre-
miéres conditions que

P v

0=/ 2

P+p
Pg

\4
La derniére entraine B~%3§ =k =Cte dans D, & est l'indice F du
ﬂluide:
Dans ces conditions le fluide est dit chargé de maniére homogéne ct nous avons

— 4? \
o _.eﬁ 0y @ = 2, 6p © + ke (aa Aﬁ - 6B A,
et

Q=dar, adx +dpat, dx +ke? a(d ax’) ,
Q admet comme facteur intégrant e - F et

?q - a _ Qy
e Q_d(andx +kAadx,) o

Nous en déduisons les wésultats classiques.

Les lignes de courant sont caractérisées par 1'cxistence de l'invariant inté-
gral relatif

a
W = (f%a + kﬂa) dx
ou la propriété équivalente @

les lignes de courant sont les géodésiques de 1l'espace de Finsler défini sur

VA per
ds = (FL+ kA, &) au

ou encore ¢



les lignes de courant sont les extrémales de 1l'intégrale :

Y ) | (o1
J T (FLa+ kA X7 ) au
Yo

Ccs perticuliers .

as Schéma matiére pure ¢

a
S'ap =0 3 W=k a dx”
be Schéma matiére-champ élcctromegnétique (cas homogéne) @
a
Sap = kFaﬁ H W= kAq ax” .

¢. Schémr milieu holonome :

a
Sap = Bp aa P - ga BB (VI W= Fga dx °
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