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FONCTIONS DE GREEN DANS UN ESPACE DE RIEMANN
par Mne Cécile DEWITT-MORETTE

Les fonctions de Green, avancées ou retardées, correspondant & 1'équation cove-

riante vectorielle suivante g

stécrivent ¢

+
G-Hv,(x y X')

=[1% efx, )] g [aY23(x , x) Bt (£ 5 %) 8(0) = v 4(x, x") 6(=0)] &

le Notationse
Un point désigne une dérivée covariantee
La signature de g est =, 4+ 5, + 5 + o

. .o _ T
Ie tenseur de Riemann est choisi tel que Ap.vo - Ap-ov" Rvop AT .

elx, x') = ¥ 1 suivent que x' est dans le futur ou le passé de x »

= i-%-sz ou s est la distance géodésique, o > O pour un intervalle du

genre espace, o est la fonction d'univers Q de Synge.

gpv' est le bivecteur de transport paralléle de long de la géodésique de
x a x' e
-l
A= Ig’w:l I"' obl.l'\)" .

0(c) = 0 ou 1 suivant que o est négatif ou positife

Nous allons étudier les v o2 ou termes de queue, qui jouent un r8le carace
téristique dans les problémes relatifs au champ de gravitatione HADAMARD donne
les vpv' sous forme de développement en série dont chaque terme s'obtient par
récurrence, en intégrant un systéme d'équations différentielles ordinaires le

long des géodésiques originaires de x (ou de x' )e
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Lorsque le chemp de gravitation est faible, c'est-d~-dire lorsque g 6%n)
les termes de queue peuvent &tre calculés treés simplement en developbant en gerle

de Taylor les fonctions de Green G de 1'espace courbe autour des fonctions de
Green GO correspondantes de l'espace plane Ainsi

(1) G'w.(x » X') = Ny > (x J;')

("{) d X% 4+ coe

& it (xl) _ a"p"
a p" /gp-v"rl“v

. & o

Les dérivées variationnelles ET-E;— s'obtienncnt en prenant la dérivéc variam
gan;gu ‘
tiomnelle de 1'équation satisfaite par les G~pv' .
1/2 MY 0T - /2 pv _ YV '
8 € 8 Gpv'-ot+g R G.pv'--gv' 6(x 5 x')

La dérivée variationnelle de cette dquation peut se mettre sous la forme suivante g

L/z v orf, L/Z v 867 _ v ot
¢V ¢ &jﬁ' + R'&ﬁﬁ—uﬂv' (x5 x* 5 x")
et
2 3G~ V! / - lvm ampt 4
) .Sg_aﬁfs;: potn &gt T 4
=z pyect8 YO(g™® % u g0 gP% L g g% 4 g5 P 4 g0
YG(gPE gaé v & P gos(gaY o Y 29} o .
1 1/2 - -8, o ¥ P o~
twg {G e %‘? G.g, + q:z GvP ﬁ d‘ + (G 6)°Y°

1 1 -
. /2 “Y(Raypa+ RPYOS, Y pBd | By pud o RIY , 8 RBY) g

[V

Dans cette dquation tous les indices QB ese & de la premiére moitié de 1'alphao~
bet se repportent & x" et devraient 8tre affectés d'un double prime qui a été
onis pour simplifier 1!'écriturce ?
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20 Méthode de calcule

Le calcul du premier terme du @éveloppement en série de G ot autour de
npv GC" [ équation (1)] peut Btre conduit de fagon simple el compszcte de la
fagon suivante

/m','
1
Qe ( E—“—"—) est une fonetion bilindaire des Go-(x - x") et des
\ a"p" _
IR T LT

Go-(x“ - x') ou de leurs dérivées preniéros ot secondes [ef. dquation (2)] 3 les
dérivées premiércs et secondes par rapport & xM pouvent ftrc viporides sur x et
x' respectivement, et sortics de 1'intégralc dans 1'équation (1) qui prend
alors la forme suivante &
I=/ GO"(x - x") f£(x") Go-(x" - x') gt x .
1 1 2 w1 1 2
be [ g Slx(x = xM)] £(x*) 2= Ox(x" = x*)°]

/ Go-(x - x") f£(x") GO"(x' - xt) at x" si x' est dans le passé de x ,

/ Gop(x - xM) £(x") GO"(x" -x!) d4 x" si x' est dans le futur de x -

La relation ciw-dessus pcrmet 1'intégration immédiate de doux des intégreles de

I dens un systéme dec variables particuliérement siuplese

3¢ Propriétés des termes de queuee

Soit 6 =h .
B = My
Soit oF (o ’ <p) le vecteur unité porté par la normele de x" & x , x! et

& =dpdcos 6 e

Le calcul de 1'équation (1) par la méthode ci=-dessus conduit au résultat suie

vant ¢

. 1 ag . _ap 1 ap _yd
V“v' (... 9 X') = B {ba aﬁl ./ m[n}l\’ h + n th = '2' le n n hY6]

o a
= (3, ap. + 9, ap) /& n = (8 Q+ 3 4s) [ dan "

1
+ (0,0, + 8,0, + 0,0, +03,23,)/ @ P B! .
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Limite de VPW' pour x' - X o = Cette limite s'obtient facilement par la
méthode ci=dessus en remplagant, dans I, f£(x") par son dévcloppement en
série autour de f(x) « On obtient

: L 1
o Y ==z ity oo

Ce résultet a été vérifié par une autre méthodee

4, Application au mouvement d'un électron dens un champ do gr:vitation donnée

L 1'approximation 92 s 1'équation du mouvement d'un électron dans un champ
cr s 2ot 2o (1
de gravitation donné s'écrit () s

2%x) = ec™? F“p B(x) ..;}ez 23%() - o™ ¥ ) 2()] + )

5% (z) = e2 c:"l (<) [_: [vaY,.p[x(t) s x'(1')] = vﬁy' .a[x('c) s x'(7')] #Y(¢') ac

oi T est le temps propre.

En 1'absence du champ électromagnétique la perte d'énergic de la particule par
rayonnement est

W== [F5%ar .

Nous avons celculé 30 dans le cas suivant ¢

Y

= champ statique & symétriec sphériquce Soit M la masse de la source du champ
prise pour originc des coordonndes @

2M
c lr"l

h,_w (I‘") = 5“"

- électron gnimé d'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse v le long
d'une droite passant par la source du champ et choisie comme axe du 2z e

(') DEWITT (B S.) and BREHME (Re Wa). = Radiation damping in a gravitational
field, lLnnals of Physics, te 9, 1960, pe 220=259.
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rsque z < 0 (électron en degd de la source), 1'énergie perdue par un
électron allant de = w & 2z est :

P
4 Gk v z dz
W(Z’-m)='3'?c+vf-oo_3 *

2

Iorsque z > 0 (dlectron au deld do la source) la perte d'énergie instantande
de 1'électron au point z est

aw _ 4 GMe2 -V

1
dz- 372 T -v ;3' *
On remarque que W(+ o s = ) calculé brutalement & partir des deux expressions
ci=~degsus
- )_4%2 /Odz /+codz
PRy m®=g 02 c+v C =V

est différent de zéroe Or W(+ o , = ») doit Btre nul, en effet : tout phénoméne
classique peut 8tre obtenu par approximation d'un phénoméne quantique, or, aucun

phénoméne quantique ne peut donner une perte d! énergie en G o

Une étude plus minutieuse du comportemont de 1'électron au voisingpge de la
Source permettra vraisemblablement de résoudre cette difficultée Cette &tude
n'étent pes encore terminée, nous ne pouvons pas, dans le cas z > O s donner la
perte d'énergie totale W(z , = ) mais seulecment la perte d'¢énergie instantande.




