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Séminaire JANET 9-01
(Mécanique analytique et lécanique céleste)
3e année, 1959/60, n°® 9 28 mai 1960

PROPRIETES GLOBALES DES ESPACES-TEMPS PERIODIQUES CLOS

par André AVEZ

Nous nous proposons de démontrer les résultats suivants : soit un espace-temps
régulier, périodique et clos ; s'il est vide (Ra = 0) , il est localement eu-
clidien ; s'il porte un fluide parfait . champ électromagnidtique, il est & constan-
te cosmologique positive.

1s Notations.

Ce sont celles de Mr A, LICHNEROVICZ [3].

2. Définition des espaces-temps réguliers, périodiques et clos.

Soit R 1la droite numérique. Nous dirons qu'un espace-temps régulier Vﬁ est
périodique et clos s'il existe une variété 4 3 dimensions V3 s close, orientable,

4 4 de V sur V, x R

s et un homéomorphisme h , de classe G 1 3

de clasze C

satisfaisant a
1° Les variétés h-l(x xR) , ol xe€ Vé , sont orientées dans le tempsa

20 Les variétés h-l(V3 xt) , ol teR , sont orientées dans 1'espace,

3

3° La métrique ds2 de V4 est de classe C” , et il existe un nombre T ,
appelé période, tel que si on désigne par (x , t) 1le point h'l(x x t) de Vy o
on ait pour Vx , Vt : dsz(x , 1) = ds2(x s T+ T) .

3. La variété compacte w4 .

Soit R 1la relation d'équivalence dans Vd définie par

(x,t) = (x', t") (R)e>x = x' , t =1t' (mod T) .

1

La variétd quotient W, = V4/R est homéomorphe & V3 x T° et de classe 04 o En

4
particulier, elle est compacte et orientable, R définit une projection
pP: VA =+ W, de classe ¢t . w4 porte une métrique dont 1'image réciproque dans

v, est ds?: p est ainsi, localement, une isométrie,

4+ Coordonnées adaptées au caractére périodique.

‘ Tout point de V4 est de la forme h-l(x xt) , 00 xe V3 s, t€R +S1o0na
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choisi sur V3 un systéme de cartes dans lequel x est représenté par

2
(x1 y X x?) , les 4 nombres (x1 , & ’ © , t) seront dits coordonnées adap-
tées au caractére périodique pour le point (x , t) . Le méme systéme de coor-

données vaut sur w4

Dans ces conditions t = f(xl ’ e R x?) , ou plus bridvement t = f(x) , f
étant de classe C° au moins, représente dans vy (resp. Wy , 81 0<f<T )

une variété homéomorphe aux variétés coordonnées t = constante, c'est-a-dire

avec la restriction 0 <t <T.

une variété homéomorphe & V, .

3

5. Une formule de cohomologie.

Soit S wune sous-variété de W, , orientée dans 1'espace, d'équation t = f(x) ,

1 4
f de classe C™ .

D'aprés sa définition, il existe sur W, un champ régulier ¢  , orienté dans

4
le temps et fermé CVQ @ﬁ = Vb @a) . Sur w4 = S ce champ se réduit & un champ

x

de gradients 6a U.Si v, est un champ cofermé (V& v = 0) orienté dans le

a
temps, on a donc 3

a _ a _ Q. _ a
/w4¢a v dv ‘-/w4-s aa Uev Wdv = /ﬁ4—S V&(UV ) dv = /é(w4_s) Uwv n, do

ot dv est 1'élément de volume de W

40 0y le vecteur unitaire normal de

6(W4 -38) , do son élément d'aire.

A la traversée de S dans le sens de 9y U subit une discontinuité

U1 - U0 s donc

a _ a
/é(w4.s) w¥n,do=/ (U, - U) vn_do .

= /.~ @ 4 1'inté i -
Mais U1 - U0 = /MOMl ach.dx , ou 1'intigrale est prise sur un arc de w4 S

joignant deux points infiniment voisins de part et d'autre de S . Sur w4 -S,

Iy U= 9, , donc :

Ul-UO—/M;’Mlcpadx -S‘npadx =P .

P est la période de la 1-forme ¢ [1], elle ne dépend pas du point de S ol

elle est évalude, donc @
a _ a
/w4 (pa v dv = P/S v na do R

6. Mdtrique elliptique associée & une métrique hyperbolique normale.

oy . . . 1 . .
Soit V = une variété & n dimensions, de classe C~ , munie d'une métrique
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&g de signature n - 1 ., Nous savons qu'on peut toujours définir sur v, un
champ continu et régulier de vecteurs v, dont la norme N(gx) s positive, peut
toujours 8tre supposée égale & 1 .

Associons a &p le tenseur haﬁ = - gOLB 2 vB .

THEOREME, - La nétrique 1 et elliptique.

Calculons la norme du vecteur atrbitraire X, dans la métrique

ag . ,ap - af a 2
h* 3 h xaxﬁ_ g xaxﬁ+2(v Xa) .
Posons ¢
XazU.va-i-Ya,avec uaYOL=O ’
PP Y ¥ = (P y) 28 =0% -1y .
a B a a

v >0=7" ¥ < 0. Ddonc B x X;2 0, 1'galité n'étant

Mais Y Vo = 0, v,

obtenue que si U =20, Y& =0, c'est-a-dire X& =0.

Inégalité de Sohwarz. - Si dans la métrique gap , N(%x) >0, pour VY ona:
2
N(X,)N(Y ) < (T, &) ,
1'égalité n'étant obtenue que si T, o= kE .
Soit P 1 métrique elliptique associde & gxﬁ ot au vecteur Vo = Xa/VN(Xﬁ)‘
haﬁXa=(-gaﬁ+2vavﬁ)X =Xp ’
a
donc
2 _ ,0P 2
(x* Y) = (n X Yp) .
Appliquons 1'inédgalité de Schwarz, valide dans la métrique
ag 2 af af
P (2 ¥)° < (0% X Xﬁ)(h Y Yﬁ) )

1'égalité n'ayant lieu que si Y& = kxa . Mais

WP x x =% x=1ux) ,
a B a a
o Ty= - NT) ¢ 2(%* Ya)Z/N(Xa) ,
donc
2 2
(X %) €= N(x)N(T) + 2(x* ¥ ) ,
soit

N(X)N(Y) < (xFT)F

1'égalité n'étant obtenue que si Yy = kX, .
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7. Existence d'une variété S minima sur W A

Choisissong sur W4 un champ o, cofermé et tel que N(va) 21 (il en existe
toujours sous nos hypothéses topologiques). Sur une variété S , définie comme au
paragraphe 5, n% v, ne s'annule pas et peut &tre supposé positif. D'aprés 1'iné-

galit8 de Schwarz, on a donc v* n, > 1 « La formule de cohomologie entrafne alors :
IP-lfw4 Py v* av| > aire S .

Le membre de gauche ne dépend pas de S , les aires fles varidtés S ont donc une
borne supérieure A . Il existe par conséquent une suite de variétés S , soit

S; » d' équations t = f, (x) » telle que lim aire S, = A . Comme W, est com-
i=
pacte, les fi(x) sont ¢galement borndes : 0 fi(x) <T . Comme les S; sont

orientées dans 1'espace, les fi(x) sont équi=ccntinues. D'aprés le théoréme
d'Ascoli-~Arzela, on peut donc extraire de la suite fi(x) une suite convergeant
uniformément vers une fonction fA(x) continue. Désignons par S ) la variété
d'équation t =Tf A(x) . L'inégalité de Schwarz est encore le principal instrument
pour démontrer, par une technique voisine de celle de Rado [2] la semi-continuité

supéricure de l'aire. Il en résultec que ¢

A = linm aire S, = A ’

or A > aire S sy donec A = aire S L S A est donc une solution faible, de
classe ©° s du probléme du maximum de 1'aire. En adaptant des résultats de GILLIS
(2], MORREY [4], NASH [5], on démontre que 8, est solution forte, done une va=

riété minima au sens de la géomdtrie dlfferentlelle. I1 est clair que p (S ) est

gire S

formé de variétés minima de V4 d'équations

t = fA(x) + koT , k : entier .

8.
Soient 6t X' deux variétés minima de 'V, , d'dquations t = fA(x) et

=f (x) + T o Ainsi ' = ¥ est le bord d'une partie V de V4 telle que
P(..) 4 (V : fermeture de V ). Feuilletons 4 pour les varidtds paralléles
& I ; leurs trajectoires orthogonales sont des géodésiques de vecteur unitaire
tangent Vo

Si R est le tenseur de Ricci de V4 :

ap

Otﬁ hYJ o VB v VB Va Y ’
d'olu

Rocﬁ VP =P v, % v =P 6;3(vou v&) .
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Mais
By v & = P ay B @
ViV g v Va(v va) Vavva ’
or
p =0 =
Vv Vﬁ Vg ’ Vo vp V.ﬁ Vo, ’
donc
B o _ a B
A = -
Va Vﬁ v Va '\)p V7 v .
Ainsi :
a a B _ _.B a
Raﬁv v +Vavﬁv Vo= vVB(Vav) .
Intégrons les deux membres sur une géodésique pricitée, & partir de I o Sur
Z vy, = By et V “=o0 puisque X est minima, donc @
HE/Q[R WP s v vvavﬁ]ds:-(v %)= .
0 “ap a P a '8

Etudions le signe du crochet, cn supposant R N vB > 0 « Le vecteur Vo est
unitaire, on peut donc lui asrocier, d'aprés le paragraphe 6, la métrique elllp-
tique h o - gap + 2v vp . Dans cette métrique, n* hﬁ“ v vﬁ V}\ >0,
1'égalité n'étant obtenue que si V \)ﬁ =0 ,0r:

hakvavp= (-gax+2vav>\) Va Vg ——V}‘v
a
=0
car v Va vﬁ 3
Pu = (= oPH p M = - P
h v}ﬂ’p. (- gPF + 2y ")vx"p ==V, v
car W Vx vp: 0, donc :
B o oM
)\pg‘ h Vavﬁvxvpzo ’
1'égalité n'stant obtenue que si V}\ \,ﬁ =0,
I1 en résultec que H >0 , 1'sgalité n'étant obtenue que si Rqu vavﬁz o,
v(l '\)ﬁ =0 .,

Ceci posé, intégrons I sur V , défini au début du paragraphe 8 :

- . R o o
/VHdv— ,/Vvav dv = /Z,v nado+fzv nadc .

. a a a . : N
Majs sur ¥ , v =n , donc /Zv n, do=aire Z = A ; sur X' , d'apres

1'inégalité de Schwarsz, Y n >1, donc
a

/Z’ Vv n, do > aire ' = aire £ = A .

Par suite : / Hdv < 0 . De 1'étude du signe de H , on tire H=0,
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Ol.vp=0, Va'\)ﬁ::o.

clegt=a-dire %x

;3'\)

9, Cas extéricur (ch

p

Puisque V& v, =0, V et par suite V4 sont réductibles., Ras =0 et les

::O).

équations de Gauss-Codazzi entrafnent alors R

aypod =0, V, est localecment eu=-

4
clidienne.

104 Schéma fluide parfaitechamp électromagnétique.

Soient k 1la constante cosmologique, p 1la densité, p 1la pressien, Exﬁ le
tenseur champ électromagnétique ; les équations d'Einstein s'écrivent

Rug =X[(p + ) w0y =F g (0 =) + 7 g B, P -, BPI-Sugy .

D'aprés 1'indgalité de Schwarz, (ua va)zA; 1, done

x Lo+ p)a, v9° =2 -1 2% +3p) .

L'antisymétrie de F&ﬁ entratne F P =0 s done

B
ln g _ 0 PpPo Xl 0% Mo Bl o8B ¢
ZEMJF v Fap Vv F[3 = 4( g+ 29" YY) (= gPr + 29F ) F&ﬁ ka
=1 pah P
=7 0 H g B 20
1'égalits n'étant obtenue que si F&ﬁ = 0 ., Par suite @
@ 1 L1 y0A ppu 1
R(If)v vp ?sz(p+3p) +4h hp Fap F}\,}l]-zk Y
Si k <0, il existe done des domaines ou R __ V% vﬁ > 0 ., Mais c'est impossi-
op

ble d'aprés le paragraphe 8, donc k > 0 ,
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