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Séminaire JANET 6-01
(Mécanique analvtique ot Mécanique céleste)
%e année, 1959/60 , n°® 6 26 mars 1960

QUASI-RESOLUTION DIS IQUATIONS DE Li DYNAMIQUE DaNS LT SYUTIME SOLLIRE

par Jean KOVALEVSKY

Premiére partie : Position du probléme

1. Introduction.

La résolution des équations différentielles de la dynamique peut &tre considérée

sous trois aspects différents.

1° Montrer qu'il existe une variable liée au temps, de fagon biuniwvoque et bi-
continue, telle que la solution puisse s'écrire sous forme de séries convergentes
de cette variable et qu'une telle expression existe quelle que soit la valeur
donnée au temps. Dans le cas du probléme des trois corps, l'aboutissement de cet-
te idée a été la théorie de Sundmann. Cependant, il semble que la variable de
Sundmann soit pratiquement inutilisable dans les cas récls par suite de la conver-
gence trés lente des séries et du trop grand nombre de termes dont il faudrait
tenir compte dans un calcul numérique d'application. Telle est la conclusion qui
se dégage des travaux de BELORITZKY [1], mais il semble qu'il serait bon de re-
prendre ce travail 2 la lumiére des possibilités offertes actuellement par les
calculateurs électroniques et en faisant une analyse numérique plus poussée du

probléme.

2° Donner des expressions analytiques approchées de la solution. Ces expressions
comprennent un nombre fini de termes des solutions formelles des équations et
représentent la trajectoire avec une certaine précision dans un intervalle de
temps fini donné d'evance. Cette précision déeroit lorsqu'on augmente 1'inter-
valle de temmns.

N

Jous proposons le nom de quasi-résolution des équations aux méthodes de ce tvpe,

par analogic avec les orbites quasi-périodiques qu'on rencontre en mécanique cé-
leste. En effet, de méme que les orbites quasi-périodiques sont des orbites qui
ne s'éeartent d'une solution périodique que d'une quantité aussi petite qu'on
veut dans un intervalle de temps déterminé, nous avons ici des expressions qui
ne s'scartent de la solution réelle (tant numériguement qu'analvtiquement) que

d'une quantité aussi petite qu'on veut dans un certain intervalle de temps.
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Ce sont ces méthodes que nous allons discuter et ce sont elles qui sont, en

fait; utilisées en mécanique céleste appliquée.

3° Calculer des tables numériques des solutions des équations avec une orécision
donnée dans un intervalle de temps fini donné. On atteint ce but en intégrant nu-
mériquement les équations différentielles du mouvement. Ces méthodes sont trés
enplovées 2 l'heure actuelle car ellec s'adaptent msrveilleusement au calcul au-
tomatique. Mais & l'extérieur de 1l'intervalle calculé, la méthode ne fournit
aucun renseignement; méme qualitatif. hussi est-il difficile d'emplover le mot

révolution pour qualifier ces procédés.

2. Forme des équations.

L'étuds des mouvements d'un corps dc masse m dans le svstdme solaire conduit
au svstéme d'équations suivant, rapporté & un systéme d'axes centré sur le corps
attractif principal (Soleil en général)

2

Coa" x-, kQ o+ m) x _ OR
k dl? r3 3
/@y xl+n)y_ OB 2 2. 2 2
(1) | R e avec r = x +7y + z
. j 4t r’
2
A"z k(1 +m 3z _OR
Y dt2 I’B -EE
ou R, la fonction perturbatrice, cst donnée par
n XX, +'Vy., + 22,
-5 N T S i 3_ 2 2 2
R=. km1GZ; i ) Ty 5% F¥; v 3
1 2 2 2 2
N = - - -
3 (Xi X) + (yi y) + (zi Z)

X0 Yy o0 2y étant les coordonnées du i-iéme corps perturbateur, de masse m o
Ce sont des fonctions du temps que l'on supposera connues d'aprés une étude anté-
rieure du mouvement de ces corps. Si elles ne sont pas connues, on sera conduit

ad derire n svstémes supplémentaires du type (1) , ce qui mettre entidrement en
équation le probléme général des mouvements des corps du systéme solaire. Les mé-
thodes de résolutioan de ce probléme nous aménent d'ailleurs & résoudre d'abord
indépendamment los svstémes (1) ol, las Xg Yy 3y ont des expressions appro-
chées au lieu des expressions exactes. sussi pouvons-nous supnoser dans la suite

gue les X, Vg% sont des fonctions connues du temps.



6-03
REMARGTAES.
1° Dans le cas d'un mouvement autour du Soleil; les m, sont petits (1/1050

pour Jupiter, 1/3500 nour Saturne, beaucoup plus faible encore pour les autres

planétes) R est une cuantité petite devant kil;%;gl . On entrevoit ainsi la
t

rossibilité de ;
- négliger certains termes de la fonction perturbatrice (négliger R en bloc
conduit au probléme des deux corps) ;

- n'introduire que des solutions spprochées de 9 yi Zi ; ce qui justifie ce

qui a 3té dit au sujet du probléme général.

2° Dans le cas d'un mouvemsnt autour d'une planéte, la masse du Soleil inter-
vient par un terme de la fonction perturbatrice, lc coefficient kmS dtant
beaucoup plus importcrt que k(1 + m) . Mais R est faible parce que &, est

beaucoup plus grand que r . Dans '%% , etc. on aura des quantités de la forme

kmS kmS ' a,2 km

— qu'on écrira 5 X —5 ou a' est la valeur movenne prise var 4O et —=
- a' A\ al

sera une quantité petite par rapport a ~E££€§izl ou a est la valeur moyenne

de r . On pourra, en général, négliger les?actions perturbatrices des planétes,
mais on sera parfois conduit & ajouter les perturbations des autres satellites
(cas de certains satellites de Jupiter et de Saturne) et narfois les perturbations
dues & la non sphéricité de la plandte (satellites artificicls). Dans ce cas, il
faut ajouter 2 R la quantité
© B

vy B p 2
R h=2 rh+l Ph(r)
ol PhC%) est le polyndme de Legendre d'ordre h . Les planctes ayant une forme
voisine d'une sphére, les B, sont des nombres faibles, décroissant rapidement

h
avec h

5. Changements de variables.

Certaines théories résolvent les équations (1) en coordonnées rectangulaires.
Telles sont la théorie de la Lune de BROWN [3] ou la théorie des plandtes de
3ROUIER [2].

Toutefois, on est assez souvent conduit, pour simplifier les calculs ou les
reisonnements A remplacer le systéme (l) par des svst’mes équivalents. Si on choi-
cit les éléments elliptiques osculateurs (éléments qu'aurait le mouvement si a

1'instant t ; R devenait identiquement nul) comme inconnues, on obtient avec
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[}

¢ demi grand axe de l'ellipse

: excentricité de 1l'ellipse

¢ inclinaison du plan de 1l'ellipse sur =0y
¢ longitude du noeud ascendent

¢ angle entre la ligne des noeuds et le grand axe de l'ellipsec

a € O ¥ o

: instant de passage au périhélie (ou périastre)
( da 2 OR

3 - 2 E.E-
n a
o1 - e2 OR _ /& - e2 R
2 2 Ot ‘n‘aé““e" dw .

n a e

&

i

Q1Q
o

di cotg i %E 1 OR
—T:ﬁ -

(2 dt na -vﬁ - e w na2 V& - ed sin iBﬁ

aQ 1 OR

v na2 V& - ez gin i +
2
dw _ cotg i R V1 -e° O 2 3 _
R I . - S ML 3 avec n~ a” = k(1 + m)

dt naz Gfter ci

dt __r OR _ 1—925R
\dt ~ 2 _Ja 2 2 _ Je
n a n a e

Ce systéme a bien des défauts (non validité pour e et i voisins de zéro).
Cependant, il permet d'obtenir le plus aisément possible des résultets qualita-

tifs et quantitatifs concernant les mouvements.

On utilise enfin, pour les développements mathématiques; le systéme de Delaunay,

avec les variables :

Vk(1 + m) a G = LV& - e

L = H=Gcos i
2 =n(t - 1) g=w h=0Q
qui donne le svysteme d'équations cancniques suivant :
dL _ R | 4G _ OR | ag _ oR
at ~ o¢ ’ dt ~ g ’ 9t ~ oh
2
(3) dg _ _OR - dg_ _OR  dh_ _OR
t " OL at -~ o6’ dt SH ’

Deuxidme partie : Principes de la quasi-résolution

1. Théoréme de Poincaré.

C'est une généralisation du théoréme de Cauchy sur la solution d'un systeme

d'équations différentielles. I1 s'énonce ainsi :
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Soit un systeme différentiel résolu

ou les seconds membres dévendent des parametres € oo & o Supposons gque, pour

les valeurs € T & = ee0 T E S 0 de ces parametres, il cxiste une solution
x; = gg(t) continue de la variable t dans un intervalle fini de t . Suppo-
sons gussi que, dans le méme intervalle, les seconds membres des équations soient
des fonctions continues de % , holomorphes des variables ct des paramétres pour
le systéme de valeurs

X, = xg(t) et Sj =0 .
Dans ces conditions, la solution se développe en séries entiercs des Sj , con-
vergente dans une sphére fixe de l'espace des variables xg quel que soit t ,
les ej étant dans une certaine sphére dc l'espace des € . On a :

2 211
€

212
| Xy (t) + €, €

(4) =x, =xg(t)+8 L o % (t) + ...

11 21
5 1L X3 (t) + € X; (t) + ooo +
On trouvera la démonstration de ce théoréme dans les "Méthodes nouvelles"([€],p:53)

ou encore dans la Mécanique céleste de CHAZY ([4], page 133).

Les hypoth®ses de ce théoréme sont vérifides par le systéme (3) . Elles le
sont aussi par le svstéme (R) si i et e nc sont pas nuls. Les singularités
ainsi introduites ne sont qu'apparentes et on les déplace en changeant les axes
(pour 1 ) ou on les supprime par le changement de variables de Poincaré, en
prenent npour nquvelles variables e cos(w + 2) et e sin(w+ 2) . I'holomorphie
est assurée 5'il n'y a pas de chocs réecls ou imagineires rossibles, ce qui

écarte, sous certaines conditions; le systeme Neptune-Pluton.

1° Application aux théories planétaires. - On prendra pour € les quantités

kmi « On prendra pour Xg , la solution du probldme des deux corps (R = 0) ,
puis, comme le théoréme lc permet, on développera la solution en séries entieres
des ms s dont le petitesse est assurce.

La suite du calcul résultera égalcment du théoréme de Poincaré. On neut en
effet, considérer & part la solution ¢ £0 et Eﬁ =0 . Cette solution, obte-
nue en apnliquant le théoréme de Poincaré, avec un seul paramétre, cst holomorphe
et peut servir de solution de départ mour développsr la solution en fonction
d'autres paramétres. On pourra ainsi fractionner le probléme en ne considérant,

2 chaque fois; qu'une seule partie de R . On procédera pratiquement de la

fagon suivante ¢
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- Les expressions du premier ordre en £ seront obtenues indépendemment en
pertant de la solution ellirntique ;
- Celles du deuxieéme ordre, en éi 5 51 €5 s sl €. s etc. seront obtenues en

~

nartant de la solution du premier ordre en € ., et en faisant varier tous les
paramétres, et ainsi de suite. Par exemnle, pour les besoins vpratiques de la
théorie des plandtes, on ne fera intorvenir les termes du troisidme ordre que
dens les verturbations par Jupiter. Les seuls termes du quatridme ordre utilisés

sont ceux dus 2 1'interaction de Jupiter et de Saturne.

2° Application aux théories des satelli*as. - On procéde de facon analogue;

les petites quantités étant les Bh et 3?%? « I1 est d'ailleurs rare qu'il soit
1

. . alsc .
utile de considérer cnsemble ces deux tvpés de perturbations.

3° Introduction des orbites périodiques.

. . 0] N
I1 n'est pas toujours souhaitable de prendrc vour Xs la solution du probleme
des deux corps; qui est parfois trop €loignée de la solution réelle,et la conver-

gence du processus décrit est lente. C'est cc qui sc rasse par exemnle pour la

théorie de la Lune. Mais supposons qu'il soit possible de trouver une solution
d'un svstéme d'équation o R  est remplacé par une quantité R' voisine. Le

systime (1) peut s'éerire

d2x+h(l+m)x_6R':6(R—R')
dt2 r3 ox 0%

@0 300 s 0

R - R' étant plus petit que R . On aura alors des calculs plus repides si on
0 . . .
prend pour X la solution des équations sans seconds membres. Ceci est effec-
tivement utilizé quand on veut trouver un R' <tel que la solution coxacte des

équations sans second membre est connue et donne une orbite périodique. Ces or-

bites périodiques (comme 1'orbite variationnelle de Hill dans la théoric de la
Lune de BROWN) jouent dans la résolution des équations le méme rdle que la so-
lution du probléme des deux corps dans les méthodes déerites ci-dessus.

L'intérét de 1'étude des orbites périodiques est donc de donner une solution
de départ plus proche de la solution définitive que 1l"orbite képléricnne. Ces
orbitas périodiques sont ainsi utilisées surtout quand R est grand (corps en
résonnance, fortes perturbations solaires d'un satellite) et ncrmettent de ré-
duire 1l'importanc: des seconds membres, ce qui revient 3 diminuer le ravon de
la sphére dans laquelle les hypothéses du théorsme de Poincaré doivent &tre

satisfaites.
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2. Développement de la fonction perturbatrice.

Supposons, pour simplifier 1'exposition; qu'il n'y a gu'un seul corps pertur-

! 1

bateur qui se déplace sur une ellipse képlériennc. Les coordonnées x' v' z

cont donc les coordonnées d'un mobile so déplagant suivant le problime des deux

)

corps. On peut définir, pour ce corps, une anomalic u' qui sera lide & 1'ano-

b

mzlic movenne £' = n'(t = t') nvar la relation
u' - a' sin u' = ¢ .

I1 est aisé de montrer que u; peut &tre développée en série de Fourier abso-

lument convergente quels que soient li et e;
23 (pe')
(5) u' =t o+ pzl ~—£ﬁ;—~—-sin pi!

ol Jp est la fonction de Ressel d'ordre p . Toutes les autres fonctions de u' ,
telles 1'anomalie vraie, le ravon vecteur, x' ;, v' ; z' peuvent 8tre développées
de fagon analogus. On obtient ainsi des développements & coefficients numériques

avec un seul argument dépendant de 2' .

Ce n'est que si on désirait un dévelopnement enti¢rement analvtique, clest-a-
dire en particulier, ou e' n'est pas remplacé par sa valeur numérique; que la
série obtenue devient semiconvergente. En particulier; si on 1'ordonne selon les
puissances croissantes de e' , la convergence n'est assurée que pour e' < 05627
limite ¢'ailleurs suffisante pour les planetes principales dont 1'excentricité ne
dénasse mas 0,1 . Les pronriétés de convergence sont démontrécs par TISSIRAND ([8],

pf2)ou,de fa on nlus compléte, par WINTNER([9], p. 213).

Supposong maintenant que 1'on veuille résoudre le systéme sous sa forme (2) ou
(3) . On doit, cans ce cas, exprimer R en fonction des variables képlériennes
du corns étudié. I1 foudra done dfvelopper x 5 v 5, 2z et certaines de leurs
Tonctions comme ci-dessus, mais le développement devra &tre littéral, et nous
retrouverons ici les limitations de convergence pour de fortes valeurs de 1'ex-
sontricité (la valeur de 0,6627 ne doit pas pouvoir 8trec attcinte par ¢ dans

1'intervalle de temps rour lequel on désire avoir une solution valable).

De toute facon, la caelcul formel reste possible, ot on obtient la fonction ver-

turbatrice sous la forme suivante
61 R TERREEhpng o0 v bt tye e b e - )

d'une série de Fourier dépendent de 6 arguments cngulaires, les coefficients &
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étant fonction de a ;, a' ; e , ' , i et i' . La convergence est assurée pour

des valeurs pas trop fortes de e et e' .

On peut montrer, en se servant des propriétés des formules donnant les coordon-
nées en fonction des éléments elliptiques, que aPydel sont liéecs par certaines

relations et que R s'éerit

= kkgk”k"'Akk'knkm[kD + k" F o+ k"L o+ kit L] . (Notations de Delaunay)

(7) R

1

Remarquons que si on développe .u aussi en série entiére de ¢ ; le premier
terme de J (pe) contient (%)p><E%- en factcur, ot tend vers zéro si p aug-
mente, et ce d'autant plus vite que e est petit. I1 y aura donc une relation
entre la puissance de e dans A et la valcur de k" . Zn fait, il v a vlusicurs

relations de ce type :

c . . R !
sin i a une puissance au moins égale 2 'k';
e a une puissance au moins égale a |k
e' a une puissance au moins égale & !k"'l .

On en déduit ainsi unc certaine régle permettant d'évaluer 1l'ordre de grandeur
des termes. Ccpendant, il n'v a pas de réglc de récurrence en ce qui concerne les
coefficients numériques de ces termes qui, d'aillecurs; croissent avee les 'kl .
On n'a donc que des présomptions quand on décide d'arréter le développement &
tcl ou tel terme. Certains tests numériques permettent cependant d'évaluer la
vaeleur du développement. Nous remplagons ainsi les équations (R) ou (3) par des
équations analogues ol les secconds membres sont limités & un certain nombre de
termes. Nous ne résolvons done pas tout & fait le systéme original, mais un svys-
téme voisin dont on s'assure ainsi que, pour un certain intervalle dc temps,

il représente bisn numériquement le probléme & résoudre.

3. Théoremes de Delaunay-Tisscrand.

L'utilisation du développement (7) s'impose dans le cas des théorics des satel-
lites perturbés par le Soleil. On montre, ainsi quec 1'a fait DELAUNAY [5] quc la
solution du systzme (3) o R a la forme (5) se met sous forme d'une série ana-
logue & (6), seuls £ , h et g pouvant avoir, en plus, un terme lindaire cn t

les quatre arguments D , F , £ ot £' étent des fonctions lindaires du temps.

TISSERAND a démontré le mdme théoréme pour lec cas du Soleil ot de 2 plandtes
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réagissant 1l'une sur l'autre, tandis que LINSTEDT et MNIJCOMB 1'ont étendu au cas
ol 11 v a un nombrc quelcongue de plandtes, montrant que les éléments L , G ot
H s'exprimaient dans la solution sous la forme
(8) 24 cos(ka+ k"N + ...) A, M ... : fonctions linéaires du Temps
tandis que les variablcs conjuguées s'expriment sous la forme

xt + x' +2B sin(kA+ k'A' + ...)
xt + x' étant unc fonction lindairc a coefficicents cntiers des A, A' 5 ..o

i on apnlique maintenant le théoréme de Poincaré, on voit que les coefficients

S
A et B sc mettent sous forme de série entiére cn 81 82 ooo sn . On a ainsi
1

e forme générale dec la solution.

4. Théories du tvpe vlanétairc.

Parfois, certains de ccs arguments ont une périods trés longuc, de 1l'ordre de
100 ou 1000 fois 1'intervalle des observations. Ccci se présente en particulier;
pour Jles arguments g ot h des planétes. On peut alors, sans entrainer de mo-
difications dans la convergence des sérics dans un intervalle de temps de 1'ordre
de celui des observations, développer lecs lignes trigonométriques de ces arguments
en fonction cntigére du temps et, en pratique, n'en conserver que les tout premicrs
termes. Les solutions prennont alors la forme (8) ot (9), avec un nombre réduit

d'arguments A, AN ee. , mais A ct B sont désormais des polyndmes cn t .

RTMARQUE. - Ceci n'est qu'un nouvel ertifice de calcul ; bcaucoup plus limitatif
que le procédé de Delauray qui nc feit apnel qu'a la convergence par rapport &
e . Ici, on limite de fagon draconniecnne la représentativité des solutions a un
intervalle trés limité. Son utilisation a cenmendant été jusqu'd présent indispen-
seble par suite de 1'immensité des calculs cntrainés par la méthode générale. Der-
niérement, malgré 1'emploi de machines électroniques; BROUWZR a échoué dans unc
tentative de résoudre le probléme plan Jupitcr-Saturne sans développemonts per
rapport & t . Il est & noter que 1l'emploi exclusif de ces méthodes decns les
théories plandtaires a conduit 2 concevoir de nombreux faux problémes dont le
plus connu est celui de 1'invariabllité des gronds axes ct le théoreéme de Poisson.
Ces problémes ne se posent que parce gu'on n'a pes encore été capeble de mettre

1z soluticn sous sz forme réellc, qui découle du théoréme de Uelaunay-Tisscrand.
b2

5., Déterminetion de la solution formelle.

Les techniques de détermination des séries (7) ot (8) sont veriées. Les diverses
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théories de la Lune (HANSEN, DELAUNAY, BROWN) ou des nlanétes (LAPLACE, LE VERRIER,
HANSEN, HILL, BROUWER) différent plus par ces techniques que par le choix, assez
secondaire, des inconnuecs. Cependant, toutes les méthodes sont essentiellement
des méthodes d'approximations successives, la solution de la (n - 1)-iéme ap=
proximation étant substituée dans les seconds membres et 1'intégration de 1'en-
semble donnant la n~idme approximation, chaque approximation différant de la
précédente par le degré des polvndmes A et B .

Le probléme qui nous restc 2 traiter est celui de la va'idité et de la conver-

gence de la solution formelle ainsi calculée.

Troisiéme partie : Convergence des développements

I1 faut distinguer la convergence au scns mathématique de le possibilité d'en
calculer la somme. Les séries de Sundmann sont convergentes et pourtant ne sont
pas calculables. Les séries auxquelles nous sommes arrivés ne sont pas conver-
gentes, pourtant la somme d'un certain nombre de termes a une signification

précise.

1. Convergence des séries partielles.

Considérons d'abord les séries représentant une solution indépendante des € .
Cc sont donc des séries coefficients des €y dans la solution définitive, ou
encore les séries de la solution en premiére approximation. Pour que ces séries
convergent, il faut cue !'intégrale par rapport au temps des sérices représentant
les seconds membres des équations (2) ou (3) en supposant connus les arguments
forme des séries convergentes. Si une de ces équations se développe sous la
forme ¢

> A, o sin(kA s 10 A+ ..+ k(P A(R))
. (P) k;k';,.k‘p)

1'intégrale serait :

C) . sin(kh+ k' A+ ... + kP AP

ket kP o L. kP ()
ot n(i) est le coefficient du temps de X(l) = n(l)(t - to) .

La série (S) ne peut converger que si A = 0 chaque fois que le dénominateur
est petit. Or, cette éventualité n'ayant aucune raison de se produire, si
n,n ... ont leurs valeurs cxactes,; lo série a des termes non bornés et ne

converge pase.
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Pratiquement, on ne connalt pas n , n'... exactement, mais certaines valews appro-
chéas . POINC ARE ((7]yps 94) a montré, en utilisant la propriété de la deuxiéme par-
tie, paragraphe 3 concernant les facteurs contenus dens A ; qu'on peut prendre
pour n une valeur approchée de la forme Vﬁa7a telle que tous les termes restent
bornés. Cependant, des valeurs infiniment voisines de n changecraient les ré-

sultats, ce qui fait que la justification de Poincaré n'en est pas unc.

Une meilleure justification de 1'utilisation de cette méthode semble Gtre la
suiv- nte. Soit At 1'intervalle de temps pour lequel on désire avoir une solu-
tion précise. Les termes & longue période par rapport & At , qui sont les seuls
en cause ci-dessus, pourront 8tre considérés comme constants dens 1'intervalle
considéré et leur intégrale sera incluse dans les termes séculaires éventuels.

Les autres termes conservés forment une série convergente. Nous avons ainsi con-
vergence dans L'intervalle de temps At . La pratique prouve aussi qu'é 1l'exception
des cas ol les excentricitéds sont trés fortes (comme le VIIIe satellite de
Jupiter), le nombre de termes * conserver pour obtenir la somme de la série avee

une précision convenable n'est pas trop grand.

2. Convergence des séries compbétes.

Pour que les sériecs complétes, développées en €y »o. &  solent uniformément
convergentes, il faut pouvoir appliqucr lc théoréme de Poincaré. Pour cela, il
feudrait que les sérics de la premierc approximation qui jouent le rdle des xg
convergent dens un certain intervelle des conditions initieles. Or, les
n, n' ... dépendent de ces conditions ct, méme avec 1l'ertifice de Poincaré, la
convergence dans un intervalle ne peut &tre satisfaite. I1 n'y a donc pas conver-
gence uniforme de la solution formelle obtenue en se servant conjointcment des
théorémes de Poincaré et de Delaunay-Tisscrand. Sans le démontrer, POINCARE pense
que cns séries ne convergeraient m3me pas pour certaines valeurs particulidres

de la wvariable.

Cependcnt,; nous avons vu que pour l'intervallede tcmps At , les séries xg
convergeraient & condition de supprimer les termes & longue période. Il ost pos-
sible par lec méme artifice de supprimer tous les termes susceptibles de devenir
> longue périodé si les conditions initicles varient dans un ccrtain domaine
petit. Soit T 1le plus petite valeur que peuvent prendre l'une au moins des pé-
riodes des termes qui sont ainsi supprimés. La convergecnce sere assurée ainsi

gue la sommebilité avec la précision désirée dans un intervelle AT << T,
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Dés lors, pour cet intervalle de temps, on pourra appliquer le théoréme de Poin-
caré et la solution ainsi modifiée secra uniformément convergente pour 1'intervalle

Lt o On ne conservera des termes ainsi obtenus que ceux qui sont suffisamment

grands pour &tre significatifs eu égard & la précision désirée.

3. Théories du type plandtcire.

Ce qui vient d'8tre dit s'=pplique également aux solutions du type planétaire
pour lesquels on ne supprime pas les termes 2 longue périodec, meis on les dévelop-
pe en série entidre du temps. (En fait, négliger lcs termes critiques revient &
arréter ces développements au terme constant). Les développements de la forme
Dclaunay-Tisserand, tcls qu'ils sont effectivement utilisés ne sont donc que des

développements du tvpe planétaire plus élaborés.

Les caractéristiques des divers typcs de théories sont les suivantes
- Les théories de la forme Dclaunay-Tisserand (improprement appelées théorics
géndrales) négligent seculement les termes tels que la combinaison des arguments

donnent une période grande par rapport & At .

- Les théorics planétaires négligent a priori tous les arguments qui nc sont pas
des movens mouvements, mais admettent des développements par rapport au temps des

3

lignes trigonométriques de ces arguments jusqu'a t2 ou t7 .

Oﬁ peut imaginer des théories du type intcrmédiairc, quoique & ma connsissance
elles n'aient pas été cmployées jusqu'ad maintenant. Si une combinaison simple des
arguments a unc grande période par repport & At , on pcut développer par rapport
au temps chaque terme qui contient cette combinaison 4'arguments. C'est la solu-
tion qui perait s'imposcr dans lao théorie du VIIIe satellitc de Jupiter ol une
combinaison d'arguments o une période 10 000 fois supéricure & celle des arguments

fondamentoux.

6. Ordre de grandeur des intervallces de convergence.

L'intervalle At que nous avons introduit dépend essenticllement du probléme
et de la méthode employée pour le résoudre. Prenons, & titre d'exemple, le pro-

bléme du svysteme Jupiter-Saturnec.

Une théorie du type planétairc revient & développer par rapprort zu temps lcs
mouvements des noeuds et des périhélies dent les périodecs sont de 1l'ordre de
p , - 2 I .
50 000 années. En arrdtant les dévecloppements & t~ ¢t en conservent une préci-

. -5 .
sion de¢ 10 sur lecs termes les plus importants, on assurc la convergence ct
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une préeision suffisante sur 500 années. Pousser les développements jusqu'a 2

élargireit 1'intervalle & 3 COO ans, avec la méme précision relative pour les

termes séculeires et mixtes.

Une théoric du type Delaunay-Tisserand avee lcsarguments h et g impliquerait quc 50000
ans sgt une nériode courte dans la théoric. ZIn comparant avee la théoric de la
Lune, on peut prévoir que les petits diviseurs critiques corrcspondent & des pé-
riodes 1000 fois plus grandes. Bn négligeant ces termes critiques; on aure
At = 50 000 ans. Si on développe les termes critiques par rapport & t ; 1l'inter-
valle pourra atteindre 1 000 000 d'années. Ccei cst encore trés petit par rapport
3 1'4ge du syst®me solaire, mais il est & craindre, en ce qui concerne les études
sur la stabilité du svstéme, qu'au delZ il faillc tenir compte des variations

éventuelleos des masses des corps du systéme solairc.

5. Conclusion.

On voit que 1'ensemble des méthodes de quasi-résolution des équations
diffirentielles de¢ la dynanique dans le syvstéme solaire conduit a
construirc une solution formelle non convergente, puis, -partune série
d'artifices, d'en tirer une expression finie, purcment trigonométrique ou mixte,
qui représentc la solution avec une pricision donnée dans un intervalle de temns
donné At . Cette représentation n'est pas seulement numérique, mais analytique
car les expressions sont dessolutions d'équations différentielles ne différant
des équations compldtes que par des quantités de l'ordre de la précision dans
1'intervalle &t . Elles représentent, & 1'heure actuelle, le meilleur compromis
possible entre les exigences de rigueur des mathématiciens et les desiderata

de simplicité des astronomes.
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