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Séminaire JANET A ‘ 4-01
(Mécanique analvtique et icanique céleste)
3e annde, 1959/60, n° 4 27 février 1960

PROPAGATZURS. QUANTIFICATION DU CHAMP

par aAndré LICHNEROWICZ

Le probléme de la quantification du champ électromagnétique et du champ gravi-
tationnel en relativité générale se trouve &troitement 1ié, dans ma conception,
? la notion de radiation. L'étude de cette notion a conduit PIRANI et moi-méme 2
considérer qu'en relativité générale, le fvrai champ gravitationnel® est décrit
par le tenseur de courbure. Dans une premiére partie, nous étudierons les équa-
tions da champ correspondantes. Une seconde nartie sera consacrée 3 la quantifi-
cation des champs électromagnétique et gravitationnel libres & 1'approximation
linéaire. La quantification rigoureuse en relativité générale du champ ¢lectro-
magnétique libre, celle du champ gravitationnel tout au moins dans un espace ?
courbure constante repose sur la théorie des provagateurs tensoriels que j'analy-
serail dans la derniére partie. Il semble que ces propagatcurs doivent jouer, dans

beaucoup de probleémes rhysiques de la relativité générale, un rdle essentiel.

I. Les équations de chanp.

1. Les équations de Maxwell et les équations d'Einstein.

a. Sur l'espace-temps V4 de la relativité générale, supovosé orienté et muni

de la métrique riemannienne de type hvperbolique normal

2 “ e
(1.1) ds” = g, , dx” dx? (% ,p=0,1,2, 3)

nous appelons produit scalaire (T , U)X , en x € V4 s de deux tenseurs T et

U d'ordre p :

1 %loaamp
(1.2) (T , U)X:—P;!—T U“*l“”‘ .
Si U est 3 suprort compact, nous posons :
(1.3) / ‘<T,U>:‘ (T , U)_ dt 5
o, x

ou dr désigne 1'élément de volume riemannien.
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Nous appelons tenseur-distribution T d'ordre p une fonctionnelle linéaire

PN

continue & valeurs scalaires sur les tenseurs U d'ordre p suffisamment diffé-
. s - ~k
rentiables & support compact (U & 72 v )

(1.3) définit lé‘tenseur—distribution défini par le tenseur

. Nous notons < T , U 1la valeur de

T pour le tenseur U :
ordineire T . On obtient les courcnts au sens de G. D% RHAM en se limitant aux
tenseurs antisymétriques ou p-formes. Pour éviter toute confusion avec le cou-
rant électrique; nous emploierons 1l'expression de p-forme-distribution au lieu
de celle de courant de C. D% RHAM. Nous désignons par »* 1l'opérateur adjoint sur
les formes défini par la métrique : 2 toute n-forme distribution, il fait cor-
respondre une (4 - p)-forme distribution.
b. Soit d 1'opérateur de différentiation extérieurc (d2 =0),
zg: (- 1)P it oax 1'opérateur de codifférentiation extérieure sur les p-formes

ou p-formes distributions. Un champ électromagnétique est défini dans V, par

1

une R-forme distribution F satisfaisant les équations de Maxwell

(1.4) dfF = 0 §F =17 ,

ou J est la 1-forme distribution définic mar lc courant électrique. Les équa-

tions (1.4) peuvent s'éerire explicitenent en repéres locaux

A ﬁ
(1.4) su, T, =0 -VeF'=y

h

ou 7 désigne la dérivation covariante, S la sommation aprés permutation cir-
culaire sur les indices X , A, Y - Pour J =0 , on a les équations de Maxwell

du vide (ou du champ libre).

c. Sur les tenseurs symétriques d'ordre 2 , considérons l'aprlication [} qui,
3 tout tenseur P , fait correspondre le tenseur Q = ¥™(P) défini par :
_ 1 Ny
Que}_z— P:»cl/‘;, -7 By ﬁ(g " P,\’\,) o
On vérifie aisdément que cettc application est involutive et P = MC) ; P et G
sont dits associés 1'un 2 l'autre.

51 R est le tenseur de Ricci de V4 s son tenseur d'Einstein S est :

S = ?(R) .

La métrique de V4 est cn générelastreinte 2 satisfaire aux équations d'Zinstein

suivantes : si T est le tenseur d'impulsion, énergic des distributions énergé-

tiques, ces équations s'écrivent usuellement :

(1.5) P=5-T=0
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Si nous posons
G = »(P) U= (T) 5
il résulte du caractére involutif de p que ces équations peuvent aussi s'écrire :
(1.6) Gz=R-U=0
Sous ces formes, les équations du champ gravitationnel semblent profondément diffé-

rentes des équations de Maxwell.

2. Les vraiss équations du champ gravitationnel.

. 501 ,
a. Soit Rdr’xﬂ

aux identités de Bianchi,

le tenseur de courbure de 1l'espace-temps. Ce tenseur satisfait

(2.1) SU, R =0
A ﬁ,‘o’ﬁ#
qui entrainent comme conséquence :
o _ .
= - ;Rn e
(2.2) V_,( Rﬁgs " V/,) R}/}L /:’! pp

D'eutre part, il satisfzit aux équations d'Tinstein

(2-3) Po(/x, S S*?f_;’- - Tu;j% =0
qui peuvent aussi s'écrire :
(2.4) CapZ Rup= Uup=0 .

De (2.2) on déduit par contraction que Sw 3 est conservatif ; il résulte de (2.3)

qu'il en est de méme pour T.:.; Uy, est donc le tenseur associé d'un tenseur

conservatif. D'autre part, de (2.2) et (2.4), il résulte quc le tenseur de cour-

bure vérifie les équations :

&) VR =W, -7, .
(2.5) o R,zx, " Vi ng "iUp

by

b. Fous sommes ainsi conduits & considérer un champ décrit par un tenseur d'ordre
4, R

_ satisfaisant aux identités algébriques
%y AD
(2.6)

= - = - R_. = R =0
R”'P’XP" Rﬁ""’XP' Koyt d R)rls-’( JE S ESEED fud

en vérifiant les équations de champ (2.1) et (2.5) o U est le tenseur associé

2 un tenseur conservatif T . De (R.2) conséquence de (2.1) et (2.5), on déduit

par soustraction :

(2.7) Gy = Vg Gpyp= 0 .

%
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D'autre rart, par contraction de (2.2), S est conservatif ; T 1'est par hypo-

thése. Il en cst donecde mémepour F =5 - T ot, cn vertu de (2.7), pour Q :
- i
(2.8) Ve ,=0 .

De (2.7) et (2.8); il résulte que,pour le champ envisagé, lcs équations d'Tinstein

¢ =0 peuvent 3tre considérées comme de simples conditions initiales. D'une fagon

4 . . <
précise, soit <4 une hvpersurface de Vjr

le Q = 0 . Sous les hvpothéses faites, G est aussi nécessairement nul en dehors

orientée dans l'espace et sur laquel-

de < : il suffit pour 1'établir d'observer que pour SP=0, y=u (u=1, 2,3
(2.

7) s'éerit
(2.9)

vO Qur.: vu QO‘»

et que, pour =0, (2.8) s'éerit :

OO T‘ . _ Ou 7 X . uv o
(2.10) g \/O C{.OO - 2g \.,,u- QOO g \/u QVO °

- 4 . 0 <
Si 2. a pour équation locale x =0 4 gOO est #0 sur < et pour une

Y .
donnée initiale nulle sur <-., le systéme (2.9) (2.10) n'admet d'autre solution

gue la solution nulle.
Le résultat précéddent est en particulier applicable au cas ol :

Tip=- Ag A Uip= ’\gx/:_\ (X = Cte) .

Les équations (2.5) se réduisent alors 2 :

2.11 VR T =0 :
(2-10) 5 p

" < : : . <
51 sur 4 ona Ry ,= Xg;;as il en est encore de :8me en dehors de 4 .

¢. Un champ gravitationncl sera donc décrit dans la suite par un tenseur d'or-

dre 4 , Hux‘XY , jouissant des propriétés de symétric
I':’ (

2.12 H =-H = -1 = H
(2.12) a‘/o;”v"; ﬂ“a(’r 3‘/39’—%’ (Yfg‘*ﬁ*

Etant donné un tonseur conservatif T , le champ H est astreint 2 satisfaire les

vraies équations de champ"

2. S '7 H : O
(2.13) U
et
N kW’
° I = p 0 - \1 L
(2.14) U8 FsAp- VX Ui "Jf‘\‘ ’

oi U est le tenseur associé de T . On pourra ajouter la condition supplémentaire :
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(2.15) Hapn= Uap .

—

. . . . ] . N . ,
condition qu'il suffit de vérifier sur une hyrersurface < orientée dans l'espaee.

De plus, la variété étant de dimension 4 , le tenseur antisymétrique SH, . &
A Xe
est ? dérivée covariante nulle d'aprés (2.13). «insi :

SH‘-"B,;;«S = M- ?4/33/5 (m = Cte)

ou qz*ﬁag est le tenseur élément de volume. Si H est nul en un point, ou s'annu-

le & 1'infini, il vérifie nécessairement l'identité :

(2.16) ‘ SH . =0 .
Apsyd

II. Quantification 2 1'approximation linéaire.

3. Quantification du champ électromagnétique libre en relativité restreinte.

Nous allons indiguer un nrocessus de quantifization directe du champ électroma-
gnétique libre en relativité restreinte, sans recours au potentiel-vecteur. Ce
processus qui est étroitement 1ié 2 la notion de radiation électromagnétique peut

N

&tre adapté 3 une quentification du champ gravitationnel & l'aprroximation linéaire.

a. Prenons pour espace-temps V4 1'espace-temps de “"inkovski guenous supposons
rapporté 2 un repére orthonormé (ei) . La métrique de V4 raprortée & un tel

repére sera désignée par :

as” = ., ax"* dx”

Considérons un champ électromagnétique libre, c'est-2-dire satisfaisant aux équa-
tions de Maxwell
(3.1) 89, Fyy, =0 3, F'r=0

iv
?

o O désigne ici la dérivation ordinaire. Sous des hypothéses simples (distri-
butions tempérées); F est une transformée de Fourier d'une distribution N et
(3.1) s'éerit :

o N — AN -
(3.2) Sps L%J =0 P N£ﬁ =0 .

De 1'étude de la radiation électromagnétique et de (3.2), il résulte que N est
une 2-forme distribution vortée par le cone isotrope dans lespace des moments.

A la 2-forme distribution F , substituons une 2-forme désignée par la méme

N

notation, satisfaisant au méme svstime (3.1) et correspondant & une fonctionnelle
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3 valeurs dans un espace vectoriel » d'opérateurs de l'espace de :iilbert com-
plexe. Par abus de langage; nous dirons que 'F au lieu d'étre 2 valeurs scalaires
est 2 valeurs dans ¥ . Mous désigncons par ¥ le passage d'un de ces opérateurs

* 1'opérateur adjoint et nous supposons que les valeurs de F sont des ogérateurs

hermitiens.
A partir du caractére hermitien; on peut établir que (avec 1'abus de notation
usuel chez les phvsiciens)
¥ it .
(3.3) R S (Ge™™* + ¢t e dil(g)
7 C+
ou €' est le demi-cBne isotrope rositif et a0(¥) 1'élément d'aire invariant

usuel sur ce cone :

\ Gl g2 qp”
ac(d) = L9t ;o _d="
Le syst®me (3.1) se traduit par :
(3.4) S8, Gpy =0 +6,,=0

Supposons que G soit une 2-forme 3 valeurs scalaires satisfaisant (3.4). Ces
relaticns expriment que la 2-forme G est singuliére. & chaque 4 e ¢ associons
deux vecteurs orthogonaux, de carrés - 1, n(l)Ce) et n(z)éf) s tangents au
cOne isotrore le long de £ . On sait que; dans ces conditions, il existe deux

1, 2) tels que :

scalaires a(i ,4) (i
(3.5) G, = » a(i,d)d, n}(!?;) 4 n&i))

fr R /-3\
1

(3.5) traduit ce que les physiciens appellent le double état de polarisation du
champ. Par 1l'introduction d'une forme linéaire sur *» & valeurs scalaires, on
voit que si G est & valeurs dans M et satisfait (3.4) la formule (3.5) est

encore valable 3 condition de prendre pour les a(i , £) des éléments de M .

La quantification du champ F s'effectuera en postulant les conditions de cro-

chet

([a(i, £) , a3, £)j =0
(3.6) ‘ Voot i R I £, £
L TG, G, =30 hd, £

1

(i,j=1,2)

2 ]
ou 4,,-t' € ¢ s ou Séj est le symbole de Kronecker et ol éﬁ est le biscalai-

0w
U

re de Dirac relatif au cOne isotrope muni de 1'élément de volume d¢Y . On peut
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obtenir un formalisme nlus condensé en introduisant des indices A , B prenant
les valeurs + 1 et -1 et en nosant

A, y . i A, * .
a" (i, 4) =ali, f) wour a=1, i, ) =2 (i, 4)

avec ces notations, les conditions (3. )
(3.7)

pour 4 = -1 o

s'ecrivent
e g By
[a_(l,{)sa(a,{" T h

= AB 13 (,Lf L)

b. Dans le calcul des relations de commutation auxquelles satisfait, en vertu
de (3.7); le champ F , nous utilisons la formule géométrique suivente qu il est
aisé d'établir :

) oy (1)
(,Jaa) e ()ij ({‘/o'\ n.’,‘»‘
1)

“

™

']EHSM(QIﬁ? "%;n?)):

- (. g ‘qru“ Dy Lay -
Etant données des quantités a 4 indices L \ nous poserons dans la suite

9*'A4f [ - W l /)

°

SN

L =L +1
\H)r\/ ”\ny"rl. d\)\)/’j,’k,

’,/}[‘tm'\’\ -
de telle sorte que :
i CS:ij @, Sl) - i)/f' n&l))("vx n(r{) B ’f;—u n(AJ)) = -2 Y Xk/""' ¢
15 ' »
Cela posé, on a, d'aprés (3.3) et (3.5)
(3.9) po T [ sk, by ALy andd)
(2Mm)~ A,i \ + -
De (3.7) on déduit, avec

[F(X) 9 F(X')]

L - L,
ApsRY AR

1'aide de (3.8), une expression du bi-2-tenseur
repporté au repére unique (eag . L

Lans cette expression apparalt
la distribution scalaire 3
D(x) = >

= ( Ae"j'Ay_X a:nh) 5
2(27)° 4 Jot

ou plutdét le biscalaire distribution

D(x , x') = D(x - x')
D(x , x")

ou propagateur de Jordan-Pauli est antisymetrique en x ,
chaque x'

x' 4 a pour
son supvort sur le cOne isotrope issu de ce point et satisfait 1'equa-
tion

Ax D(x , x') =0
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oi A\ est l'opérateur défini en repéres mobiles arbitraires par A = - vt v?
A partir de D(x , x') , on obtient :
Cone .
! - 4 . )
(3.10) (Fapx) 5 7y (1)) = T2 5, 0 ) Dlx %)

ou les dérivations ont lieu par raprort au point x . Dans (3.10) nous retrouvons
la relation de commutation classique de la théorie quantique du champ électroma-
gnétique.

c. Supposons qu'ad chaque point x d'un voisinage U de V4 nous associons un
repere arbitraire e_(x) . Procédons de méme pour un second voisinage U' ; nous
obtenons les reperes el,(x') . 5i le champ est raprorté en x 2 (e,) et en
x' A (e),) ;, on obtient par changement de repéres et en introduisant les dérivées

par rapport & x'

(3.11) (F, (x) , .(x )] = —(a (e, 04,) Vs ‘7}*') D(x , x')
Considérons le bi-l-tenseur svmétrique t défini par t oy =gl o Il est 2
dérivée covariante nulle en x et en x' et pour x' =x se réduit au tenseur mé-

trique. Si nous introduisons le bi-l-tenseur distribution

1)

D( = 1tD

(3. 11) peut s'éerire sous la forme simvle et invariante :

(3.12) [F(x) , 7)) =2a_a, o)

X X

ou le second membre vérifie manifestement les équations de Maxwell.

4. Quantification du champ gravitationnel libre 2 1'approximation linéaire.

a. Supposons V, porté par un espace-temps minkowskien raprorté & un repére
orthonormé pour la métrique minlowskicnne. Si le champ de gravitation est faible,

le tenseur métrique Eou s de V4 peut s'écrire
U
g,.\ﬁ = %ﬂ/g"' € Yot 3 s
oi € est 1'infiniment petit nrincipal. Dans une région sans sources, la partie

principale H_ e du tenseur de courbure vérifie (2.12); (2.16) et satisfait les
ry

équations de champ :

(4.1) : 59« Hypop =
et
(4.2) O, H A-‘?v)*?‘ =0 .
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Pour les équations d'Finstein §, w s 0 , on a la condition supplémentaire :

(4.3) Hy;=0

La quantification du champ H vpeut s'effectuer rar un procédé identique ?# celul
emnplové pour le champ électromagnétique. Sous les méms hvpothéses et avec des no-

tations évidentes

(4.4) R ( (Keifxwr ™ e'igx) a o)
(277 )
avec
(4.5) S ia(k' pAn =0 'go(l(d;:,,\,b =0
Il en résulte :
SO ?;, a3, Al P - ) WP -l

{a(l,j,f)za(j,i;f)i

Sur la forme quadratique de polarisation a(i , j ; #) ; (4.3) se traduit par la
condition de trace :
(4.7) a1, 1,4) +a(2,2,4)=0

Au moven du formalisme condensé introduit dans le cas électromagnétique; on écri-

ra les conditions de crochet compatibles avec (4.7) sous la forme :

(4,?) [a- (i s j 5 '{l) s & (h 9 k ] ’K')J
(g‘ Iy - ? ‘: §
AB( ih “jh ik c'jh cij h{ Jfé‘f’ Z') °

De cette relaton et de (4.4), il résulte :

N .

(4.9) [Hdﬁaa‘é‘(}() ’ d)«[\x,vf(x V) = i ET‘T’V % Ox %” Oy 6’(({7/5" V¢ );f" ’?/‘f')
7- (4 ) ™. )§ D(x , x')
Ap oy e il %

ol les dérivations sont faites par raprort & x . Introduisons des revéres mobiles

arbitraires ; le rremier .terme du second aembre donne ¢

Zz:; V. ¥ { fo ¥ b ) D} .

AR S S

Nous sommes ainsi conduits & introduire sur les tenseurs symétriques L d'ordre =2

Af'yl”'

1'opérateur G défini par :
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4.10 L) = v VoL
(4.10) ey (}._;KM LU Lps
et le bi-R2-tenscur symétricue ¥ défini par :
I{ N = t‘- t ~ + t -t D .
/31;9 [*' t—‘ ( ja N o P‘ J‘lM' /‘, f' )

Pour exvrimer le sccond terme de (409), introduisons sur les scalaires \Q 1'oné-
rateur P défini par ¢ .
P =g\

ol g est le tenseur métrique. avec ces notations, (4.9) s'éerit sous la forme

invariante

e 5

(4.11) MH(x) , 2(x')] = = {QX, G Flx, =) -P, P Dx, X')'}

~

Compte tenu de (4.7), la quantification précédente conduit 2 une représentation
irréductible caractérisée par la masse O et le spin 2 . Le procédé beaucoup
plus arbitraire emplové par PAULL et FIZRZ peut étre justifié a posteriori par la
comparaison des deux méthodes. DROZ-VINCENT et CAPPEZLLA ont adapté la méthode
orécédente 2 la quantification en premiére aprroximation de la théorie de Jordan-

Thiry.

III. Propagateurs tensoriels et aprlications.

5. Le bitenseur de transvort.

a. Sur une variété différentiable v~ munie d'une connexion linéaire; soit U
un voisinage de x homéomorphe & une boule ouverte tel que tout x' « U puisse
8tre joint a2 x vpar un arc géodédsique et un seul dans U . Le transport le long
de cet arc définit un isomorvhisme canonique de 1l'esvace vectoriel TX , tangent
en x sur l'espace vectoriel Ty, tangent en x' . Cet isomorphisme définit un
bi-l-tenseur t(x , x') élément de T: 8 T, de composantes ti‘(x , x') ; pour
chaque x , t(x, x') est transrorté relativement & x' 1le long de l'arc et

v . Y — \!
(5.1) tz (x', ' =x) =&, \;, t(x; x' =x) =0 .

b. Si Vn est une varidté riemannienne; nous définisson ainsi un bi-l-tenseur
euclidien symétrique en x et x' , dont nous désignerons les composantes covarian-
tes par ta o Ce bi-l-tenseur cofncideen relativité restreinte avec celui que

s o rd ~ 3
nous avons désigne par la meme notation.
S% T est un tenseur d'ordre p & suprort compact, le bitenseur-distribution
P .
§C (x , x') tel que :
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peut étre rerrésenté par la formule :
- p
(5.2) SM - ey d

o S est le biscalaire de Dirac relatif : 1'élément de volume riemannien.
In munissant U de repdres déduits d'un repérz en x par transport le long
das différents arcs géodésiquss issus de x , on peut établir la formule impor-

tante s

(5.5) U S=- V.65 .

6. Opérateurs différenticls linéaires sur les tenseurs.

a. Sur la variété riemannienne Voo congidérons l'opérateur différentiel 1li-

néaire sur les tenseurs d'ordre p défini par @

A A _ SRV,
(AT& L vaﬂlu,x'“'g \V é‘aﬁuoﬁ) °

Donnons-nous un champ B d'applications lindaires de tenseurs d'ordre (p + 1)
dans les tenseurs d'ordre p en x et un champ C d'opérateurs en x sur les

tenseurs d'ordre p . Introduisons l'opérateur différentiel L défini par :

(6.1) IT = AT + BP‘§7P T + CT (T tenseur d'ordre p )

L'onérateur transposé ¥ de L npeut s'derire :

(5.2) " u=3v- Y@ o)+ ct U

ou ¥ indigue le rassage aux transrosés. 5i af = o s C=C , L ecst auto-
adjoint.

b. Sur les p-formes T ; Georges de RHAM a introduit le laplacien :

(6.3) AT = (4§ +8a) T

Cet opérateur peut s'écrire explicitement

(5.4)  (07) (A7) TRoT,

O, ) = (i i L ‘
v’(lnoaxp -7\1900'1 k dkp 0(1090 °’°—Lp

Tu
k/'é k‘/,d 1aoo 9?00 aoaO‘up

Pour tout tenseur T , antisymétrique ou non, nous appcllerons lanlacien de T

et désignerons par DT 1le tenseur défini par (6.4). Cet opérateur est auto-

adjoint. En ce qui concerne un tenseur symétrique d'ordre 2 :



¥ ¥ po
wp* By T+ Ry 2

/

€.5) (AN, ,=- 7 7, 1

?df" RxﬁﬁJ T

Si T présente une svmétrie ou antisymétrie par rapport 2 un couple d'indices;,

il en est de '@me pour QT .

7. Propagateurs associés aux opérateurs auto-adjoints sur les tenseurs.

5, une variété riemannienne de dimension paire dont la metrique est
.-,'+

de tvpe hvperbolique normal. Si ! X! et ii;, sont les deux deni-conoides caractés

a. boit V

ristiques en x' , il existe ~our une boule ouverte U deux solutions élémentai-
res locales Egﬁ)t(x) de L, c'est-2-dire vour chacue x' deux systemes de
distributions dans U & support respectivement danset sur f";, ou dans et sur
f.;, vérifiant

(7.1) 5Pt = f(0) () g

X X X

=

De 1'unicité des deux solutions é1émentaires définies et du caractére tensoriel
en x' du second membre de (7.1), il résulte que Ei?)i(x) est un tenseur en

x' . I1 en résulte 1l'existence dans U x U de deux noyaux élémentaires

E(p)t(x' , x) qui sont dec bitenseurs-distributions. On a enfin le théorcme d'u-

nicité suivant : tout tenseur distribution dans U qui est solution de 1'équa-

tion homogéne LT = 0 et dont le suprort est dans et sur un demi-conoide carac-

13 . + ™ - 3
téristique F‘X, (ou !'X,) est nécessairement nul.

b. Supposons L auto-adjoint. S'il en est ainsi; on a par un raisonnement clas-

sique :

m(D)‘(

X, x') =8 x' , x) .

Nous appelons propagateur associé 2 1l'opérateur auto-adjoint L , le bi-p-tenseur
Pl C s 3 p

distribution défini mnar :

(7.2) E(p)(x , x') = E(D)+(X' , X) = E(p)—(x' , X)

E(D) est antisymétrique en x , =x' ; pour chaque x' il a son support dans et
sur le conoide caractéristicue F“X, , et i1 vérifie 1'équation homogeéne :
(7.3) L 3(p)(x' , x) =0 .

On montre aisément que pour 1'espace-temps de la relativité restreinte :

o]
(7.4) 5(P) - (8 t) D .

8. Propagateurs antisymétriques associés & 1'opérateur (L + ¢) sur les formes.

L'opérateur auto-adjoint ([X +c) ol ¢ est un scalaire covariant, opere
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sur les p-formes. En antisvmétrisant les novaux élémentaires corresvondants, on

. t .
obtient deux novaux G(p) (x' 5 x) qui pour chaque x' ont leurs suvvorts respec-

. i+ - . i e e
tivenent dans et sur L 3 Ou [ et qui vérifient :

Do
4y

(A + ¢) C-(P)i(x' , X) = (/{3 t) & .

X
Nous appelons propagateur antisymétrique relatif 2 (4 + ¢) 1la différence :

G(p)(x s x') = G(p)+(x' s X) = G(p);(x' s X)

qui jouit des trois rropriétés des propagateurs.
(P o (o)

vérifisnt des relations différenticlles importantes que nous
allons former. Les opératours KSX et <§X permutant !

. . ~ D
(ZI\,X + C)JX G(p)’(x' , X) = Ox("/\‘ td)

-

D'autre part A_ et d, permutant :

(A +¢)d, G(p—l)i(x‘ , x) = d .(?R} £3) .
X X X
Or, i} résulte immédiatement de (5.3) que :
éx(_x,té) = dx,(gg} £) (h=15 .00 5 n) .
On en déduit par soustraction
(A +e)(e, (Pt d_, o(P)ty _ g :

Du théoréme d'unicité, il résulte :

(P _ g (p-1)r

!
A

Les propagateurs antisvmétriques des différents ordres satisfont aussi aux rela-

tions

(8.1) JXG(’D) - dX' C_(“-—l) . (D =1 s eee n) N

S. Propagatour symétriquo attaché & 1l'opérateur (A + ¢)

Supposons que (/N + ¢) opdre sur un tenseur symétrique d'ordre 2 . Par symé-
. s . . . R + .
trisation des novaux élémentaires, on obtient deux novaux FK=(x' , x) oqui sont

deux bi-2-tenseurs distributions symétrigues satisfaisant :

::(t

(9.1) (AX + c) K;,.s, Y tf-’}‘l'-l. tdrx' ”C/ng)

Y

Leur différence définira le propagatcur svmétrique X d'ordre 2 . Posons
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KX' , = “F‘F<ﬂ Voo Far un raisonnement analogue 2 celui du paragraphe précé-
A M , ARs AW
dent, on étahlira les relations :
. 0)
(9.2) I(,\"w' = ngl K G(
t
et si le tenseur de Ricei est & dérivée covariante nulle
1 — -
¢.3 YARNNS = - (V G(,l) +V G(l)
(5:2) L Ep A (Vy SN & ii')
ot G(O) et G(l) sont les propagateurs d'ordre O et 1 relatifs 2 (4 +¢) .

10. Quantification du champ électromagndétique libre en relativite générale.

Dans un espace-tomps V, de métrique donnée quelconque, considérons un champ

1
3lectromagnétique F satisfaisant aux dquations de Maxwell du vide. Nous nous
proposons de quantifier ce champ, c'est-i-dire mour évalucr le crochet [F(x) , F(x"]
de construire une bi-2-forme distribution X antisymétrique en x , x' , qui

pour chaque x' ait son suprort dans et sur le conoide caractéristique Iﬂx, ct
gui satisfasse :

(10.1) d X=0 v_X=0 .

5i nous voulons sortir du cas purement local, nous supnoscrons que V4 est globa-

lement hyperbolique au sens de LERaY,

L'étude faite cn relativité restreinte nous conduit 2 considérer ici la bi-2-
forme distribution
(10.2) X=d d

(1)

antisymétrique et satisfait & la condition de support. De plus

o)
X

ou G est le propagateur d'ordre 1 associé 3 A ; X est manifcstement

(10.3) x=a d ¢®=pn 6?5 a ® -5 g B
X X T x X X X X
ou G(z) cst le propagateur antisvmétrique d'ordre 2 . Des cxpressions (10.2)

et (10.3) il résulte que X satisfait (10.1). Ainsi la relation

(10.4) [F(x) , F(x')] = --E—dx A G(l)(x s x')

nous fournid une quantification rigourcusc du champ éléctromagnéticuec libre en

relativité générale.
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11. Le nrobléme de la quantification du champ gravitationnel.

a. Sur un espace-temps V4 de métrique donnée satisfais=nt aux équations
d'Sinstein
R _=Ag,
ap NEBxE

’

nous décrivons le champ & quantifier au mowen d'un 4-tenseur H jouissant des

propriétés de symétrie du tenseur de courbure, vérifiant 1'identité

(11.1) =0

S g8

et satisfaisant aux dquations de champ analogucs aux équations de laxwell

(11.2) s V. H =0
6/(5\8 - .SS'XG
et
T. A —_
(11.3) Vi, p=0

avec la condition supplémentaire ng = Ag“ﬁ » Guantifier la champ H , c'est
construire un bi-4~-tenseur distribufion, antisymétrique en x , x' ; qui pour
chague ' a un support dans NPX, et qui permet d'évalucr le crochet

[H(x) , H(x')] de manidre compatible avec (11.2), (11.3) ot la condition supplé-

mentaire.

b. L'étude faite & 1'approximation linéaire nous conduit 2 envisager l'opérateur
@ sur les tenscurs svmétriques :

. L) = VoV L
Q*ﬁ-fzm"< ) “pyd Vel Lag

Tn général, cet opérateur n'est pas swmdtrigque par rapport aux couples et ne vé-
rifie pas (11.1). Au contraire, il résulte de 1'identité de Ricci que 1l'opérateur
Q défini par °
(11.4)

» - (L P - 1
Q-s&'}gylrf(L) Qoéﬁsd"p( )+ Ro( Py ‘R’D(/S‘y Y ?d‘

satisfait aus identités désirées.

Considérons un tenseur symétrique M(v) défini par \299 = ‘Z* vg * ?% Vv, s OU

v cest une forme lindaire arbitraire. On montre que :

c 0 = P _gf }
(11.5) Qxﬁ’ﬁ(h) =-2V Rw'gc? Vo Rﬁ;;('-?( A Vp Vp v.)
. : R
) Roaixrf(vﬁ Ve T Vv - B J(v?f' ki L

) R<ﬂ,xe(ia5 VP - P VJ) ‘
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c. ®n ce qui concerne les opératours figurant dans (11.2) et (11.3) on a :

11.6) g VQ L) =-s5vig L ~-SR"’,, ( Lg -V..,Lv)
( 5o ,&/chr( V pyd TP 7 3’5 Vi Tie be
- SR ed (T Lpe - Vo Ly + SR (V Leg = Vo T
et ”
(11.7) v, Qmﬁ’a;d.(L)'.! - \7¥ Rg %, " Lgg® Vs V, 7° L”— Ve A Lpgs
. bo Lol - RS
2,\7 /,é /* (\/ L - Vs Log) Ryl g Vf’ Lo

2 o .
modulo les termcs obtenus par échange de Y et ¢ et soustraction.

12. Cas d'un espace ® courbure constante.

Si v est un espace & courbure constante

4_
R .=¥lg g,0-¢g = 3k
Ay (8?“)( €4 em,\g/_‘x) (A= 3x)
De (11.5) et (11.5) il résulte que, quel que soit !M(v) :
12.1 C M) =0
(12.1) QWB,J( )
et quel que soit L
12.2 s UG L) =0 .
(12.2) ERATNG

Introduisons 1'opérateur sur les scalaires ? défini par :
P(y¢) =Q(gy)

et considérons le double-4-tenseur distribution :

- P 0 - Tz 0
(12.2) =0, Q(F - gg' o )) —Q \ Q (K) - P, P (C—( ))
X x' Tx
ou G<O) et ¥ sont respectivement les provagateurs scalaire et svmétrique

d'ordre 2 relatifs & 1'opérateur A -6k = A - 2X\. De (12.2) il résulte que
X vérifie (11.2) ; (11.7) se réduit pour X & :

V0 ) = (Vi o+ g 77 - ey Ty o

1{ A’ [
compte ~tenu de (9.2). D'autre part :

A5 o0y . _
VPx wf( )= - 2ke JVX
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De (€.3) et (12.1) on déduit :
— oA = EAz (0)
e ~(K) =P ,.VTP G =0
QX, \/ Qd.‘p, 3’0 ( ) XI g 0'”[3)%’(;( )
et X vérifie (11.3) ; on a donc la condition de crochet (compatible aussi avec

la condition supplémentaire)

o] it

(12.4) [H(x) , H(x')] = @x, @%(K - gg' )

qui fournit une quantification rigoureuse du champ gravitationnel pour un cspace-

temps de de SITTER par exemplé°



