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Séminaire JANTT ‘ 1-01
(écanique analvtique et “écanique céleste)
3e année, 1959/60, n® 1 9 janvier 1960

RFFET DOFPLIR 3T ABTZRRATION. THYORIE BT OBSERVATION

par Olivier COSTA de REAURSGARD

1. Introduction.

On va rapneler comment se présente la théorie de ces deux effets étroitement
parents en cinématique classique, en relativité restrsinte, en relativité générale.
L'accent sera mis sur certains vrogrés récents de cette théorie (théordme d'ibeld
et Malvaux [1], p. 147-172, et [7], covariance relativiste dans la transformation
de Fourier ([5], [2]), applications astronomiques possibles de 1'sffet Doppler
transvsrsal [6]),ainsi que sur le fait qu'on n'a pas encors une exposition

correcte en melativité générale de ces deux effets.

2. Théorie classique dans le vide.

Tlle conduit aux formiles bien connues que 1'expérience vérifie. Il faut remer-
quer que les soi-disant vitesses absolues, ou "vitesses par raprort & 1'éther",
s'éliminent, vour ne laisser subsister que la vitesse relative source-observateur.
%n fin de compte, bien que la théorie classique se trouve ici réussir, 1'aber-
ration et 1'effet Doppler dans le vide parlent pour et non contre le principe de

relativité restreinte.

L'aberration et 1'effet Doppler sembleat bien fournir les seules méthodes per-
mettant la mesure de ¢ sur un parcours allsr simple de la lumiére. En contre-
partie, le récepteur ou la source doivent occuver successivement au moins deux
repéres galildens différents. Historiquement, lecs deux premiéres mesures de ¢
sont celle de ROEMER (1676) basée sur un phénoméne formellement identique & un
effet Doppler (la fréquence d'occultation des satellites de Jupiter y joue le
méme rdle que la fréquence d'émission d'un tfain d'ondes) et celle de BRADLEY
(1828) basée sur 1'agberration.

Aujourd'hui, les astronomes ont retourné les termes du probléme. Ils partent
de la valeur de c¢ mesurée au laboratoire et de mesures astronomiques d'efiet
Doppler pour évaluer la 'constante de l'aberration®, c'est->-dire la vitesse de
la Terre sur 1'écliptique, puis les dimensions de 1'écliptique en termes de métre
étalon.
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3. Introduction des milieux transparents. Formule de Fresncl. Théordme d'Abelé
et Malvaux ([1], [7]).

L'expérience d'ARAGO (1€18) avant révélé 1'absence de 1l'effet de "vent d'éthert
attendu, FRISHEL riposte par sa formuls universelle "d'entralnement des ondes
par les milieux transparents". Bien que FRESNZL mentionne explicitement que la
compensation des effets observables du vent d'éther soit faite au premier ordre
en A =v/c, la portée de cette remarque n'est comprise qu'en 1873-1874, aprés
une incroyable accumulation G'expériences du premier ordre, toutes négatives (théo-
réme géndral de Veltmamm-Potier, montrant que la formule d'entrainement de Fresnel

annule identiquement tout effet du "vent d'éther® au premier ordre en /%)°

L'expérience d'ARAGO ot la formule de Fresnel sont 3 1'effet du premier ordre
ce que l'expérience de Michelson et la formule de contrection des longueurs de
Fitzgerald-Lorentz sont & 1'expérience du second ordre. Dans les deux cas, la
formule (affublée vaille que vaille d'un discours interprétatif) est taillée sur

mesure pour escamoter tout effet observable du soi-disant "vent d'éthert,

Mais, elors que Poincaré, imposant une structure de groupe aux formules de Lo-
rentz, établit ainsi la base de la cinématique relativiste & partir de 1l'effet
du second ordre, c'est tout récemment seulement (ABELY ot MALVAUX, 1S52) qu'on
s'est posé la méme question & provos de l'effet du premier ordre. Jusque-l2,
1'opinion s'accrédite d'une soi-disant "équivalence des cinématiques classique

et relativiste au premier ordre en A ". Or, la vérité est que cette équivalence

n'a lieu que pour autant qu'on n'exige pas une structure de groupe de 1'optique

cinématique. Si 1'on exige une structure de groupe, avec la formule de Fresnel
comme formule généretrice, la cindmatique relativiste seule résout le probléme,

ainsi que 1'ont montré MY. ARELE et MALVAUX (1), [7]). Rappelons leur démonstration.

Postulons

a. gue la formule de Fresnel
(1) w=u+ v(l - u2) R

ou v est petit devant u, w et (1 -u) (v vitesse du milieu transparent,
u vitesse de la lumidre par ravport & ce milieu, w vitesse résultante de la
lumidre) représente la forme infinitésimale en v d'une loi universelle de com-
rosition des vitesses ;

b. que cette loi s'exprime dans une formule caractérisant un groupe ;

c. que ce grouve egt continu et connexe ;

d. que 1'ensemble des vitesses est ordonné.
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I1 résulte alors de la théorie des groumes & un paramétre que le groupe cherché
est isomorphe au grourve additif des nombres réels (voir par exemple [3] chapitre €,

paragraphe 3, exercice 2), c'est-3-dire que la loi de composition cherchée a la
forme

(2) F(w) = F(u) + F(v)
avec, ruisque w=u pour v = 0 ,
(3) F(0) = 0 .

En vertu du postulat (a), la formule (1) représente le début d'un développe-

ment de Taylor en les nuissances de v , et l'on a donc

2 _ ou(u, 0) = o (v _F'(0)
) T im)}ﬂ-m
et par conséquent, A désignant une constante,
_ A . _ A 1 +u
(5) F'(u)""*‘_"‘zs L(Tl)—-Z_Logl—u )
1 ~-u
d'od, en rortant dans (2),
(5) l+w_1+ul+v Lo _utrv
> 1 -wv 1T -ul-v" T T T ¥ uv

c'est la loi relativiste de composition des vitesses (dcrite avec des unités

telles que c¢ =1 ).

En 1907, Y. von LAUE avait remarqué que la formule de Fresnel est directement
conséquence de la loi relativiste de composition des vitesses. In 1952, M. ABELZ
et MALVAUX 4tablissent la réciproque, en s'appuvant en outre sur le. nostulat

d'une structure de groupe isomorphe au grouve additif des nombres réels.

I1 est aisé de remonter de la formule(62) de composition des vitesses & celles
de Lorentz-Poincaré. Le rlus simple est pour cela de remarquer que cette formule
n'est autre que celle de la composition additive des tangentes hyperboliques :

Th U+ ThV

4 J =
{7) Th Y = T TRV °

W=U+7V .

Postulons dorc encore, avec 77, ABELE et MALVAUX,

e. 1a loi d'inertie de Galiléde, c'est-?-dire le mouvement rectiligne uniforme
d'un point matériel libre dans une certaine famille "galiléenne" de reperes
- spatio-temporels ;

f. que les trois mobiles imnliqués dans la formule (62) ou (71) sont des repéres
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galiléens.

Si les trois tangentes hvparboliques impliquées dans la formule (7) doivent
s'interoréter comme des recrorts x/t attachis & trois repéres galiléens; il
faut nécessairement que les formules da changement de repére galilden puissent
Gtre figurédss comme une rotation d'axes x s, t pseudo-orthogonaux", suivant

les formules de Lorentz-Poincaré

&) <?:«:':xohuwosrw,{xzx' Ch7 -4¢ShU
8
t' =t Sh U+xCh U, t=-t"3ShJ+x0Ch?U
ou
<°<X':x+vt, {iXx = x' - vt 5
) N ¢
CAt =t +vx, (At =1~ wx' s
(10) ) K = Ml e s (c =1) .
L'écart cinématique de 1. ABELE ‘et MALVAUX est le correspondant de la classique
vitesse relative v = v - u . Il s'derit
_ v -u
(11) M s
ou, si v est infiniment petit,
- du
(12) Du-—;——-—‘;g o

I1 est remarquable que la substitution (12) portée dans la formule de 1l'accédléra-
tion longitudinale ¢'un point matériel soit justement celle qui fait disparaltre
. le M"scandazle™ de la "masse longitudinale non maupertuisicnne”. 3In bref, on a,

vour 1l'accélération totale,

- -~
(13) d(nv) = m DV 5
ou m cst la masse maupertuisienne.

La formule (61) se récrit sous forme d'un rapport anharmonique

(14) =

:3:("1""1,‘”;11) )

avec nécessairement, du fait de (5

N

(15) -1<wv,u<+1 5
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la loi relativiste de composition des vitesses apparalt ainsi comme la loi da
plus simple compatibtle avec 1'existence d'une vitesse liwite (& 1) . Fotons

. 4 - P - o . . >
aussi, avec MM. ABELE et MALVAUX, la forme anharmonicue de la loi de composition

(16) (-1, +1,u,w=(-1,+1,u,v)(-1,+1,v,w .

4. Los formules relativistes de 1l'aberration et de 1l'cffet Dopplar.

Elles sont dir-ctement contcnucs dans celles de la transformation du quadri-
vecteur fréquence lors d'un changement de repére galiléen ou, disons mieux, lo-
rentzien.

L'equation de Cordon

P 2
(17) (] - ¥°) y(x) =0 ,
(4, Py eee =152, 3045 x, = ict) des ondes de la mécanique ondulatoire

admet des solutions planes monochromatiques

2 a0

(1) P = 30 e
telles que
(19) k;‘kk f K= 0 5 )

la friquence propre ¥ des ondes matérielles Stant réelle, la quadrifréquence

kk est du genre temps |

(20) f = k72f1 et Vo= Cki/ZKi

sont le vecteur nombre d'ovdzs 2t la fréquence classiques.

Viteess de groups d'un petit faisceau d'ondes planes. - Fostulons une dispersion

sz sur la quadrifréquence respsctant la fréquence propee k , c'est-a-dire

telle que
(21) kSt =0 .
A un petit vecteur dX% correspond un déphasage
A
W= K X,
(22) du =k dx,
A
et donc, dx\ étant supncsé fixe, un
/
A
(23) é—dk[ = ¢k dxk .

La vitesse de groupe s'obtient en écrivant la condition

(24) fag =0



c'est-3-dire, d'aprés (21) =t (22),

N

(25) k" = A dx’ :

1'énergie de 1'onde plane chemine le long de ses ravons (du genre temns). C'est

le théorime de la vitesse de groupe de Louis delﬁROGLIE_{4J qui n'ec¢t autre, on

le voit, que l'extension quadridimensionnslle d'un théorsme classique de Tresnel
("argument des zones de Fresnel®) : 1'éclairement d'une source S en un roint
R est di principalerment au vetit paquet d'ondes planes dont les vecteurs de
propagation ont des directions voisines de R - S .

Ceci 4tant, l=s formules relativistes de 1l'a erration et de 1l'effet Doppler en

général ne sont autres que les formules de Lorentz appliquées 2 la quadrifréquence :

£+ ¢ v » + vf
(26) £) = 1 ., = N___fj%% .
1 - j32 1 - iF
Cas warticuliers.
1° Cas transversal pur (onde matérielle quelconque) : £,=0,
£t
(27) tex = '6}{;' =g, e

D'aprés le théoréme de le vitesse de groupe, o est l'angle suivent lequel est
regue 1'énercie des.ondes ; (27i) est la formule de Bradley bien connue. La for=
mule (27;),du second ordre en , et inconnue de la théorie classique, est celle

de ﬂl'efget Doppler transversal®, vérifié au laboratoire par IVIS et STILWELL (1941)

2% Luniére dans le cas longitudinal :

- 1 + /3 N
(22) £, = Ye , v' = \/1 _{ﬂ =1+ 3+ oo -

(289) est la formule bien connue nour 1l'effet Doppler pur dans le cas de la lu-

niére.

A cause du caractére 'rigide et objectif®; pseudo-esuclidien, de l'espace de

Minkowski, le v des formules précédentes s'intervréte directement comme la vi-
tesse relative de la source et du récepteur. Il n'en sera plus de nméme en rele-
tivité générale ocu la notion de perallélisme absolu disparait. Toutefois, vourvu
que la courbure soit localement assez faible pour qu'on ait le droit de raisonner
dens 1'esvace minkowskien tangent (et de continuer d'y narler d'ondes planes
monochromatiques) les précédentes formules subsistent avec une interprétation

purement locale : elles correspondent & 1l'effet d'une rotation locale des axes
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lorentziens. fn ce sens (et & cette approximation) 1'effet Doppler et 1'aberration
l .

)

.

« ¢ . - - ’ . o £ I
li€s » la circulation de la Terre sur 1'éclirtique restent exnliqués (

5, Ixpressions covariantes de la transformation de Fourier, etc. ({SJ, Do 4G-51
et [8]),

Fous les donnons vour rendre manifeste 1'harmonie rrofonde entre la relativité
restreinte et la mécanique ondulatoire ou guantique (deux tiéories nées 1'une
et 1l'sutre de la phvsique des ondes : leur propagation d'une pert; leur émicsion-

absorotion de 1'autrs).

Formule de Fouricr directe mour les solutions de 1'équation de Gordon (17).

)

(29) Y (x) =(2‘=')_3/2 ‘;}5/ e N 2(k) &(k) d ;

st
") désigne l'hyperboloids d'équation (19) ; la considération ¢es deux nappes

Ys et M ast indisvensable pour qu'on ait en général une orthobase conpléte
dans l'espace de Hilbart ; %J(x) at é(k) sont deux snineurs ou tenseurs de
méme variance ; d7 est 1le module du quadrivecteur élément de volume d@l sur
M (colindaire & k. )

£(r) =+ 1 sur Y, s =1 sur vy s'introduit inévitablement cans la formule

soit directe, soit récivroque.

Formule de Fourier récinroque

I N
[ -4k x
i, y=32 ) ML
(30) G(k) = - (@) T e 8 (0] W) drp 3
\ -ik x
k“ satisfaisant par hypothese 2 (30), e Aot \y(x) sont deux solutions
de 1'équation de Gordon ;
(31) [07=9 -2

est "1'opérateur du courant de Cordon" ; pour deux solutions de 1l'écuation de

Gordon, on a identiquenment

(32) a‘% {L"')a [a?"’_i ybs“' =0

(1) Cette remarcue a été faite indépendamment par M. A. MITZ.
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en sorte que 1'intégrale (30), étendue 2 une hynersurface arbitraire du genre

esvace T , est irdévendante de ™ nourvu que 4 Cecrolsse suffisemment vite

2 1'infini smatial.

Sgalité de Parseval s

L {7 -a raly b 7 Ta b
(23) - i §* '] Wdr = f/ re 3 e(k) a .
: 2k Yol ! ) > 7
.//r-_r-» . ™ f’}
. Posons trois c¢éfinitions :
"
s ik ¥
g(Zﬂ) 3/ sl ¥k o+ k2 =0 ,
() e(kx) = &(- kx) = - ‘
- | oA 2
0 si ¥V k+ K £0 3
c'est une solution de 1'4guation de Gordon sous ses deux formes (17) ot
p 2
(35) (k, ¥ + ¥)3(¥) =0

Définitions du produit scalaire hermitien de deux solutions de 1'écuation de

Cordon

p a|, b _ by pa 1 4 —a ™ b o
(36) Cply >,?_, = Q¥ |y /\‘3’ = - 5% }}"‘r ;- [0 WA,
(37) 3B = <Pl i 7o wn) ay

‘les formules~(22), (3C), (32) se récrivent

(38) | kP(X) = ¢ of- kx>!§(k)>7) )
(39) p(k) = <o)y )y ,
(40) S By Py = <r®sh

Définition du vpropagateur de Jordan-Pauli s

- / ik X,
(41) 6 = - @97 [ o % e an,
: Y,
c'est une fonction impropre, solution de 1l'éguation de Gordon pour tout x (¥
compris x = 0 ), paire en X et immairs en Xy nulle nour x du genre espace
(une rotation de Lorentz peut alors transformer D(x) en + D(x) et - D(x) ¢
le fois).
I1 suit de (41), (34) et (40)
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(42) D(x" - x') = el- ¥x')|e(- )= (O0x - x)ID(x - x1)>_ :
en particulier, deux fonctions de x , D(x - x') et D(x - x") telles cue le

vecteur x' - x" soit du genre espace, sont orthogonales au sens implicus dans
(%) et (37).

Substituant (30) dans (2S) et tenant compte de (41); 1'on résout formellement

le probléme de Cauchy sous la forme
(43) Wix) = <D(x = x4y

(impliquant la connaissance sur &' du ' et de sa dérivée normale). 7'est

aussi la formule développant le \F(X) sur le svstdme orthogonal et comnlet dss
P 1
<l

propagateurs D(x - x') attachés & une «

5. Deux applications astronomiques rossibles de 1'effet Doppler transversal [6].

I1 est tentant de chercher & mssurer lcs vitesses transversales des corps cé-
lestes en se servant de 1'effet Doppler transversal. liais celui-ci étant normale-
ment largement dominé par 1'effet Doopler ordinaire, l'effet cdoit 8tre recherché

comne un effet diffirertiel.

Soit ¥ la fréquence provre d'émission de la source (supposée corrigée do
1'affet Doppler @z gravitation : nous raisonnons sn ralativité restreinte). La

formule de 1'effet Doppler est

1+ 5) v ;
D - x' _ " 1 /.2 2 2
(44) )D_...._...___..._-P ..‘;)31 +/;,X+§(‘,f>x+/3v +/3Z)+,,., 3(
1= ,
d'ou
d\'jo ds
(45) N =0 EX +dp (1 +5) S AAp s dg

Nous allons considérer deux cas : récepteur décrivant un cercle de grand diame-
tre (Terre sur son orbite), sources déerivant un cercle de grand diamétre (péri-
phérie d'une galaxie). Dans les deux cas, il v a deux points diametralement opposés
ot 1'effet Doprler longitudinal s'annule : Q/§ = C . Le triédre trirectangle

Oxyz peut alors 3tre orienté de maniére qu'en ces points dp, = 0 . I1 reste donc
»

dy :
6 — ¥ -2 47 .
(46) Y /y [Y
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Premier cas. - Etoile rapidc & raies Tines observée devuis la Terre en circu-

. ~ / 3 5 ""4 3 .
letion. - Pour la Terre cdf = 2. 30 kn/sec., dp_=~2. 10" , Pour 1'étoile,

£ €107 | Lieffet serait au plus en 1077,

Deuxiéme cas. - Galaxic en rotation. - On peut avoir, aux extrémitds du retit

ol
. ; ~ -0 .
axe de son image; dﬁv 2 2. 10 © . On n'a encore aucune donnée sur les vitesses

transversales des galaxies ; adm=ttons % titre d'hypotheése A, M 3 000 km/sec.,
. -2 . - . s, . .
ou ;‘Vif 10 ¢ 1'effet serait en 10 5 . “alheureusement les raies sont ici

beaucoup moins fines que dans le cas précédent.

7. Difficultés de la théorie de 1l'effet Doppler ot de 1'aberration en relativité

générale.

1° I1 n'y a plus de parellelisme & distance, ot la notion de vitesse relative

Id 0 \ ’ .
source-recepteur devient trés égquivoque.

2° Conceptuellement comme observationnellement, 1'effet Donprler ordinaire et
1'effet Doppler de gravitation deviennent insévarables l'un do 1l'autrs. De droit,
il en faudrait dire autznt de 1'eberration ordinaire et de 1‘aBerrativn de gravi-
tation (distorsion des ravons lumineux par les masses graves) ; mais ce dernier
probléme est on fait académique dans la majorité des cas.

3° Dans un esvace-temps riemannien, il n'v a plus ni ondes planes monochromati-

ques ni transformations de Fourier.

Pour qui veut parler d'effet Doppler et d'aberrction il ne roste nlus alors...
qu'a refermer les coupoles des observatoires. Bt rourtant, tous lecs observatoires
font de la spectroscopic et des pointés en directi-n, bien que leurs instruments
soient placés dans le champ de gravitation solaire; terrestre et lunaire... Il v

a 13 une situation de fait qu'il serait intéressant de 1égitimer.

Le problime impliqué derrir: ce modeste cas particulier n'est rien moins que
celni d'une théorie svnthétique de la relativité générale et des quanta. L'effet
Doppler de gravitation implique essentiellement ¢ la fois la relativité générale
et les quanta. Il en va d= méme de 1l'argument fort intéressant d'Einstein et de

Bohr relativement 2 la quatriéme relati-n d'indétermination [2].
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