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AU SUJET DE L'ALIURE EXTREME DU MOUVEMENT DE 3 CORPS
(Contre-exemple de K. A. SITNIKOV & la théorie de J. CHAZY)

par Jean COLLEAU

Dans la conférence qu'il a bien voulu faire 1'an dernier & ce Séminaire,
A. N, KOIMOGOROV a cité en particulier [10] une étude faite sous sa direction,
par K, A, SITNIKOV, sur le probléme des 3 corps [14] ; il s'agit d'un contre-
exemple & la théorie publide par CHAZY, en trois mémoires successifs, [4], [5],
[6], sur 1'allure finale du mouvement dans le probleme des 3 corps. Les précé-
dents contre-exemples & cette théorie avaient été obtenus par intégration numéri-
gue, et n'étaient donc pas entieérement satisfaisants, ainsi que A. N, KOLMOGOROV
le remarquait dans sa conférence ; au contraire, le contre-exemple construit
" par SITNIKOV est entidrement basé sur des raisonnements de mécanique et d'ana-

lyse, et est par conséquent décisif.

M, JANET m'a demandé de vous présenter aujourd'hui ce travail, dont j'ai pu
vérifier les diverses démonstrations, grdce a la traduction que J.-P., BENZECRI

a eu l'aimable obligeance de me dicter.

Avant de vous exposer les démonstrations de K. A, SITNIKOV , je vais rappeler
les résultats publiés par J. CHAZY et les grandes lignes de ses démonstrations ;
j'indiquerai quelques conséquences pratiques de cectte théorie ; je mentionnerai

d'autre part quelques autres travaux entrepris sur cette question.

I

l. - Examinons d'abord le probléme des 2 corps ; en laissant de cbté le mou~
vement du centre de gravite, qui est rectiligne et uniforme, on obtient le mou-
vement comme solution d'un systeme différentiel canonique d'ordre 6. On introduit
alors un espace & 6 coordonnées : les 3 variables 4 » 9y » 93 définissant la
position relative des 2 corps et leurs 3 variables conjugudes Py s Py s Py e

Dans cet espace, on pourra représenter chaque mouvement par une courbe orientée.
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Si le vecteur des aires nfest pas nul, le mouvement peut étre étudié pour toute
valeur de t , arbitrairement grande, positive ou négative. La trajectoire rela-

tive peut-&tre :

- une ellipse : la distance des 2 corps reste bornee quand t-—>®
- une hyperbole : la distance des 2 corps —y» ® comme |t|

- une parabole : la distapce das 2 corns .y @ comme t2/3

S5i le vecteur des aires est nul, il y a choc des 2 corps ; il est alors possible,
analytiquement, de prolonger le mouvement au-deld du choc, en utilisant la théorie
de Sundmann. On obtient alors un mouvement rectiligne qui, quand t-—sw , se
comporte, soit comme un mouvement elliptique, soit comme un mouvement hyperbolique,
soit comme un mouvement parabolique ; et on peut donc faire rentrer ce cas dans 1l'une

des classes precédentes.

La classe d'un mouvement (hyperbolique, parabolique, elliptique) est entiér=ment

déterminée par le signe de la constante h de 1l'énergie cinétique . La variété
h=0 , ou sont représentés les mouvements paraboliques, est une variété algébri-
que & 5 dimensions, qui partage l'espace de configuration en 2 domaines ouverts
connexes, disjoints, ol sont representés,d'une part les mouvements hyperboliques
(h » 0) , d'autre part les mouvements eliiptiques (h £ 0) . Enfin, h , étant
fonction paire de Py 5 Py » P3 , aura méme valeur pour un mouvement et son mou-

» s +
vement inverse. Donc liallure du mouvement est la méme, lorsque t—5- ®

2, - Dans le probléme des 3 corps, les possibilites d'allure finale du mouvement
se multiplient et h ne suffit pas & partager les divers cas ; toute étude sur
la comparaison des deux allures extrémes doit donc se faire par des moyens plus

puissants.

Outre le mouvement du centre de gravité, qui est rectiligne et uniforme, le
mouvement s'obtient comme solution d'un systéme canonique d'ordre 12. L'espace
de configuration a 12 coordonnées : les 6 varlables gq; , q, , A3 5 9 5 % 5 Y
définissent la position relative des 3 corps, et leurs 6 variables conjuguées
Py s Py s P35 Pys Ps s P - Le mouvement y sera représenté par une courbe

J. CHAZY utilise des propriétés topologiques de cet espace de configuration
& 12 dimensions (p:.L s qi) s ou plutbt de l'espace & 12 dimensions des trajectoires,
qui est l'espace quotient par le groupe des g4 de l'espace de configuration

& 13 dimensions (p:.L » A s t) .
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Dans l'un ou l'autre cas, la variété h =0 est une variété algébrique & 11 dimen-
sions qui partage l'espace en deux domeines ouverts et connexes, 1'un oi h ¢ O s
1l'autre o h 3y O .

Tous les mouvements ol il y a choc de 2 corps peuvent &tre prolongés au-deld
du choc grice & la théorie Ge Sundmamn. Seuls doivent étre &cartés les mouvements
ol se produit un choc des 3 corps ; une condition nécessaire (mais non suffisante)
de ce phénoméne est l'anuulation du vecteur des aires, soit 3 conditions algé-~
briques entre les 12 variables ; les représentations de tels mouvements seront
donc situies sur une variété & 9 dimensions, que l'on peut retrancher de l'espace

a 12 dimensious.

3. = J. CHAZY commence par établir un catalogue limitatif des différentes classes

de mouvements possibles, suivant 1l'allure finale (t - +w) [4]

a - mouvement hyperbolique, ol les 3 distances mutuelles —»® , comme

t (hy O obligatoirement)

b - mouvement hyperbolique-elliptique, ol une distance mutuelle reste bornée,

et les 2 sutres 5 ® , comme t ; h peut alors prendre, suivent les cas, des
valeurs > 0, £ 0, ou nulles. On est amené & distinguer parmi ces mouvements,

trois classes suivant que c'est lo masse m o, la masse m, ou la masse my

qui s'écarte indéfiniment des deux autres.

¢ - mouvement borné, ol, quand t-s+ ® , les trois distances mutuelles restent

bornées (h ¢ O obligatoirement)

d - mouvement oscillant, ol, quand t -+ ® , les distances mutuelles peuvent
étre, tant8t arbitrairement grandes, tant8t bornées; de tels mouvements dont

1'existence n'est ni prouvée, ni dementie, nécessitent aussi h ¢ O .

e - mouvement parabolique~elliptique, ol une distance mutuelle rcste bornée,

et les 2 autres = » , comme t2/3 3 ces mouvements, pour lesquels h O,

forment évidemment trois classes distinctes.

f - mouvement hyperbolique-parabolique, ol une distance mutuelle — @ comme

t2/3 , et les 2 autres comue 1t ; ces mouvements, pour lesquels h > O forment

évidemment trois classes distinctes.

g - mouvement parabolique, ol les 3 distances mutuelles —y@® , comme tg/B

(h = 0 obligatoirement)
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4.= la question suivante est d'examiner comment se repartissent, dans l'espace

& 12 dimensions, les représentations de ces différentes classes de mouvement.

Jo CHAZY en se basant sur la continuité de 1'allure finale du mouvement par
rapport aux conditions initiales dans 1la région h > 0 [4] , 6tablit que les
4 domaines correspondant aux mouvenents hyperboliques et hyperboliques-ellip~
tiques (avec la restriction h 7 0) de chaque classe sont ouverts. Il étend
cette démonstration aux domaines‘correspondant aux mouvements hyperboliques
elliptiques de chaque classe dans lu région h ¢ 0 [5].

Dans le cas des mouvements hyperboliques-elliptiques, paraboliques-elliptiques
et hyperboliqpes-paraboliques, le mouvement, lorsquc t-—»+ , peut &tre
décomposé en 2 houvements, per un choix classiques des variables q; ¢ d'une
part, le mouvement relatif des 2 corps qui restent les plus proches, d‘autre
part le mouvement du 3e corps per rapporta leur centre de grevité. J.CHAZY Stablit
(4] que ces 2 mouvements sont osculateurs & 2 mouvements képlériens, 1l'un ellip-
tique, l'autre hyperbolique (ou 1'un elliptique, l'autre parasbolique ; ou 1l'un
parabolique, l'autre hyperbolique) ; il en résulte que l'on peut alorsintroduire les

12 éléments osculateurs & 1'infini. J. CHAZY en tire diverses conséquences.

Chacune des 3 classes de mouvements hyperboliques-paraboliques (ou paraboliques-
elliptiques) dépend de 11 paramétres seulement, puisque l'une des excentricitis
osculatrices & 1'infini est fixde et égale &4 1. les 4léments osculateurs Stant
fonctions analytiques des conditions initiales, il résulte que les représentations
de ces 6 classes de mouvements sont sur 6 varidtds analytiques & 11 dimensiors

de l'espace & 12 dimensions.

D'autre part, grdce & 1l'existence des éléments osculateurs & 1'infini, fonctions
analytiquds des conditions initiales, J. CHAZY établit [5] que les 3 domaines
de chaque classe hyperbolique-elliptique sont connexes ; et que les 6 varidtés
& 11 dimensions précitées sont de méme connexes. Consédérant que le domaine
hyperbolique~elliptique de chaque classe est limité, dans la région h7> 0 par
la vari¢té hyperbolique-perabolique de méme classe, et dans la région h < O
par la veriété parabolique-elliptique de méme classe, il en déduit la connexion s
d'une part du reste de la region h 7 O, accupé par les mouvements hyperboliques
[6]; d'eutre part du reste de 1z région h <€ O , occupé par les mouvements
bornés et oscillants [ 5] . Il fiut noter que, si les mouvements oscillants
existent, ils ne peuvent sans doute &tre séparés des mouvements bornés, meis

forment avec eux un seul domaine ouvert counexe.
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5. - Dans le cas des mouvements paraboliques les 3 vitesses relatives tendent
vers des vitesses limites nulles lorsque t -+ ® ; la configuration géométrique
des 3 corps tend alors vers l'une des configurations d'équilibre relatif des 3

corps [3] .

la configuration géométrique peut tendre vers la figure d'Euler, ou les 3 corps
sont alignés ; on obtient ainsi 3 classes de mouvements paraboliques suivant que

m, est entre my et my , Ou Mg entre m, et m,, ou m entre m, et my

Chacune de ces classes de mouvements forme une variété analytique a 10 dimensions

situde sur la variété h =0 .

Elle peut tendre aussi vers la figure de Lagrange, ou les 3 corps sont aux
somets d'un triangle équilatéral , on obtient ainsi une 4e classe de mouvements
paraboliques, qui forme une variété analytique & 9 dimensions située eur la
varicté h= O (et qui donc ne la regionne pas).

-

Enfin, les 3 variétés de la région h >0 correspondant & chaque classe de mouve-
ments hyperboliques-paraboliques et les 3 variétés de la région h < O correspon-
dant & chaque classe de mouvements paraboliques-elliptiques se raccordent sur la
variété h = O suivant les 3 variétés correspondant & chaque classe de mouvements
paraboliques & figure limite d'Euler : ainsi, la variété 1-hyperbolique-parabolique
et la variété l-parabolique-elliptique, qui limitent le demaine 1-hyperbolique-
elliptique, se raccordent sur h = 0 avec les variétés paraboliques correspondant
aux figures d'Euler (1, 2, 3) (ou se raccordent aussi les variétés 3-hyperbolique-
parabolique et 3-parabolique-elliptique) et (1, 3, 2) (ob se raccordent aussi les
veriétés 2-hyperbolique-parabolique et 2-parabolique~elliptique) [ 5 .

6. = La répartition des différentes classes de mouvements dans l'espace & 12 dimen-

sions, peut alors, d'aprés CHAZY [ 6 ] tre représentée par le schéma suivant :

T. S' v. P.
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Ce schéma ne peut évidemment rendre compte des variétés & 9 dimensions qui
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- d'autre part aux mouvements paraboliques ou la figure limite est le triangle

équilatéral de lagrange.
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7. - le point important (et controversé) de 1'étude de J. Chazy est la réver-
sibilité : la classe du mouvement quand t- + ® et quand t-—» - ® est-elle

. la méme ?

La valeur de h étant la méme pour deux mouvements inverses, l'ensemble des
mouvements h { O , pris globalement, est réversible ; de méme l'ensemble des
mouvements h > O ; de méme l'ensemble des mouvements h = O ; mais ce résultat
est insuffisant, puisque, dans chacun de ces cas, il y a plusieurs classes de

mouvenments.

CHAZY montre d'abord la réversibilité de chaque classe dans la région h g O
(en considérant comme formant une seule classe les mouvements bornés et oscil=-
lants). [5]

En effet le systéme canonique d'ordre 12 admet un invariant intégral d'ordre
12, L'invariant intégral, appliqué au faisceau de trajectoires de méme classe
constituant un voisinage d'une trajectoire donnée, est fini s'il s'agit de
mouvements bornés ou oscillants quand t-s+ @ (par exemple) (en cas de choc
de 2 corps cette intégrale converge). Il en résulte alors que les trajectoires
bornées ou osciliantes quand t-—y+ @ possédent, dans leur ensemble, la
stabilité & la Poisson ; qu'elles possédent encore cette stebilité & la Poisson
quand t—y=- @ ; ce qui les oblige & &tre aussi bornées ou oscillantes quand

t-—?- @D o

I1 resulte de 1a que le reste de la région h 4 O, pris globalement, est réver-
sible : si pour h<0O , un mouvementest hyperboliqueselliptique quand t— + o,
il le sera aussi quand t - - o ; il en sera de méme pour les mouvements para-
boliques=elliptiques. Comme les 3 classes hyperboliques-elliptiques sont dis=-
jointes : ou bien la clesse est la méme quand t -+ ® , ou bien les classes

s'échangent en bloc 3
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I1 reste & démontrer que x=1, y=2, z=23, ce qui se fait en trouvant
un mouvement réversible dans chacune des 3 classes. J. CHAZY utilise, d'une part
1l'argument de vraisemblance, d'autre part un raisonnement par continuité qui n'est

pas entiérement convaincant, ol il fait tendre 2 des masses vers O .

En fait, il existe une démonstration de BIRKHOFF, [2], prouvant que, dans le
probleme des 3 corps, h ¢ Oetsi le vecteur des aires n'est pas nul, en prenant
le moment d'inertie du systéme & l'instant initial suffisamment petit, on peut
trouver des mouvements hyperboliques-elliptiques de méme classe quand t—>= ® ,
ceci dans chacune des 3 classes ; et méme montrer que de tels mouvements ont une

probabllltc non nulle,

Ainsi est prouvée la réversibilite de chaque classe dans la région h <0 .

b

J. CHAZY pense enfin étendre la réversibilité & chacune des classes de la
région h >0 ([6], p. 416-417) ses arguments sont essentiellement basés sur les
propriétés topologiques des 3 variéiés hyperboligues-paraboliques ; ces arguments
sont d'ailleurs peu accessibles et peu convaincants ;3 il est & craindre qu'ils
n'impliquent la réversibilité des mouvements hyperboligues-paraboliques ; et
c'est d'ailleurs dans ce cas que des centre-exemples prouvent que les conclusions

de J. CHAZY sont fausses.

IT

Examinons quelques-unes des conséquences pratiques de la théorie de Chazy, si elle

est exocte. CHaZY en développe d'ailleurs quelques unes [6] .

1. - Dislocation spontanée du systéme solaire., - Le probléme s'est trouvé posé

en particulier pour Jupiter et Szturne : la comuensurabilité de leurs périodes
donne en effet une perturbation séculaire sur les grands axes, qui augmente celui

de Saturne et diminue celui de Jupiter.

En utilisant le raisonnement de l'invariant intégral, on trouve que, le systeme
Soleil-Jupiter-Saturne ayant un mouvement borné quand t-- @ aura un mouve-
‘ment borné (ou oscillant) quand t -~ + ® , ce qui exclut toute possibilité de

dislocation spontanée du systeme Solaire.

2., = Capture des cométes - Evasion des cométes. - Il s'agit, en gros, du méme

probléme.

I1 est impossible que la présence de Jupiter freine un objet cométaire étranger

au systéme solaire de telle sorte qu'il s'y intégre définitivement ; il est de
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méme impossible, si les cométes ont une origine intérieure au systéme solaire,
que la présence de Jupiter accélére une comete suffisamment pour qu'elle quitte
le systéme solaire. :

Or la plupart des cometes ont une orbite nettement elliptique. Mais il existe
aussi des orbites cométaires tellesque lon peut presque sfrement affirmer qu'elles

s'évadent (ce qui est couramment attribué & Jupiter).

I1 faut d'ailleurs noter que la premiere démonstration sur ce sujet, due a
SCHWARZSCHIID [ 13] porte sur la capture des cométes. SCHWARZSCHILD prend le
systéme Soleil-Jupiter-Cométe ; il écrit les équations canoniques de la cométe,
dont les seconds membres dépendent du temps, mais avec la période T de Jupiter ;
il utilise le dernier multiplicateur 1 , et la méthode de l'invariant integral,
mais en prenant pour intervalles successifs O, T, 2T , 3T, ... . IL faut
noter que sa démonstration est insuffisante sur 2 points : il ne prouve pas que
le domaine des mouvements bornés ni le domaine des mouvements C-hyperboliques
elliptiques sont ouverts ; il laisse dans 1'ombre la possibilité de mouvements

oscillants.

Les études concernant l'origine des objets cométaires devraient donc tenir
compte de 1'étude de J. CHAZY. En 1ait, des astronomes m'ont signalé les 2

objections suivantes s

-~ d'une part lorsque l'un des corps a une masse nulle, sa position disparaft
dans 1'énergie cinétique et le systéme canonique, et les résultats précédents
cessent d'€tre valables. On doit donc utiliser la methode de Schwarzschild, mais
elie suppose la périodicité du mouvement de Jupiter, ce qui n'est pas le cas

du fait des perturbations de Saturne.

- d'autre part, l'action physique du‘Soleil sur la comete produit des forces

qui ne sont pas newtonniennes.

3. - Dislocation provoquée du systéme solaire. - Supposons le systéme des 3

corps constitués du Soleil S , d'une planéte P et d'une étoile E se trouvant

traverser le systéeme solaire.

Quand t— - ® , la classe est E - hyperbolique-elliptique. Le cas d'un mou~
vement P-hyperbolique~elliptique étant invraisemblable, il reste trois pos=-

sibilités quand t—>+ ®

- mouvement E-=hyperbolique-elliptique
- mouvement S-hyperbolique-elliptique (échange) [1]
- mouvement hyperbolique [ 14 ]
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D'aprés J. CHAZY, seule la lre éventualité est possible.

4, - Extension au probléme des n c;)r'ps. - J. CHAZY indique [ 5] que le raison-

nement de 1l'invaiiant intégral du (én-6)° ordre s'étend & un systéme de n
corps ou, quand t-s - ® , le mouvement est borné ou oscillant (i1 reste malgré
tout & prouver que ces mouvements occupent un domaine ouvert). Ceci, qui, dans
un amas d'étoiles isolé, interdit toute évasion ou toute capture, répond & 1'une

des questions posées par M. HENON [8] dans 1o précédent exposé.

5. = On pourrait songer a des extrapolations au probléme des n corps § il
pourrait étre intéressant de montrer par de telles méthodes, qu'un amas ne pour-

rait perdre aucun élément, méme du fait du passage d'autres objets & proximité [s] .

II1

1., = Le premier contre-exemple a la théorie de J. CHAZY est certainement celui
de L. BECKER [1], antéricur méme & la théorie.

BECKER construit un systéme binaire temporaire, qui est de classe 3-hyperbo-

lique-elliptique quand t.» - ® , et de classe 2-hyperbolique-elliptique quand

t -+ ® . Son étude est basée sur l'intégration numérique,

Les 7 exemples de BECKER posseédent la propriété de symétrie : le mouvement
relatif de C par rapport & A & 1l'instant +t est symétrique par rapport
&4 un axe Ax du mouvement inverse du mouvement relatif de B par rapport a

A 3 1'instant -t , quel que soit t (B et C ayant mfme masse),

Ces exemples sont cités et discutés par J. CHAZY lui-méme, qui les considere
comme non probants, 1l'étude n'étant faite que pour des valeurs insuffisamment
grandes de ltl : J. CHAZY indique méme, pour plusieurs, quelle est & son avis
la véritable classe.

I1 est exact que les courbes tracées sont insuffisamment probantes dans plu~
sieurs cas, ce qui est d'ailleurs l'avis de A. ¥. KOLMOGOROV [10], qui trouve

dans ce travail au moins des insuffisances logiques.

2. - C'est le contre-exemple fourni par une intégration numérique de O, J. SMIDT
[157 qui relance la question en U. R. S. S. en 1947 .

Une intégration numérique n'est évidemment jamais décisive, car elle ne peut

donner que des résultats approchés et pour des valeurs limitées de t .
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Le travail de K. A. SITNIKOV [ 14 7], en 1953, entiérement basé sur des raison-
nements de mécanique et d'analyse, comble donc une lacune. Son raisoninement est
basé : sur un critére de mouvement hyperbolique df & G. T. KHILMI [9] et un critére
de mouvement hyperbolique-elliptique, qu'il établit lui-méme.

De 1952 & 1954, il faut citer divers travaux de MERMAN et de ses collaborateurs,
qui établissent des critéres de mouvements hyperboliques, des critéres de mou-

vements hyperboliques-elliptiques, et des critéeres de capture.

Par ailleurs, il faut aussi des recherches numériques, pour trouver les fron-
tiéres du domaine ds cspture : ainsi 50 exemples dans le probléme hyperbolique-

plan restreint [12].
3¢ = Par ailleurs, il y a quelques études critiques du travail de CHAZY .

GAZARIAN [7], discuiant la démonstration de CHAZY quand h £ O , montre que
J. CHAZY prouve seulement que, daus cette région, les captures ne sont pas ex-

clues, mais ont une probabilite nulle. MERMAN [11], poussant plus loin, indique

qu'® ne peut affirmar 1'impossibilité des captures dans la résion h &£ 0 qu'en
démontrant que
Toute trajactoire-limits d'un ensemble de trajectoires hyperboliques-elliptiques

de classe déterminée (h £ 0) , mais n'appartenant pas & cette clasuce, est une

" trajectoire parabolique-elliptique de méme classe.

Pour le cas h 3 O, GAZARIAN se contente de citer les arguments de J. CHAZY

‘qui semblent lui paraftre peu convaincants,

v

1.~ L'exemple construit per K. A. SITWIKOV est un probléme plan, ou les 3 corps

Ay /8 , y ont méme masse.

Les unités fondamentales seront les unités de longueur et de tomps, la constante
universelle de gravitstion étant choisiec égale & 1'unité ; les masses seront

alors de dimension 3 T'2

K. 4, SITNIKOV choisit ses 3 masses égales a l'unité. J'ai préféré rétablir

M , pour l'homogénéité des formules.

]

Pour t =0, les 3 corps sont alignés sur l'axe des x ; leurs abscisses sont :

X - %— 3 /9 o+ é}- PooyE T <R
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ou R designe une longueur, u une vitesse lineaire, C une vitesse aréolaire,
” s e 1\/-
ces 3 paremétres vérifient u > UO , —Eg Y 300 .
Cﬂ.
2. = I1 y a lieu d'étudier tout d'abord le mouvement qu'auraient X et /3
s'ils étaient seuls.

. S sas . - ol
Ils ont pour vitesses initiales respectives les vecteurs U et -u, T ayant

les composantes 0 et wu j; de la sorte leur vitesse aréolaire relative est = 2C ,

Les équations de ce mouvement sont 3

r° 9! = - 40

r’2 + r2 o!

2  4M 2 2 Mu
_-I.‘— 4u -—T

Si u)-gt. (ce qui sera toujours supposé) , il s'agit d'une orbite hyperbolique

de demi=-axe

M
a = .
2uZ —'%;
Son excentricité est
e=4cu-lo

M
On en déduit le demi-angle ) des asymptotes
N S e N 40 /2 hu

c¢o T 7TCu-n EN=T VY T ZTT

~.’

= :
les vitesses limites de ® et [2 sont V, et -V , définies par

1 1
4r ,, —
v, = < g% (V1 suivant l'asymptote)
Enfin, rappelons que, quand t varie de 0 3 o , 9:1[2 croit de 0 a
_ 2 dt

20 - M (quand o /3 = éill) puis décroit de cette valeur & 2V

x M = R 1

Ve ’ . 3 3 Ve B ‘.? ‘->

3. = Ceci étant précisé, la vitesse initiale de ) est egale a V1 + V5, ol
ﬁz est la vitesse-limite précédemment définie et ol VZ a pour composantes
0 et el

R
K. A, SITNIKOV partage en 3 parties la variation du temps :

’ 4R 4R A 4R
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4’R . 4 N 3
Pour |t|A< - il compare 1ls mouvement réel au mouvement d'un systeme "auxi-

liaire" , ol il n'y aurait pas d'action gravifiqud entre y d'une part, et X
et /? d'autre part. Dans ce systéme auxiliaire, le mouvement de ™ et /3
e¢st donc le mouvement hyperbolique précédemment etudié ; le mouvement de Y est

-y -
rectiligne uniforme de vitesse Vl + Vé .
Et il démontre le théoréme suivant :
° s o g —
Si on désigne par g,(t) , %g(ﬁ) R gYZt> la différence de position entre les

corps X, fg, ‘X du systéme etudié et les corps correspondants du systéme
e e o . A WP e > 4 — < 2
auxiliaire, et si, de méme, on désigne par h,(t) , Eﬁ(t) s hx(t) la différence

de vitesse,

THEOREME 1 - 2. - Pourvu que u > U,

R — — — ) 't2
\r/ |'t! é"ﬁ"s ‘go((t)‘ R Ig/j(t)l ’ ‘gﬁ(t)IL—RT

> = > \
2 0], lng®)] 5 In®)] < Z%J}l

M 2 1 ! i
Or, pour lt‘ = %—?— s i = l'-g.:-[\g et 2MRit| = -8-—3-2-

R2 u

quantités qui peuvent €tre wendues arbitrairement petites, pourvu que u > U2 .

Examinons la configuration (géométrique et cindmatique) du systéme auxiliaire

_ 4R
quand t = -

o

—
Tout d'abord, Y est en mouvement rectiligne et uniforme de vitesse V, + Vs,

dont les composantes sont 3 M
M N - M
vy cos>‘<7f(f“ v, sir i +v2_u(1—-~—i\7l =
Lt
Donc, pour t = %? s

~ 2R 4x(>5')<—2R+

MR
Cu
M
1 i
u

y(y) = 4r(-—2) + 4

u- 4-6
et donc, pourvu que uy u! Y ' se trouve alors arbitfairement proche du
' ’ 13 - -

point (- 2R , + 4R) avec la vitesse V1 + V2 .



o=14
On a ensuite, pour les composantes de la vitesse de '
' ' N M
0 ¢x"(R") (V, cos ™ (o
M
T iT
uyy'(X') YV, sin N =u (1-1.;_.-__17[ )
ic
Donc, pour t = %Pi

Cx(U) -2+

!
elo

al=

4Ry y(A') 7 4R(1-~—)
v
et donc, pourvu que u > U2' sy A ' se trouve alors arbitrairement proche du
point (0, 4R) .

Quant a /9' s 11 occupe une position symétrique par repport & O o On a alors :
M

2
4T 8C
1 U ! -
*' fr oy ()Y eraQ —) 7
7T
' R . RM s
pourvu que uy U 3 » puisque qu 7 300 . Dans ces conditions,
V- (A D R
u ? dt 1

2 lMu u p
et, comme V1 = \Ju - =5 Ds 5 pourvu que u > U'4 « On pourra écrire que,

pourvu que u>U'3,U'4, \ t?%—i ,

At B 74R+cu(t-f'§l = ut ,
— 3 M
Donc lJo( ,(t ‘ < ;—2-—;? et
@
— 4
B M dt M
v, -v, Il< =
1 =7 U NN 4Ru
f}_fi
u
et donc peut &tre rendu arbitrairement petit pourvu que u ) U‘5
Finalement, on a montré que, si on pose U3 = sup(U'1 » U's o U'3 . U‘4 , U's)

en choisissant u > U3 , on peut rendre la configuration (géométrique et cinématique)
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du systéme auxiliasire arbitrairement proche de la configuration suivante, lorsque

- 4R
T u
X' ¢ position (0 , 4R) ; vitesse '\71

—
position (0, - 4R) ; vitesse -V,

. Ky A -q ‘a
position (- 2R , 4R) ; vitesse V, +V,

(1) ) B
Xl

I1 est clair que, de méme, en choisissant u >1U; , on peut rendre la confi-

o

guration du systéme auxilisire arbitrairement proche de la configuration suivante,

lorsque t = = éuﬁ :
L' 1 position (0 , - 4R) ; vitesse LTI-;
(5") [3' : position (0, 4R) ; vitesse -~ Wf
X' : position (- 2R, - 4R) ; vitesse 77;1 +—\7;

oy

(ﬁ: symétrique de V, par rapport & Oy)

Par conséquent, pourvu que u >U U le systéme des 3 corps X,

1 b 2 14 U3 ’
/@ , Y , se trouve avoir une configuration arbitrairement voisine de la configu-
ration (H) quand t = fg‘- et de la configuration (H') quand t=- %—{- .

3 R 3 4 . (3 o
En fait, quand t = = 4R on considérera la conf iguration du mouvement inverse
i b4 u ? Buaiciehidmeeiy

qui sera arbitrairement voisine de la configur-tion (H") suivante 3

X ¢ position (0, = 4R) ; vitesse - wl
—
(H") ) B & position (0, 4R) ; vitesse W
/ —~ >
Yt position (- 2R , - 4R) ; vitesse -V, -7V,

Représentons les 2 configurations (H) et (H")

T. Se¢ V. P
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La configuration (H"), et de méme toute configuration suffisamment proche, vérifie
les conditions d'un critére de mouvement hyperbolique, dfi & KHIIMI.

Critére de KHILMI[9] . ~ Si, & 1'instant t =0 , les 3 corps s'éloignent l'un de
1tautre avec une vitesse radiale 2 o >0, et si leurs 3 distances mutuelles sont
> g s ot sl PO( ) > 16M , alors, ¥V t+> O, les 3 distances mtuelles sont

o
>Pg * -29- t , et donc augmentent indéfiniment aveec t (mouvement hyperbolique) .

Pour la configuration (H")

M V1= 2%& M M M
> 1 ) >

d(«¥) _ = o
e 2V1 cOS/\—ZCﬂ 20( ~ 2Cu -3‘5
4Cu
3N
pourvu que u > U4 2C
—_
T _2V131n>\— u--}\—q—
4C
so M
M C
u-——-
d(c'istz) > 8 v, gin ) =Sy %?
J17 VI7T  u - IC
2_1\_4;

certainement si u > U4 =55
Pour le systéme réel, en choisissant u > U, U2 ’ U3 ’ U4 s on peut donc borner

inférieurement les 3 distances par Po =R et les 3 vitesses radiales par 0°0=£-i%-

2
et, puisque K >300 , p (o )2 = -B-}ll—-> 200 >16M y ce qui prouve que, dans
c? 070" " 160?16

ltexemple de SITNIKOV, le mouvement est hyperbolique quand t —» e« .

D'autre part, la configuration (H) , et de méme toute configuration suffisamment
proche, vérifie les conditionsd'un criteére d'un mouvement A-hyperbolique-

elliptique, que démontre SITNIKOV.
Critére de SITNIKOV. - On désigne par r(t) 1la distance 91 3 1'instant t et

par w(t) la vitesse de & par rapport & leur centre de gravité.

On désigne par P(t). la distance du corps g au centre de gravité de « et f.

A 1'instant initial,

2 M
r(O):rO; w(O):wO; (wo) -;—5=HO<O

PO) > g5 G > s >0
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. 2 . 12147 M
Si qnalen) > 24 M et si -—= +— ¢ -H, ; alors
oMo 3772 ? ’
(qo) 0‘”0 % ©

\""t

Y t >0, r(t)(_qo, f(t)7q0+-—(2)—- .

Dang la confuguration (H) , la vitesse du centre de gravité de oK et }/ est

T+ -2 eta =L ¥ noutre 1= 2R
1+-2— one Wo—z ) 5 €n ow I‘O..

M
B =-77

Dans le systéme réel, & condition de choisir u > U, , U, , U3 , on pourra
avoir en tout cas :
M
H -
0 < =

On prendra dg = 8R <& f(o) dens la configuration (H) et aussi bien pour le

systéme réel.

—

Enfin, dans la configuration (H) , la v%;cesse de /@ par repport au centre
7
de gravité de o et Y est (-2 v, - -é?l) et :

a V1(8 sin » = 2 cos \) + 2 % &1 . 5u_%vg , , .
(EF—‘) = — X 7 — (1 - TEC—-——T) ) Evl = 2 u 1 "ZE'E
¢ V17 V17 u[u"mj V

pourvu que u > U_ .

I1 sera ainsi possible, pour le systéme réel, en choisissant u >0y U, U3 ,

U, , de prendre :

1 2Cu
Alors :
2 2 M
dg (5)“ = 8R( -5%)>24M
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pourvu que u » U,7 . Bt ainsi on réalise

0 %0 a5
Ainsi, pour le systeme réel des 3 corps <, /6’ , B/ , en choisissant u > U1 ,
U, U3 5 U5 » Ug » Uy » les conditions du critére de Sitnikov sont satisfaites

a l'instant t = f’-g , ce qui prouve que, quand t-=#+ ® , le mouvement est de

classe /g—hyperbolique-—e 1liptique.
M
Prenons alors Uy = suplzs , Uy 5 Uy Us s Uy s Ug s Ug s U7) .

le systme construit par SITNIKOV, pour - »300 , et u > U, , sera de classe
c

hyperbolique quand t-»- @ et de classe /g-hyperbolique-elliptique quand
to + ®

4, Démonstration des théorémes 1 et 2 .

PRELIMINAIRES. - On établit 2 mincrations de la distance r = %' £' dans le

svstéme auxiliaire (mouvement hyperbolique de 2 corps) quand |t < -

20
r } —a—
41 g Mt 128 M
or |t]4 = donc - £
~u 2 2
R u
quantité qui, pour u? U", = éé-l\i est < 2-112 .
: 8 Mt2 4R
ce qui permet alors de réaliser la lre minoration r 3 —s— pour | t] é-u—
R
la seconde minoration ne sera valable que pour |t| > 1231\4 .
u

Pour 1'obtenir, on utilise le mouvement de 2 points auxiliaires: § s projection
de oA' 1'asymptote de l'hyperbole trajectoire de ' (1'une ou l'autre asymp-
tote suivant le signe ve t) ; et ¢ , point ou XK' & coupe la tangente au
sommet de 1'hyperbole ; on mettra des indices O pour la position & t =0 et

des indices 1 pour la position & l'instant 'C’l oh il y a aligrement 0 %' s €,



920




V(§)  Vix') sin N P v, sin ™

V() y v{5) 7 V) 2V,

sin )\
g =S cotg N
Eo ‘4 -1 g
et donc
£, €1 C M 1 M
T L Q = = &
1 = V u VvV, tg) 3 M
1 1 4u 1 —m 3\1
ourvu que u 3y U, = 2l
P q > Vs = &
Les valeurs de  |t| envisagées , 3 %2 >y 36T,
u
On voit alors sur la figure 4 que :
r=o' B' =20 > 24§ &>20 sin > |t-t1l
M
- 4 Cu
= 2u(l - 1___ﬂ.-—) lt- Tl .
I Cu

s 1 H- 35 ’
Compte tenu du fait que |t - cll P -3-611;1

M
PR T
- 7

1= ——

4Cu

5M
¢ (L
pourvu gue u7U3_4C .

ENIW)

et que

. 35 121
On obtient r 7 T u !t\ , pour ltl >/—;3- et u >U"2 N U"3 o
L} .a ~ 2
IEME 1', - Désignons par f 1l'action de /3 sur K dans le systéme réel et
-
par f' ltaction de X' sur ﬁ' dans le systeme auxiliaire,
2

4R . Mt
Pour |t]| < t1< - » 54 gm(t) et gp(t) < ;{T

—_ — ¥
1
lt -t = 3
R
pourvu que u soit suffisamment grand.
— -
En effet k.? désigrent 1l'angle ve f et ' :

- =7 - — -
| £ -f'|é“f| - el + 2 | sing




C omme 5 h'b2
ga(’c) + g (1) 2
sin ‘i Ao VY - TSN (.

lxt p] r

on a, d'aprés la lre minoration de r , sin Lf(-}‘: , et donc

2
\
sin f-(s:‘mkf(zl‘/ﬁ-‘ .
2 ~ D)
Rr
D'od
2 \f'\ sin = ? (4M
D'autre part
|'” b < Mo 4l R 1
\ it . - =
(r 2mt§)? ;z rg_ﬁyt2x R ‘- AME”
R R R!r
w1
et, d'aprés la lre minoration de r , 1 - — > 5 donc
R°r
- — 2 2
2] - 21K -
R™r
—_ 7 " 2
D'oh fimalement |f - £'] { e .
R r
Alors, d'une part, pour lt] > -%-{ , TV %% u |t
u
et donc
= = 31 3 M, M
£ = £1] ¢ =~ ( ) <\( ) <
. R u3 R7 -I;z
2M 2C
et, d'autre part, pour itl( 121 , come T )= ,
7 o < 12 W 2 14l 216 MY (X
R 8c” w© RO D R

6l
pourvu que u 7UK =T

Dtautre part s

922
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LEMME 1", - Soient E‘Z et fF respectivement les actions de Y sur % et

£ bit2

4R, 7 oM
Pour [6] Lt {0, o1 g (1), golt) , sy C— , IL], li,b|<§-2- ,

pourvu que u soit suffisamment grand.

En effet, dtune part 1'étude précédente du systéme auxiliaire pour | ] (é’iu?“-
prouve que les distances X, Kt oet ?)/‘ I?“ restent arbitrairement proches de

2R si u est suffisamment grand ; on pourra en particulier realiser

' A et ' &B'>-37R- pourvu que u7UZ .

En outre
g, (t) gﬁ(t) , gyft) < — {3l
: R
_ 8 /u
pourvu que u > Uy o= \/%
Donc, dans le systéme réel, en choisissant u > U;J'r ’ U'é y Y Net oy F >R
In

- —
et donc |fx\ et 'ff’l (=
R

Des lemmes 1' et 1" résultent le

=
IEME 1. = Désignons par F; , qu s FY les forces respectives agissant>sur les
- —3 — -— —
corps X, £, o dans le systéme réel et par F§ , F:B , F'X =0, les

forces respectives agissant sur les corps X' , /3' , X' , dans le systeme auxiliaire.

— - o —> - — > > -3 -
F o= f+£ Fy = f! Fy =FL = (£ = £') + £,
=> = -3 - —> e > = —
—_ - 1 = f! . . = - -
Fy = =f + 1, Bl o= f Fy =Bl ==(f -8 + g
-3 - -3 —> ~>» - p—— —3
F, = =f = F Fr =0 F, -Ff = of -
R V1 ) A e
MR = - —
Pour [t] < T <= 5 8l go((t) ’ gﬁ(ﬂ ’ gg('b) < —R:-Z— ’ IFO( - Fc:(l ’ 'ng' Fﬂ'l ’
= = ]
|F. - F1| restent < 2 pourvu que u > U, .
¥ ¥ R2 1
En prenant U; = sup(Uy , U5 , Uy , Uy , U})l) les conditions des lemmes 1' et 1"
. . 2 A —> > M
sont satisfaites, donc If - f I s lfo(] s E’ﬁ] restent <;2- et le lemme 1

en résulte.



De 14 on dcduit le théoreme 1

Quand t = O gD‘(O) R gp(o) y gy (O) sont nulles, ainsi quc leurs dérivées
premiérss : h (O) , h@ (O) h_—g) et leurs dérivées secondes (Fa‘- F! )O y
(Fﬁ- l?é)o , (}.7 - F )O Ellcs croissent donc, au plus, comme et 1% existe
donc tout un 1ntcrva11e (=t 5 + 1y ) o g (¥), gp(t) , & (t.) < nt

et soit t, la premiére valeur de |t| pour laquélle 1'une des 3 égalités est

satisfaite.

Si on avait tl { ﬂuE , alors pour |t (tl seraient satisfaites les conditions

du lemme 1 , et donc ;

R = 2 = 2 =

d7e | |48 d” g (2
y ’

dtZ , dt2 dt2 R2

2\

et, en intégrant 2 fols ds 0 & %, , on aura a coup sur :

‘tl 2 "’tl z
! g ‘! 2M M2
0 Jo Jo 0

ce qui est contraire 4 1'hypothése suivant laquelle 1l'une des 3 quantités
2
R 4

THEOF-ﬁME 1, = Pourvu que u > U1 , gour tout || <§§ , les 3 quantités
Mt
g.(t) gp(t) , gX(t) restent ¢ -17
les condltlpns du lemmo 1 sont alors satisfaites avec tl= fr-ét- et donc
= = 2M
|Fy - ro(l , IF?,- a‘ , IF\S- r;\ restent { =5

Comme, pour chaque corps,

‘it t

— =~
M 2Mt
|h(v) £ |F - 7| dz ¢ = dz —=
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D'oh le
THEOREME 2., ~ Pourvu que u ) U1 , pour tout | t| (%}-1- , les 3 quantités
2 Mt
hd(t) ’ hls(t) ’ h)'(t) restent ( -—};r .

5, Démonstration du critére de KHIIMI [9]

Ke A. SITNIKOV en donne la demonstration suivante s

On désigne par P(t) la plus petite des 3 distances mutuelles 4 1'instant t et

par o-(t) la plus petite de leurs dérivées a l'instant t , et on suppose
o

2 . - S _ d -—O“
G 70, fo(Uo) > 16N . Pour t=0, ((t) - ;=0 et Hvop ¥ =

I1 existe donc un intervalle (O, tl) ou

“0
) = po> 2t
o
et soit t; le premier instant ol f(tl) - fg= = t, . Alors, pour 0&t <y,
1a force agiscant sur chaque corps est ( 2 = et la variation de
0 ,0\R
(p+ == t)
vitesse qu'elle entraline entre =0 et t é tl vérifie s
t
oM Az 4M 1 1 4M
8 vie 70 2 % . % ¢ Tes
0 ('+----z)z P+-——Qt 0 ™0
Po* 2 0" 2

- " -— —
¥ étant la vitesse relative de 2 corps (de vitesses vy et V;)

W) = v, (@) - 70

- —_— =2 =3
u(t) = u(0) + Avl - N v,

et, en projetant sur le rayon vecteur

(d)" —_ p(t

(%'f?)t ='cT€)o+(A"1"A"2)'m7

Or
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puisque par hypothése FO 0—02 > 16M .
d
En outre (a-é)o 7 o
done
s o=
ap 0
> %, Ve
et donc
o
Pty - Py 4 4

d'oh contradiction avec l'hypotnese définissant tl . Par consequent il n'existe
pes de valeur tl du temps pour laquelle f’ t ) - fo = -g t et ,le critere
de Khilmi est démontré.

6. Démonstration du critére de SITNIKOV.

LEMME 2. - 51 q00'02724M,etsi,VtéT,lesdistances B A et 13\6'
4o + 90 t
sont > —————— , alors ,

VtéT’ ?(t)> qO""'%'"

En effet sur le centre de gravité G de & et Y agit la force

——-—Z2 i qui lui communique une accélération M < M
(pc) ©p)° (qo i t)*

Sur P agit 1a méme force qui luf comuunique ure accélération
2M < M
.T
Et de la sorte, entre les instants O et t (T, ona, pour les variations de

vitesses de G et /3

~t

. M dz 4M 1 4M

& L L - ( - + ——) ‘—-

| VG‘\jO(O@"*O‘DZ}z 70 Gt oot 99 9%
‘/\‘ ‘ N BM
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Posons

—
u(t) = Ve (t) - VG(t)

- — =7

aG) = u(®) + Avp - b,
et, en projetent sur le rayon vecteur : .
a@ _ d -7 7y )
at-(a'g)o“'(‘”/l vy«

Or

_ > i o
(8%, -bvg) « HF €18 vl v 12wl (E

puisque par hypothése % O"'OZ > 24 M
a e ap ., 9
En outre (a%)o 7 e (et done 3{') -QQ , Y t 4T
Done, V t 4T, -f(t)7qo+c_:9t
2

e

3
. M 12 M
IEMME 3, - Si - H —_— = et si Xt (T les distances
0~ % o V@ ’ (T, istance
i

, qqn*e
ﬁ A et ﬁ Yy sout > -—O—TO—
alors, WY t&T, r(t)< 45

On applique le théoréme de 1'énergie cinétique au mouvement de = et Y

autour de leur centre de gravité G .

@) + T(y) = 1 W )
Les forces intérieures dérivent dupotentiel U = p—‘i, .
w —\
Les forces exterieures sont les actions de ﬁ sur X et X ¢ f ot = f,@, s
qui développent la puissance 3
-5 — - v —
TY:f.Vrd)-fﬁ.Vr(y-(f+f’g).w

et le théoreme de l'énergie cinétique s'éerit

't
R I W) g = p, o+ 540,
r 0 /

0 |
M
0
p t = 0, les inépalité X ( ~-H -2 (M)3/2< 1 entyainent 1, £
our = 0, les inépalités O o 5 ?1'5 ?5 o qO

Il existe un intervalle (0, t

1) ou r(t) reéte (qo ; soit la premisre.
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veleur de t telle que r(tl) = q,

w(0) _ 12 M 3/ M
T=0F G -F-mg
w(t,) ]
1 M 2 M
T g WINDTY -H -
I1 existe donc t, £ tl tel que s
W(FZ)— ~H -2 etsi 0¢t(t "_’.&E_<_H - B
M 0  ag ’ = 2 i 0 dq

On en déduit que, pour 0 ¢ t ¢ t,

2 _w(t) M M i
Wwlt) ==+ B+ oy <7y - & “‘(“7

Evaluons directement w(tz) .

- — - -~ ~3
1Fe gl ¢ hel -1 | vz e e,

: = =
¢ désignant ltangle de f et - fﬁ

Su.posons alors que t, {T . A& fortiori t, & t

1 g9 *og t 1
les distances /9 Y ©t /3 X seront ) ——s—or
2
) M .Y r
On a alors, d'une part : |f|{——— 2 sin ~»- { ——a—e
a.lo ’ p ! ‘ < qo +O~Ot\2 ’ 2 q0,+rot’
vooe o
d'ol 5
2 |f sm;
S
et d'autre part :
2 qn +7 .t
J M 0 0
“fl - 'f/a” Sllp(h - 2) pour X ¥ ——s—
(X+1)

soit

(T et, pour 0 &% <t2gT,



R-my —f ¥ 1
! q0+o‘6t q0+0’0t+r qO+G~Ot [1+—_%;:_?]
2 2 2 %*% ¥
1+ L
. afr ot 2M° p
= 3 2 3
(q0+<rot (1+-——--?1r—--f\ /q0+@‘0t>
2 q0+0b /" \ 2 ]
d'ou finalement : N
|f+fg|<ﬂM_E_r_@_).§,
(qo+0'0t)

Alors, pour Oéti’ong s

—~ = - - = - - 5/2 5/2
T = @+ 50 - v ¢ 1T+ 8l -l (222 JB? ( 202\%

3
(qy +o75t) (a5 + I5t)
2
b ) M) gy ¢ 2 2\ [ 1
M - M e 2 - 32
0 + | 2q0 2 [qo + G-b’t
3/2 :
2 M )/ . I .
{ = (—l—) L= Hy - n par hypothese .
9% % v () 90
Ceci contredit la supposition - 2 - - H, - L
M 0 dg

Done t, ne peut Stre que > T , et donc aussi t, , et, pour tcus t (T,
r(t){ay -

Le critére de Sitnikov résulte alors de ces 2 lemmes,

Supposons en effet que :

3/2
2 . 12 w3/ M

20 M et == (=— §o— - H
a (o)™ > . qo) 3 (- Hy

Nous avons, pour t = O , les inegalites :
ot

r {qy et ?>q0+-%—:qo
et alors, come f3 A% » B G- =G et ﬁy),g?G-B/G

A ¥ ~t

+ t
B o >q020‘o B y> 200
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Ces inégalités seront donc encore setisfaites dens tout un intervalle oh t > 0.,

Montrons qu'il est impossible que 1'une de ces inégalités cesse 4'&tre vérifide

& un ilustant t = ty fini, soit done. t3 fini tel que

: dp *+opt y dg * apt
ou bien ﬁo((tB) = —--—2-—_3.. , ou bien ﬁaf(tB) = -—-7——-2
et que, pour 0 & t < ty , on ait simultanément

dp + gt 94 + gt
Pt ot Py (t) (gl

les conditions d'application des lemmes 2 et 3 sont alors satisfaites (avec
T = t3) 3 €t ainsi, pour t 4’03 y On a s
ot

rt)Ca () Y qp o

Come  pa(t), fy)y plr) - L

+ =t
on aura en particulier d} A (t3) R d3 Y(tB) 7 % > %0

ce qui contredit 1l'hypothése définissant t3 .

Ainsi est démontré le critére de Sitnikov de mouvement p-hyperbolique-ellip—

tiqu.e .

\

1. - En conclusion, SITNIKOV a mis en évidence une famille de mouvements de 3
corps, dépendant de 4 paramétres, ol le mouvement est de clesse hyperbolique

quend t_,+ ® , et do classe 3 -hyperbolique-elliptique quend t—- o ,

ce qui contredit le théorie de J. ChAZY sur la juestion., Mais, dans l'espace &

12 dimensions des mouvements des 3 corps de messe M X, 8, Yy, cette famille

& 4 paramétres est de mesurc nulle et ne sufiit donc pas & une réfutation totaledes
assertions de J. CHAZY dans la région hy O . Il faudrait, pour cette réfutation,
soit un exemple analogue, & 12 pzramétres, ce qui semble difficile, soit (si c'est
possible), un exemple d'échange, analogue & cclui de BLCKER, traité por des

méthodes analoguss & celles de SITNIKOV,.

2. =~ Notons que le traveil de K. 4. SITNIKOV ne contredit pas les conclusions de
J. CHAZY [5], corrigées par MERMAN [11] dans le cas ob h £ O . Donc les con-
clusions de J. CHAZY concernant la dislocation spontanée du systéme solsire, ou

concernant les cométes, ne sont pas touchees. Seules sont touchées ses conclusions
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concernant la dislocation provoquée du systéme solairs.

Dans le cas h ¢ 0, il pourrzit évidemment &tre intéress.nt d'achever la
demonstration en justifiont l'assertion postulée par J. CHAZY suivant laquelle
tout mouvement limite d'un mouvement hyperbolique-elliptique estvp:rabolique—
elliptique de méme classe ; ou bien encore de construire des exemples de mou-
vements non reversibles, prouvent que la probsbilité nulle de non-réversibiliteé
dans la region h ¢ O peut &tre realisde.

3. - Dans la région h » 0, il peut étre intéressant d'examiner les limites du
domaine ¢e capture dans l'espace & 12 dimensions. On obtient les domaines ou la
capturc n'est pas possible comme intersection de chacun des 4 domaines et de son

symétrique par rapport & la variété lineaire ou tous les p, sont nuls.

Outre cela, peut~tre certaines interdictions (interdiction d'échanges par exemple)
pourrait-elle ftre démontries, bidn que cela semble difficile, les 3 masses

pouvant prendre des valeurs quelconques.

4, = Dans le probléme général des n corps, il semble que 1l'on puisse affirmer

2 choses :

- la région h ¢ 0, et de méme la région h > O sont symétriques par rapport a

la variété linéaire ou tous les p; sont nuls.

-~ la region "intérieure" des mouvements bornes et oscillants posséde également
cette symétrie (il faudrait malpré tout ¢tudier beaucoup plus profondément la

démonstration donnée par J. CHAZY.

On obtient alors la réversibilité globale de la propri¢té h > 0 , ce qui donne
un résultet dans le probléme des 2 corps , mais (¢ja plus dons le probléme des

2

3 corps.
On obtient la réversibilité globale des mouvements de la région "intérieure”,

On obtient enfin la reversibilite globale du complémentaire de la région "inté-
rieure" dins la région h ¢ C . Ce complementaire lui-méme sera divisé en regions
disjointes, si la variéte h = 0 est regionnée par l:s variétés oh se produisent
les mouvements paraboliques (puisque la region "intérieure" a des éléments aussi
proches qu'on veut de ces variétés). On voit ainsi 1'intérét des variétés prra-
boliques du mouvement des n ocorps et 1'intérét de 1'étude faite par J. CH.ZY
[3] des figures d'équilibre des n corps, qui sont les figures limites de ces
mouvements. Mais, alors que les regions dont il est question, et qui possédent,

chacune dans sou ensemble, le propricté de réversibilite,
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- ou bien n'existent pas dans le probleme des 2 corps

- ou bien correspondent chacune & une seule classe de mouvement dans le probléme
des 3 Corps

- dens le probléme des n corps, elles pourront au contraire cor.espondre chacune
4 plusieurs classes de mouvements (par exemple : pour 4 corps , le systeme 1 - 2,
le corps 3 et le corps 4 forment un systéme hyperbolique de 3 corps j; ou bien
le systéme 1 - 2 et le systéme 3 ~ 4 forment un systeme hyperbolique de 2 corps ;
ou bien le systéme borne 1 - 2 - 3 et le corps 4 forment un systéme hyperbolique
de 2 corps) ; il n'y aura donc pas reversibilite, classe par classe, mais glbbg—

. le pour certaines familles de mouvement pouvant appertenir & des classes diverses.
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