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J I d
Séminaire de,MECANIQUE ANALYTIOUE 21 février 1959
et de MECANIQUE CELESTE

Annde 1958/59

IE CORPS RIGIDE EN RELATIVITE GENERAIE.

par C.vBeresford RAYNER

1+ Introduction.

Les avantages du concept du corps rigide dans la mécanique classique sont bien

connus ¢ ils sont

ae la dynamique d'un corps fini peut se discuter sans l'embarras des constar’es

élastiques spéciales,lesquels, on le sait, n'affectent pas bsaucoup son mouvement.

be le fait que le corps rigide classique ne posséde que six degrés de liberté
réduit ls probléme dynamique 3 la solution des équations différentielles ordinai.
res au licu des équations différentielles partielles. Ces circonstances rendent
fort désirable que le concept de la rigidité se transporte dans la relativité
générale. Empruntont une phrase d‘un papier sur ce sujet par N. ROSEN, je peux
dire que 1l'absence.du concept d'un corps rigide dans une théorie dynamique sereit

trés préjudiciable & la théorie.

Plusieurs essais dans le passé ont été faits pour définir la rigidité en rela—
tivité générale. Entre ceux-cl, je me bornerai & un, 2 savoir, celui de ROSEN (3]
qui a exigé que le vecteur unitaire tangent N aux lignes d'univers des parti-

cules d'un corps rigide satisfasse aux équations différentielles
| LY X V) =
(1a1) VK)\/&‘(- ﬁ}\o(.l- A (’Ax Vx)\[ﬁ A(; K’,\o\) 0

ou j'ai pris la signature (+ + + =) pour la métrique de l'espace-tenps. Cependant
il n'a pas justifié ces équations sauf par analoglec avec les équations classiques
u, +u, , =0 .

i,d Jsi

SALZMAN et TAUB [4 ] ont donné une dérivation de (1.1) basée sur une définition
intuitive infinitésimale donnée par HERGLOTZ [2 ] et d'autres. '

2. Définition géométrique d'un mouvement rigide.

Je donnerai maintenant une définition géométrique d'un mouvement rigide sur

une veriété riemanniemmne, et je montreral (paragraphe 3) que les équations de
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ROSEN (1.1) se décuisent de cette définition lorsque certaines conditions de diffé-
rcntiabiZité sont satisfaites, Pour simplifier le travail, je supposerai que la
riemannienne 2it une métrigue définie positive, et je signaleral apreés la maniere
par laquelle la définition peut se modifier pour une métrique a sigmature hyper-—

bolique normale.

o y Y } . .
i. Vn est une variétd riemannienne de classe C munie d'une métrique

gu‘,', dx* dx® od les éléments gap sont continus

ii. Une fibration [® ; R, L , p] est définie sur un domeine ouvert & de
V, ¢« Clest-d~dire, une relation dféquivalence est donnée sur & telle que @

i1 a. 1l'ensemble des points équivalents 3 un point x dans 02 est homéomor-
phe 3 un ensemble L ; ou L peut &tre la ligne euclidienns ou le corcle ;

i1 b, 1ls quotient ® /R 2®' est un domaine ouvert sur une variété différentige

Ble V!, de classe C' et de dimension n -1 3

i1 c. 1la projection p de & sur ', c'est-d-dire l'application de (¥ sur
B’ se’on la définition de @' comme espace-quotient, est partout une application

différentichle ds classe C et de rang n - 1 j

i1 de ® =06 x L o La configuration ainsi construite sera appelée une con-
gruence de courbes {/\} sur Vn « Les membres de cette congruence seront appelés

A\ —~courbes, notés A , et deux A -courbes seront distinguées par suiiixes.

1ii. Une courbe rectifieble dans. V = est définie localement par des équations

. ~ . . I4
x> = g“(n) ol les ¥* sont des fonctions continues, C ' par morceaux, d'un

paramétre + o

ive La distance dfx , y) entre deux i)oints (x, y) de V, est la limite

inférieure des longueurs de toutes les courbes recctifiables qui joignent x et y »

ve La distance A{x , A ) du point x de la courbe A est la limite in-

férieure lim d(x , y) oh y €A o La quantité £ (x , N) varie, en générals,
inf

lorsque ls point x se déplace le long de la courbe A_ , qui passe par X »

x
vi. Une sphére (ouverte) de rayon & et de centre x, S5 ,(x) est l'ensemble
des points de Vn dont la distance de x se trouve moins de ¢ .

vii. Le ¢ -voisinage %8(/\) de A est l'ensemble SE (x) , ob x €A &

viii. La congruence (A} est locolement rigide relative & A s'il existe un
€ —voisinage %E(A) dans G2 tcl que chaque courbe A' qui coups ’%6(/\) a
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la propriété que sa distance de tout point sur A est le néme nombre £ (A A')

(= 2(N N)) .

ixe. La congruence { /\} définit un mouvement rigidc sur Vn si elle cst locale-

ment rigide relative & chaque A -courbe dans {A] .

3+ Les éguations de Rosen déduitess

Soit V =~ de classe C5 » Gt supposons que le congruence {A} définisse un
mouvement rigide au scns pricédent. D'ailleurs, supposons que les A =courbes
aient un vecteur tangent uniteire '\ dont les élénents sont de classe 62 .
"On psut montrer que, par chaque X dans @0 s on peut choisir & ( > 0) tel
que, quand x € 5£(x0) et y e .5'45(3(0) - %’62&( A D 54&(30) , une fonc-

tion ¢ (x , /\y) s de classe C° existe, qui satisfait & 1'¢quation

o b odb o =1

(3.1)
ox™ ox’

’

et qui est égale & £ (x, /\y) dans son domeine d'existences Iei, A_ 5 A y
passent par X, 07 respectivencnt.

D'aprés l'hypothése de rigidité locale relative & Ay 12 fonction
$(x, /\y) satisfait aussi & 1'équation différentieclle

(3.2) P S
ox A

dans § ¢ (xo) « Les équations (3.1) et (3+2) admettent ainsi une gofution commune

de classe ( 2 , 6t elles sont compatibles au sens de CHARPIT [1 ] parx, 445 3 on

va étudier les conséquences de ce faite

Ecrivant p, =0 Pp/ax™ , pop = F o fox%d 2P , on peut différencier

(3.1) et (3.2) dans 1a région SE (xo) , et l'on obtient
AP 1 xP
(3.3) ;
% ,
+ N\ 0
N pg ¥ Py =
ot la virgule veut dire différentiation partielle. Eliminant Jes dérivées secondes

on obtient
(3.4) p pl VaAp=0

x
ou p, est le vecteur unitaire (par (3.1)) contravariant orthogonal & A (par
(342))e
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(3.5) p” = ‘;;“P Py & g*P dp/fox bt .

On peut montrer que l'ensemble des courbes A _ , donnant lieu aux fonctions
®(x, /\y) , est tel que le vecteur p™ dans (3.4) peut étre choisi arbitrai-

[

rement & la condition A W po= 0 prés. I1 en résulte qu'il existe un vecteur

O« tel que

A

(306) v“//\P':?‘ VfbAOQ= O‘AA(JJ"‘O{‘J ® N

£

Pour déterminer 8, , on multiplic (3+6) successivement par .on, A% AP s CE

qui donne

ce qu'il faut démontrer.

44 Modifications de la définition pour l'espace-tempse

La définitirn du paragraphc 2 d'un mouvenent rigide peut se modifier de la
manidre suivante pour qu'elle s'applique aussi & une variété riemannienne a nétri~
que hyperbolique normale et de signature (# + + ce0 + =) » Premiérenent les
courbes de la congruence {/\} satisfont & (ii)v et en outre possédent un vecteur
~ tangent unitaire A\ avec des ¢ldnments continus. Dans le cas hyperbolique
normal ce vecteur doit &tre orienté dans lo tcmps, c'est-a-dire, Eup AP <o,
Deuxiémement une courbe normale dans Vn est définic localement par des équa-
tions *'= 37 (t) , oh les :

paranétre t , et tels que /\o\df\/dt = 0 quand le premier nembre existe.

o . x
sont continus, de classe C' par morceaux, dans le

Troisitnement la distance £ (x . A) de la courbe A du point x est la
limite inférieure des longueurs de toutes les courbes normales qui joignent x
3 des points sur A o Quatridmement, le € -voisinage W (A) de A est llen—
semble de tous les points qui pewvemt &tre joints & des points sur N\ par des

courbes normales de longueur moins de % .

Avec cette nouvelle définition, la démonstration des équations de Rosen se trou-
ve compliquée par le fait que {I\S peut &tre ou ne pas &tre une congruence norma=
le. Ia difficulté est en établissant l'existence d'une fonction (‘)(X s, \) ds
classe C ® g satisfaire ou systdme
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(g by
(4.1)
’/\"‘ o =0
ax =

qui est, bien entendu, l'analogue du systéme (3.1), (3.2). L'équivalence appro-
xinative des deux définitions paraft (si 1'on admet 1l'existence de la fonction ¢)
dans 1'équivalence du systéme (3.1), (3.2) avec (4.1).

I1 n'est pas difficile quand méme, d'établir les équations de Rosen pour un
espace & métriogue hyperbolique normale, si 1l'on commence avec une définition
semblable & celle du paragraphc 2 mais qui se scrt des géodésiques satisfaisant

aux équations

& . N P X
(4.2) oty T Em =0

ds

On peut définir la distance {(x , A) d'une courbe orientée dans le tenps d'un
point voisin comme la limite supérieure des longueurs de toutes les géodésiques
orientées dans l'espace qui joignent le point & cette courbe. La variété rieman-

. . 2
nienne en ce cas doit &tre de closse C

5. Le systéme fini rigide en relativité générals.

Jusqu'd maintenont je me suis donné la peine d'éviter une définition de la ri-
gidité qui fait usape des équstions de Rosen, pour que la définition soit vrai-
ment géométriques Il est possible, mais moins intéressant, de montrer que les
équations de Rosen avec les hypothéses (ii) entralnent la de¢finition d'un mou-
venent rigide aux trois sens que j'ai donnés. En ne servant de ce fait, je donne

meintenant une définition d'un systéme fini rigide en relativité générale.

Un espace~tenps V4 ayant les propriétés de différentiabilité données par le
Professeur LICHNEROWICZ avec un champ de vectcurs unitaires X , de classe e’
défini sur un domaine (9 de V4 seront appelds systéme fini rigide pourvu que

les propriétés suivantes aient lieu 3

Y

a. La topologie de l'espace-temps est ceclle d'un produit d'une variété v, a
une dimension (partout orientde dnns le temps, par rapport a V@) avec une variété
a trois dimensions Vé . Dtailleurs ®=®'x vV, , ou Vl est partout tangent &
la direction "\ relatif & v, st Y est un ensemble compact de V3 tel
que llapplication & -+ ®' est de classe el et de rang 3.
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be La frontidre t de ® consiste en un nombre fini de surfaces 3

(5.1) 4 (x) =0

partout orientées dans le temps, ol le vecteur normal ¥ o (orienté dans

14
l'espace) existe partout sur t . Les surfaces t sont les seules surfaces
n isotropes & travors desquellos il oxiste des discontinuités des dérivdes -

secondes des g’k{" 5

c. Les quantités (gp( b ’AX) satlsfont dans (9 aux équations
(5.2) £%s epa® - X =0,
et aux équations de Rosen (1.1). Ici, p est la densité propre

(5.3) panao(ﬂ?"‘,\r”>o,~

de sorte que
(5.4) £52, = 0.

Sur t , elles ont des valeurs telles que

G (S =0
S
(5.5)
f =
v, =9°
f
Dans '6 = V4 - , les g‘xﬁ satisfont aux équations de vide @
(5.6) : Go((’, =0 3

DEFINITION, = Deux sSystimes finis rigides (V 3 89, Bxp 2 A ) ,

(.4 s 61) ’ g p ¥ ’X) seront dits egulvalents 51 1es espaces V4 ’ v sont
homéomorphes, et, dans les vms:mages correspondants, il existe des coordonness

telles qus ) (” 'X '>\

Maintenant, le probl‘eme principal d'existence dans la théorie de la rigiditdé

en relativité généralc est de déterminer la manisre la plus géndrale de construl—

re un systéme fini rigidec

86 probléme, corme on sait,se partags en trois ; & savoir, les problémes
intérieurs, extéricurs, et au bord. Je vails tlcher de réduire le probléme inté-
rieur & un probléme de Ceuchy & trois inconnus sous des hypotheses faibles

supplénentaires de différentiabilitd. Meis cependant avant que je fasse ceci
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j'ainerais faire un calcul pour ncttrc les dquations d'Einstein (5.2) dens unc for~
me intéressante. .

6. Les Squations diEinstein sous conditions de rigidité,

On obtient la forme (5:2) pour les équations d'Einstein en cas de rigidité de

la maniére suivonte. D'abord, on a

GOQ :;.»‘,T =...€ '>\ SO()
p A L f
(6.1) ; P

S,p?\ =0

AP

Eliminant le tenscur de pression S , on arrive & (5.2).

x
Ja vals montrer maintenant que le veeteur £% dqu chanp s'écrit identiquenent

dans la fornme

p BY <
7(/5 - 6{53,(/\

lorsque les équations de Rosen (1.1) sont satisfaites par le vecteur . Ici,

(6.2) £%2V, &P o

%(5 est le vecteur de courbure

(6.3) Ny =N Yy Ap

et &P est le tenseur anti-synétrique, d'aprés (l.1) :

. Ll -
(6.4 %o = YAL 7 h =2V - W iy 200

D'abord, par contraction de (l.1)

Cette relation, avec les identités de Ricci appliquées au vecteur 2™, donne

e & ' ¢
(6.6) \/0&\72(7\ “"Rxs AT .

On considére les trois expressions au second nembre de (6.2)e On a successivenent

Vﬁa“h -\7/\7 - VV\-(\/ NV, AN o e g A%

(6.7)

f’\p 14
= A+ (R
BOg* Uy

, AR
(6.8) 5“/3 xp = %ﬂ Vp A

A A (9, W9, A - " ap 2"
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BY — = . (9% ~B N (gt AP
(6.9) B Gy = = (TINT o a PN (T 2+ 7, ) = = (VI N)(N, 2
I1 en résulte

o LY
(6.10) v, 6P+ S“Pmﬁ- o™ o ok =R Ny o+ (1%,357\’31"),%"k ,

P

et, en substituant la définition du ternseur d'Einstcin, on obtient (6.2).

D'une fagon toute pareille, on établit les rclations

(6.11) fo“x-wx ff‘—.—.-}xaéf =3 Oy o
qui montrent que les quantités ¢, ¢ , o 6 ==%-6‘ﬁ*oyax s restent constantes
le long des lignes d'univers. La preniére équation se produit en se servant de
(1.1), (542), (645) ot des propriétés de synétrie et de divergence des équations
d'Einstein. On obtient la seconde & 1'aide de (6,2) : par suite de l'antisymétrie

P

de 7", Oon a

| p -
(6.12) WA £ 2, £ = %. o (Q“mﬁ - V) =2 %‘Xa‘x L
Ici,
3 . ¥
V. %, = A VD(T/5 A‘; (\75 }p)(i;{,( 2)

=% (X o %
_.'XVXVO(%@ +A A R{_‘ - (VD(',\ )(VD?\X.Q.%’,\X...WX’)\#) ,

P
en utilisant (1.1) ; par conséquent

Y

_~\5 - A ¥
(6.13) Y‘XP_ V'g;;—"\ V?S (v’(mﬂ" N/ ’>‘o< )+ (%m\/@" -;\Pvcx"’\ )’Kb’

f
D'ailleurs, de (6.4),
% i : A
(6.14) 22V, 5p = = XTI, 2, = YA +25 (2 o5 A7)

Maintenant, (6.13), (6:14) eb la relation évidente &“ﬂhﬁ = 0 donnent 1l'équa~
tion

(6.15) a"‘p(vaxp -Y, vg(}=-2%‘ Oy o~

laquells, avec (6.12), livre le résultat cherché.

On voit finaleuent les identités sulvantes ¢
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~ - i ¢ gt
JW;@ = '-2"*}“{.56% /
(6.16) '
- PN
T = B 0 0
X
ou O est le vectcur moment-angulaire
4 S
(6417) ="t A, 8, Ny
/ ~ 5
XY

et '9 est le tenscur-¢lément de volume ¢ clles se ddduisent immédiatenent
de 1'identité
LR R Y
= em % 7 f;\r’\ ’7\ .
Vmﬁxa L R X faﬁ Ly

o< 2 o I
Le vecteur ©  étant oricnté dans l'espace, on a @

Dans un mouvenent rigide satisfaisant aux équations d'Einstelin (5.2) la densité

propre et la grandeur du vecteur moment-angulaire sc propagent le long des lignes

d'univers.Si le moment-angulecire s'annule sur ume surface initiale quelconque,

il s'annule pendant le nouvenent entier (le nouverment est statique).

A . . X v
I1 est bien évident que, dans le cas statique, avec © =0 et A, = Yo, ¥
les équations d'Einstein sont satisfaites identiquement. En ce cas, a4 ltaide des
coordonndes comouvantes, on peut donner la solution générale pour lo probléne

intérieur du corps rigide.

7. Les 8quations d'Einstein pour un mouvenent de groupce

On voit sisénent que les équetions de Rosen se riéduisent aux Squations de
Killing lorsque le vecteur de courbure % est un gradient. On voit aussi que
cette condition est nécessaire ct suffisante.

Supposons maintenant que les tenseurs (gm‘5 ’ l,{) satisfont aux équations de
Rosen, et aux équations d'Einstein (5.2). On peut vérifier que, si Y est un
scalaire arbitraire de classe C > , alors les tenseurs

Z, =g +( -'92)} “\
A 5 o x “fp
(7.1)
'/\7\57’;\0‘\
satisfont identiquencnt aux équations de Rosen. De plug, on trouve que

Ox v A’axv

= G o+ +

X X ‘7 v
e 57‘f°‘ +3(3 ) )y ~2P

) A
(7.2)
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de sorte que, dans les équations d'Einstein, le vecteur de courbure ecst remplacé
par le méne vecteur plus le gradient de log VB + I1 résulte du fait que #,
est un gradicnt que les dquations d'Einstein peuvent se préscnter dans le forme

sinplifidée ¢
(7.3) V, =262

(On voit ici que le produit scalaire A$0y z dans (7.2) est nul). Ceci veut
dire que l'on peut associer a tout mouvement de groupe satisfaisant aux équations

d'Einstein un autre mouvement dans lequel les lignes de courant sont des géod é-

siques. De (7.3), on a

o
(7.4) Cay VoS =0 3
il devrait &tre possible de trouver le tenseur anti-symétrique le plus général
3
qui satisfait & cette relation. On sait que i@,vﬁ@b ‘VK ¢, =0, nals ce tenseur
J

ne satisfait pas & (7¢3).

8. La rdéduction des équations d'Einstein & 1l'aide des coordonnées comouvantcs.

Considérons les équations différentielles (1,1) et (542) dans une des régions
connexes GBO dont &) se composes

Pour sinplifier, soit V, do classe ety et osoit @ 2 B xV , 0h &)

est simplenent connexe, et est recouverte par un seul systénme de coordonnées
2

adnissibles (ul P+ A u?) dans V3 o Soit 1l'application GBO —~y <ﬁbg une

application différentiable de classe (34 « Finalenent, supposons qu'il exlste

3

une fonection t de classe ct qui satisfait dans toute la région & 3

1'équation

(8.1) NCA TR
ox &

Les hypothdses précédentes sont satisfaites en particulier par un gystéme fini
rigide si V, est de classe (35 , 81 le champ XY est de classe et , 6b sl

4
1le donmaine 600 est suffisamment restreint.

2 1 2
Les fonctions (u} s, U u?) , corme fonctions des (x , ® , x? . x4)’, sont
les solutions générales de 1l'équation
A
BN auo(= 0
ox

et toute autre solution de cette équation est une fonction de (u} PO u?) .

(8.2)
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. 1 2
Les variables (u , u , o » t) sont, par constructlon des coordonnées

s s 3
adrissibles dans (@ , et seromt notdes (x , X s X 4 X 4 respectivenent.
Dans ce systéme de coordonnées comouvantes, lc vecteur N a des conposantes

(0,0,0, 1)“\ « De plus, puisque AN est unitaire I = -1,

Considérons maintenant les équotions de Rosen dans les coordonnées comouvantes.e
Dtabord,

Y, A =gy, \/p'; =g T, =[B4,~I=2(e ),

Xy pd wp st Ky T Bt u

ce qui donne

\VA TX + \/ A
P 0" xp »4
On a également
X —
NN M= Vg = B
de.sorte que
Y
W Ve, (V“) €x4 Epa,a T Bpy Bugyy 0

On trouve ainsi pour les équations dec Rosen

€ pst T Bxa Bpya T Bpy By n @0 Y

c'est-a~dire,
(803) 64’(g°{ﬂ + go( 4 g¢4) =0 | ]

Quend « ou f =4, (8.3) donne 1'identité. Les équations de Rosen, dong, se

réduisent aux six conditions s

(804) ge s

15 " 814 Bj4 T Bij

ol les gij sont des fonctions de (x , = x?) seulement. Par multiplication

contractée avec go y (844) donne

~ h h
(805) ' gij gj = %i ’
de sorte que les glh sont également indépendants de x4 ¢ Or,
jh h4
g:, 8 =¢
J
(8.6) . . 4
44 - j4 _ v ia j
L +g 85,8 =8&;€ ¢
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et 1'on voit que, si les g;j sont donnés en avance, le mouvement rigide est
conpletement determlnu par la donnée des trois élénents g. 4 La forme différen-
tielle gl dx axa fournit une métrique pour le domaine 69" de 1l'espace de
prOJGctlon V3 » Les éléments €34 sont les composantes d'un sous-vecteur covariant
dans cet espace qui change avec le paramétre temporel x4 . Par (8. 6), gi4 est

un vecteur contravariant dans Xj P ?btenu de 8, ©n é¢levant les indices avec
=g ;o 14 T & °

Finalement, les équations du champ (5.2) prennent la forme

le tenseur gl ¢ On écrira g

.

(8.7) f'l?_Gi=0 .

dans les coordonnées comouvantes, celle qui donne trois dquations pour détermi-

e s i ‘s . . . . .
ner les trois inconnus g . La quatrieme équation f4 = 0 s8lensuit de 1l'identi-
té fx'XK =0 3 clest-a~dire

4 _ J oot -
(8.8) f-ng4—G4+G44_O.

Le probléme de l'existence des systémes finis rigides en relativité générals
peut maintenant s'exprimer sous des conditions un peu plus restreintes corme

probléme de Cauchy de la maniérc suivante.

Le probléme intérieur. - Sur une surface initiale t = 0 , soient les éléments

giJ donnés dans un systéme de coordonnees comouvantes « Alors on chcrchs 4 déter=

miner entre les quentités gl 5 g 4 sur t =0 ctentre g 6 g
(a = dérivée normale) sur la frontlere t celles qui psuvent assurer unique-

ment une solution de (8:8) pour le sous-vecteur g .

Le probléme au bord. —~ On cherche & déterminer sur t ceux entre gi ’ gl 4
qui peuvent &tre choisis arbitrairement dans le probléme intérieur, & satisfoire

aux équations (505)e

Le probléme extéricur. =~ Cc probléme se présente comme d'habitude en relativité

générale.

11 y a aussi le probléme physique de montrer si on ne peut faire correspondre
d'une manidre réciproque les variables et fonctions, que l'on peut choisir
arbitrairement dans le probléme relativiste, aux variables et fonctions arbitraires
dans un probléme analogue en mépanique classique. Si oul, on aura trouver une

contre-partie vraiec céu corps rigide de la nécanique classique.
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9+ Analyse des équations du champ.

Le caractére hyperbolique, parabolique ou elliptique des équations du champ
fi=0 peut s'inférer en essayant de les résoudre algébriquement pour les dérivdes
644 gi sur la surface x4 = Cte. On se'rappelle qu'une seule surface peut &tre
choisie arbitrairement, les sutres étant alors détermindes. En isolant ces dérivées,
on trouve que fl peut se présenter dans la forme

+ " s e ,.,

T
(9.1) A o=h 644 &

ou
(9.2) T S P I g
De 1'identité

(9.3) b gy =0,

11 suit que les équations fi = 0 possédent un caractére parabolique. Maintenant,

de (846), on voit que

1egtyo
de 13, on écrit
(9'4) gl= Xf*’l ’
ou
1/2 ~ i 3,1/2
g=+ = @, d )
(9+5) -
~ 1 J "'l
et ainsi
ij 2, 1j i
(9.6) AJ:X(gJ.—‘\_l‘J"j) .
I1 en résulte que, quand ¥ >0, atd est semi-défini positif, de rang 2, et,
1j

quand ¥ =0, A™ =0 ; le systéme (9.1) a, alors, un caractére parabolique-

elliptique.

Pour qu'il existe un systéme de coordonnées dans lequel Yy est identiquenent
zéro, il faut et 11 suffit, comme on voit aisénent, que le noment~angmlaire
0" soit identiquement nul. Ceci est le cas trivial statique. On va s'occuper
tout d'abord du cas non-trivial, ou & = g, B o™ of £0 . Iei, y ne s'annule
que dans des cas exceptionels, et 1'on peut assurer qu'en général, ¥ >0 . Il
n'est pas possible de résoudre les équations (9.1) pour les dérivées 644 g » eb
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1'on ne peut méme pesse servir du théoréme Couchy-Kovalewska pour assurer 1'exis—

tence des solutions de ce systémc.

Je crois, quand méne, que J‘al fait un pas dans cette direction. Em remplagant les

g; dens (9.1) par les Y, rol dans (9.5). on trouve (l)

h

. i . . . .
o les ¢~ comprennent les g,aj X 5’63 ¥ ,bj 6h\5 s Py ,aj T

(9.7) £

n
63 5h B » etce Si on connait ¥ comme fonction analytique, on peut utiliser
le théoréme Cauchy-Kovalewska pour résoudre (9.7) par rapport aux 'ki « Pour
déterminer ¥ , on contracte (9.7) avec by » oD notant que, dtaprés (9.5)

(9.8) by BEE By BT =0,

et on a

(9.9) g.égei+%4=§xéo,

on (%)

(9.10) 8, = VLE - bt W DT g0 ve

et ou

©a1 d \&/i. A A L R A/ SR N DR
v2 y 2 Wy

S1 on connait les Vl , (9.10) est une équation du type parabolique pour Y « Il
est remarquable que (9.10) ne contient pas X .

Si on peut résoudre (9.10) pour Y on aura une base pour un théoreme d'existence
dans le cas analytique par une méthode d'approximation successives. Pour réduire
(9.10) 3 un typs d'équation connu, on peut se servir des surfaces engendrées par

le vecteur noment=angulaire

(9.12) | "3, & =0 .

Si on utilise la fonction ¢ corme coordonnée ter:iporelle, x4 , dans un systene

de coordonnées comouvantes, alors 6% = 0 . Cecl entratne que, dans les surfaces

(1) Le point désigne 64 .

N v
(2) Vv 4 Vveut dire différentiation covariantc relative 3 g j
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x4 = Cte , les %i = gy = Xt&i engendrent une coniruence nornale, et peuvent se
présenter sous la forme (h , 0 , 0), , o h est quelque fonction des

1 4)

(x y eee 5 X' ) o On peut ainsi réduire (9.10) a une équation du type elliptique

4 deux dimensions qui est, bien entendu, non-linecaire.

Naturellement, il y a encore beaucoup d'obstacles & surmonter, notamment celui
de montrer que la suite ainsi construite converge. Mais, s'il est possible de faire
marcher cette méthods, il y a de liespoir qu'elle marche globalement dans le temps.
Car, on sait que le vecteur 0" ne s'annule jomais, Aussi, dans le cas d'un
mouvenent de groupe, j'ai montré que la courbure des courbes engendrées par le
vecteur 07 est uniformément bornée. Ceci est trés important dans la topologie
des surfaces définies par (9.12). On espére que le cas du mouvenent rigide général
peut &tre approximé au cas du mouvement de groupe. Finalenent, sur la question
des liens caracteéristiques, on peut montrer que 1'équation différentielle
£9.13) o U Ep=m =X+ X 3, RS S 0%
est satisfaite par le tenseur

(9.14) Xo(/a‘ép)‘o\ dp b - ;\pamqa ,

qui s'annule lorsque la surface ¢ = Cte devient caractéristique. Il en résulte
>qus, si 1la surface ¢ = Cte devient caractéristique en un point quelconque, elle
est caractéristique le long de la courbe engendrée per le chanp e* . Ceci

est analogue & 1'axe instantané de la mécanique classique. Alors, si on sait que
toute courbe engendrde par le champ 6% coupe 1la frontidre de (d , oh peut
régler les données de Cauchy pcur la solution de (9.12) de nenidre & éviter que

les surfaces ¢ = Cte deviennent caractéristiques.

11 est intéressent de remarquer que les surfaces isotropes ne jouent pas ici comme

surfaces caractéristiques. Les surfaces x* = Cte peuvent méne &tre orientdes

dans le tenps.
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