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DYNAMIQUE DES 4MAS D'ETOILES

par Michel HENON

Le probléme traité ici n'est rien d'autre que le classique probléme des n corps.

On sait que pour n = 2 , ce probléme est soluble ; pour n = 3 , il est déja
extrémement difficile § et pour n > 3 , il est pratiquement inscluble. Par exem-
ple, dens le cas du systéme solaire, il faut employer des développements limités,

ou bien recourir & l'intégration numérique.

1., smas réels,

Cependant, l'astronomie présente un grand nombre de problémes ou n n'est plus

de 1'ordre de¢ quelques uniteés, mais est trés grand. Ainsi :

- les amas ouverts ; ce sont de petits amns d'étoiles qui font partie de notre

galaxie ; leur structure est assez desordonnee 3 n = 100 & 1000 ;

- les amas globulaires, beaucoup plus peuplés : n = 105 a 10'7 . Ils font partie
de notre galaxie, mais ne restent pas dans son plan. Ils présentent tous une

symétrie sphérique plus ou moins parfaite

- les galaxies : la ndtre compte 2.1011 étoiles. I1 y a une rotation d'ensemble,
qui donne & la gelaxie une forme d. disque aplati : symétrie circulaire, Le pro-
bléme est compliqué par la présence d'une matiére interstellaire abondante,

irréguliérement disposée et mal connue j

- les nmas de galaxies : la "perticule ¢lémentaire" n'est plus 1l'étoile, mais

la galaxie. n = 200 en moyenue.

Pour des valeurs aoussi grandes ¢d n , il n'est plus question évidemment de
celculer les mouvements individuels ; on est naturellement amené & employer une

mothode statistique, inspirée, & 1l'origine, de la théorie cinétique des gaz.

Cu point de vue du théoricien, les objets les plus séduisants parmi ceux que
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nous avons énumeres, sont les amas globtilaires, pour de multiples raisons 3 n
est tres grand, donc la méthode stdkistique est absolument justifide ; lo symé-
trie sphériqus simplifie beaucoup les équations, car il n'y a plus qu'une veriable
d'espace, la distauce au centre il n'y a pas de matiere interstellaire, Ce sont
donc les amas globulaires qui présentent le probléme le plus simple ; et pourtant,
méme dans ce cas simple, comme nous allcns le voir, les guestions essentielles

ne sont pas encore résolues !

I1 ne sera donc question, dans cet exposé, que des am=s globulaires,

2. Hypothéses.,

La méthode stetistique consiste 2 déerire 1l'amas non par les positions et vie
tesses individuelles, mais pzr une fonction de distribution : on pose que la
probabilité de trouver une ectoile dans 1'¢lément d'hypervolume & 6 dimensions
Yy v,) dx dy dz dv, dvy dv, .

dx dy dz dv_ dvy dv, est ralx,y, 2z, Vy

I1 faut remarquer qu'en utilimant cette représentation, nous faisons deja

une hypothése s celle de l'absence de corrélation d'un point & un sutre. En effet,

le probabilité définie ci-dessus est supposée indépendante de la présence ou de

1'absence d'autres ¢toiles en d'autres points de l'hyperespace. La justification

de cette hypothese est trés dilicate et ne sera pas abordece ici.

lious supposerons que toutes les ¢toiles ont méme masse m . Cette approximation
n'est justifice que par la simplification mathémotique qu'elle apporte 3 dons la

realite, les mosses sont certainement diftérentes.

Nous supposons encore que l'amas posséde la synétrie sphérique. Il stensuit
Pp q b y % al

que la fonction a ne dépend en fit que de 3 variables

r , distance au centre ;

v, , vitesse radiale ;
r
Vios vitesse transversale.
Lk partir de a , on peut evidemment calculer une densité en chaque point

f(r) , qui ne dépend que de r .

3. Premiere relation entre densité et potentiel.

Le premier probléme est de trouver le potentiel gravitationnel crée par les

étoiles 3 U(r) . La force d'at raction en un point, dirisée vers le centre, est

dau
F=
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Mais on a aussi ‘
_ G MN(r)
_T

r

F

ot M(r) est la masse & 1'intérieur d'une sphére de rayon T .

Cette masse est encore

'
M(r) = 4T 2 p ar
0
d'ou finalement
(1) 5 = D =aTorp
r

qui n'est autre que l'équotion de Poisson, cay le premier membre est A U .

Connaissant f , on peut donc calculer U en intégrant cette equation, avec

les conditions aux limites : pour r =20, %% =0 et U=0 (cette derniére

condition est arbitraire). p

Pour fixer les idées @ k

f a 1l'allure suivante

et on trouve pour U : r
On peut reprocduire lz courbe [
a4 gauche s on voit bien ainsi AN

que les ctoiles produisent une AN

"cuvette de potentiel" . ~

4, Orbites. T
Quel va &tre le mouvement d'une étoile dons cette cuvette de potentiel ?
C'est un mouvement sous l'action d‘'une force centrale, donc plan.

On ne connaft que deux cas simples de mouvements a force centrale 3
1., attraction pour une masse ponctuelle : mouvement képlérien. la force warie

1
ern - e
r
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NG

T

L'orbite est une ellipse ayant son foyer au centre de 1'amas.
2) amas homogéne. Ls masse M(r) est proportionnelle a o , donc lo force
dlattraction est proportionnelle & r . L'orbite est une ellipse ayant son centre

au centre de l'amas.

F
T
Un amas globulaire réel porticipe un peu de ces deux cas s pres du centre, il

peut &tre aonsidéré comue homogéne ; a grande distance, il peut &tre considdré

comme ponctuel. D'ob le variation de la force et la forme de 1torbite

L T

T ~—

Dans le premier cas : l'angle entre le péricentre et l'apocentre vaut 180° .
Dans le second cas : 90° .

Dens le cas générzl : on peut cdemontrer qu'on obtient une valeur intermediaire,
en générel non commensurable & 340° . L'orbite est uns rosette, qui remplit toute
1a couronne comprise entre les deux cercles.

Cherchons combien il y a de formes d'orbites différentes. L'orbite la plus géné-
rale deépend de 5 prramétres (6 conditions initiales, moins le temps). 2 fixent la
position du plan orbital, 1 correspond & une rotation dans le plan. flestent 2 ,
spécifiques de lo forme de 1l'orbite. Il est facile de les trouver. En effet, on
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a 2 invariants du mouvement :

- 1'énergie totcle E=U +%. v

- le moment angulaire A =T vy » constant en vertu de la loi des aires.
Ce sont precisement les deux derniers paramétres.

Au lieu de définir la fonction de distribution a en fonction des coordonnées
d'espace et de vitesse, on peut la definir en fonction des 5 parametres des or-
bites, et d'un sixiéme psrométre fixant la position de 1'¢toile sur l'orbite &
1'instant t = 0 . Mais cette fonction doit &tre invoriante dans toute rotation ;

elle ne dépend donc que de E , 4 et du be parametre.

Nous supposons maintenant que la fonction de distribution est invariante dans

le temps ; acutrement dit, l'amas a atteint une sorte d'"équilibre dynamique", ou
mieux, un "régime permanent". Alors la fonction de distribution est independante

I

du be paremétre ; elle ne dépend plus que de [ et A .
Nous. définissons donc s
£E , &) B di

comme 1l probabilité d'existsnce d'une étoile dont l'énergie est comprise entre
E et E +dE et le moment anguleire entre A et 4 + diL o

On voit qu'un progrés sensible a ¢té realisé par cette considération des orbites,
puisqu'au lieu de la fonction de trois variables a(r , V.o, Vt) , llamas est

maintenant décrit par une fonction de deux variables seulement 3 f(E ’ A)

5. Deuxieme relation.

I1 raut maintenant repasser de f & a et f .

Soit T(E , &) 1la période de 1'étoile, définie comme le temps mis pour aller
du péricentre & l'apocentre. Chaqgue ¢toile (E , A) coupe une sphére de rayon
T (r1 {r( r2) 1 fois pendant le temps T . Donc le nombre de passages d'étoiles
(B , &) p-or seconde est :

£ dE dA
Il = e
T

Mais ce nombre est aus.i

n = ijy’a dx dy dz dvx dvy dvZ
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1l'intégrale étant étendue au domcine convenable.

On montre focilement que :

v
_ t ,
dvx dv;y dvZ == Vr di dB d

o {4 est un angle qui fixe la position du plan orbital par rapport & un plan

de référence.

L'intégrale sur @ donne : 2T . Il faut multiplier per 2 , car a4 un point

(4, E,¥) correspondent deux points (vX R vy , vz) . Ie volume dans lequel

se trouvent les ¢toiles qui vont couper la sphére en une seconde est s

j\g dx dy dz = 417 r2 v,

<

En portant dans 1l'intégrale, on obtient :

16 T2 rv, G da

n = %
D'ou, par comparaison

Q= 1 f

1617 4 T

On remarquera que r a disprru dans cectte expression : a ne dépend que des

deux invariants E et 4 .

Ce resultat n'est qu'un cas particulier du theoréme de Liouville, On a d'autre

part

P =m }}I a dvX dvy dv,
£Vt ‘
-mfff—(;:z-z Ty, & F Y
En intégrant en q

f dE da

(2) P = Z—%;-—z { TV,

Cette relation permet de calculer f(r) quand on comnait f(E , 4) et U(r)

(ce dernier intervient dans T(E , 4) et dans vr) .

Ies deux dquations (1) et (2) , prises ensemble, permettent donc de calculer
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U et P quand f£(E , u) est donne.

Plusieurs auteurs ont calculé des modéles, entre ~utres C.uMM et WOOLIEY, CiaMM
les nomme "systemes self-gravitants"™, car ce sont les ctoiles elles-mémes qui

produisant le potentiel dans lequel elles gravitent.

6. Troisiéme relation ; perturbstions.

Nous avons trouvé jusquiici que la structure de 1l'amas est e¢ntiérement définie
par la fonction de distribution f(E , 4) . Cette fonction est invariante dans
le temps ; elle peut &tre quelcongue. Pour un amus résl, elle est déterminée par
les conditions de formation de 1l'amas, et se¢ conserve ensuite indéfiniment : la
structure dynamique de lfamas est "rigie", Si cette conception etrit exacte, on
pourrait trouver dans les amas observés aujourd'hui de préecieuses indicetions sur leur

formation. Ciest ce qui se passe pour le systeme solaire.

Mais nous allons étre conduits & aboendonner cette conception simple en intro-

duisent un phénoméne que nous avons néglige jusgn'd présent : les perturbations

individuelles,

U
En effet, nous avons admis jue le

potentiel variait de moniere reguliere

Mais en réalité, le poteptiel

présente un grand nombre de singula-

rités, correspondant aux etoiles T
reelles 3 ce qu'on peut représenter

schémnatiquement comue ci-contre - U

////ﬁ ("
Donc une étoile ne suit pas ‘

SN

exactement la trajectoire simple qui /////“

& été présentée. La Lorce d'attraction o,

gque nous avons calculée etait une

moyenne, une espérance mathematique ;

la force réelle qui agit sur 1'étoile presente des fluctuations, de caractere
aléatoire, sutour de cette moyeiane. Il en rcsulte que L et 4, en réalite, ne
sont pas des invariants, mais presentent des variations aléctoires au cours du

temps.
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On trouve ici une certaine analogie avec la théorie cinctigue des gaz, mais il
est dangereux de pousser cette analogie trop loin. En eifet, dens le cos des gaz,
les forces entre particules ont un petit rayon d'action : elles varient comme
1/r5 , par exemple. Il suffit alors de considérer les rsncontres proches, l'effet
des porticules lointaines peut étre négligé., Ces rencontres proches provoguent
des deviations importantes : la vitesse d'une purticule aprés la rencontre est
en genéral trés différents de en vitesse avant. On eboutit ainsi 3 une équation

connue sous le nom d'équation de Boltzmenn, qui régit 1l'évolution de la fonctkon

de distribution dans vn gam, cous l'effet des rencontres.

Ici, au contraire, les forces varient en 1/r2 ; et on peut montrer que les
rencontres proches ont un effet négligeable devant les rencontres lointaines
(on ne peut méme plus, & vrai dire, parler de rencontres ; il faut considérer que
chaque étoile est en interaction permanente avec t-utes les autres étoiles de

1'amas) .

Ces rencontres lointaines provoquent des petites devietions. On en déduit que

E et A4 ne varient pas brutalement, per sauts, mais au contraire d'une manidre

continue, L'analogie avec 12 mouvement brownien est donc beaucoup plus juste.

Dans un tei cas, il faut employer 1'équation de Fokker-Planck. On considére que

f est une fonction continue du temps : £(E , 4, t) ; 1'équotion est ¢

d LA d (ALY
of
3) 3¢=
’ L1200y, 0 Wb By O LBED 4
N aa . - *ITE
C.

B est 1l'espérarce mathdmaticue de la variation de E au bout du temps T .
b
1

s

O FE est une grrndeur 2ldatoire : meis 0D E) a une valeur precise, qui peut
g ; p s G

étre calculée. De méme ( AA) , etc.

A chaque étoile, on peut associer £
un peint dens le plan (B , 4) . Au bout oy
du temps T , ce point est venu en ;f}}ﬁjft?
(E+ 0B , h+ QL) , dfini par un L ,
nuage de probabilité, (AEY , (& L) N
donnent les coordonnées du centre de ce
nuage ; les moments du 2¢ ordre définiscent A

l'ellipse de probabilitc.



7-09
L'équation deerit, dans ces conditions, 1'Svolution d'une population de points
dans le plan E , A ,

Il va sans dire que chacun de ces moments est fonction de E , 4 , et aussi de

£(E , &) dons sa totalite, ce gui correspond au fait que toutes les cutres étoiles

influent sur 1'étoile considerde. Lutrement dit, l'cquation (3) n'est pas une
équation lcgale, elle ne peut &tre ramende a la forme d'une cquation aux dérivées

partielles en E , 4 , © ; c'est une ¢quation integro-differentielle.

Chacun des moments est donné prsr une expression trés compliquée. La plus simple

est

"FI‘ ; \ . -
<a A) - G2 m2 Log n jZZr fkif,ll/ (Vt Ccos Y th
——

di, da, dy, dr
, 3 1 %1
T(El,nl), W lvr Vrl‘

> - ; .
oh . W= |v1 - vl et les autres contiemnent sous les intégrales des expressions

encore beaucoup plus compliquces |

Les éyuations (1) et (R) sont-elles encore valables ? Oui ; on peut montrer
en effet que les variations de f , donuées par (3) , sont tres lentes : une
étoile foit plusieurs centaines de tours dans l'amas avant que ses parametres
E et i soient appréciublement modifids. Ceci est d'autant plus vrai que le
nombre des ¢toiles est plus grond (c'est simplement la loi des grands nombresy).,
L la limite, dans un amas formé d'une infinité d'ctoiles de masse infiniment
petite, une sorte de "poussidre dictoiles", 1l'évolution donnee par (3) serait

infiniment lente.

On peut donc considdrer ju'& chaguc instant, 1l'amas est dans une serte de proudn-
équilibre dynamique, auquel s‘appliguent (1) et (2) ; cet equilibre subit une

lente variation séculaire, donnée p-r (3).

En théorie, ces 3 équations permettent donc de calculer 1'évolution de 1'amas

a4 partir d'un état initial donné,

Malheureusement, en pratique, 1l'équation (3) est beaucoup trop compliquée, et

1'integration du systéme paraft absolument inabordable.

7. Hypothése de la symétrie sphérique des vitesses.

Nous ferons donc une nouvelle hypothése simplificatrice, & savoir, qu'en chague

point de l'amcs, la distribution des vitesses posséde la symetrie sphérique. Cette
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hypothéss est difficile & justifier physiquement, mais elle a 1l'avantage de
simplifier ¢ncrmement les expressions des moments (O EY, etc. D'autre part, a
ne depend plus que de v en un point donné ; on en doduit que o ne dépend que
de E .

En écrivant 1'cquation de Fokker-Planck pour a au lieu de E , on a donc une

équation & une seule variable au lieu de deux

_ 2 2
G") Fe-x R0 520

Méme dens ce ces, la resolution est compliquée. Des calculs sont commencés ;

il faudra probablement utiliser une calculatrice c¢lectroniqus.

8. Lmas isotherne,

Independamment de ce calcul de 1'évolution, on peut se demander quelle sera

la figure d'équilibre finale.

Par analogie avec les gaz, on peut supposer que dans cette figure, la distri-
bution dcs vitesses sera maxwellienne en tout point. Effectivement, on trouve

que dans ce cas 1l'équation de Fokker-llanck (3!') se réduit &

E:Oo

C'est donc bien une figure d'équilibre. Cependant, on n'a pes démontré de
théoréme analogue cu "théordme H" dans le cas des gaz, prouvant que cet équi-
libre est stable.

Lvec (1) et (2), on peut calculer la structure de l'amas, que 1'on nomme amas

isotherme. Malheureusement, on trouve que cet smas a une masse totale infinie.

Un amas réel ne peut donc pas prendre cette forme.

La question de l'évolution ultime d'un amas n'est donc pas résolus.

9, Evasion des ¢toiles.

On peut imaginer que certaines etoiles acquiérent une énergie supérieure a
1'énercie d'ovasion et quittent définitivement 1'smas. Mais en fait, une telle
évasion ne peut pas se produire. En effet E varie, nous l'avons vu, de moniére

continue, Or, au fur et & mesure que E se rapproche de l'énergie d'dévasion,
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1'orbite de 1l'¢toile devient de plus en plus allongée, c¢t st période dc plus en
plus longue ~ & peu prés le situation d'une cométe dans le systéme solaire. Elle
passe donc presque tout son ten “dans des regions trés peu denses, loin du centre ;
donc elle est trés peu perturbce. le resultat est que la variotion de E est de

plus en plus lente, et qu'en fuit E ne peut jomais fronchir la limite.

10, Problémes & reésoudre.

Un champ trés vaste est donc encore ouvert aux recherches théoriques. En sup-
posant que le cas trés simplifié presente ici ait ete resolu, on pourrait ensuite

aborder les problémes suivants :

1°© Cas de la distribution non spherique des vitesses (Syuation 3).
2% Etoiles de mosses diftérentes. I1 est probable que 1l'on trouverait alors
un certain "triage" des ¢toiles, les plus lourdes ayant tendance & se grouper

prés du centre,

SPITZER a étudié ce probléme dans un cas trés simplifié s la premidre équation
est abandonnée, on suppose ls potentiel en forme de puits rectangulaire, indépendant du
temps. Il trouve alors une ¢vosion des ¢toiles, d'autant plus rapide que ces
étoiles sont plus légercs. Mais cette ¢vasion est due & 1'introduction artificielle

du potentiel ; elle nc doit pas e produire en realité.

3¢ Influence du champ galactique, que nous avons négligdé jusqu'a présent. Le

potentiel décroft aux grandes distances :

U

r

Donc l'ames a un rayoﬁ fini et les étoiles qui debordent le cuvette de potentiel
s'évadent définitivement. Le probléme est complique par le fait que cette per-

turbation galactique est variable, en raison du mouvement ds l'amas dans la
galaxie.,

4 - Abandon de la symétrie sphérique de l'amus. Certains amas observés ont une
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structure fortement c¢llipsoidale.

5 = Introduction d'une rotation diensemble de l'cmas, avec comne conséquence

possible un aplatissement,

6 -~ Comparaison avec les zmas rvels, en vue du remonter, dans la mesure du
possible, a leur origine ; de déterminer les masses des diffcrents types d'dtoiles

etc.

BIBLIOGR:PHIE

[1] caMM (G. L.). - Self-gravitating star systems, II, Month. Not. roy. astr.
SOC., t' 112’ 1952’ pa 155"'176.

[2] SPITZER (L. Jr) and HARM (R.). - Evaporation of stars from isolated clusters,
Astrophysical Journal, t. 127, 1958, p. 544-550.

[3] WOOLLEY (R. van der Riet). - A study of the equilibrium of globular clusters,
Month. Not. roy. astr. Soc., t. 114, 1954, p. 191-209.

[ 4] WOOLLEY (R. van der Riet). - Studies in the equilibrium of globular oclusters,
II, Month. Not. roy. astr. Soc., t. 116, 1956, p. 288=295.



