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SOLUTIONS PERIODIQUES DU PROBLEME DES TROIS CORPS

par Jean GREIM[LMRD

L'étude des solutions périodiques du probléme des trois corps est une applica=-
tion & la mécanique céleste de la théorie des solutions périodiques d'un systeéme
différentiel élaborée par POINCARE. Cette theorie est basée sur une extension du
théoréme classique de Cauchy sur l'existence des solutions d'un systéme d'équa—-
tions différentielles, extension souvent connue sousle non de théoréme de Poincaré.
C'est d'ailleurs & l'occasion de ses recherches sur le probléme des trois corps
que POINCLRE a 6té amené 3 construire la théorie dont nous parlons, st avant
d'étudier les solutions périodiques du probléme des trois corps il convient de

présenter les grandes lignes des théorémes sur lesquels on s'appuiece

1 Solutions périodiques d'un systéie différenticl.

Voiol en premier lieu le théoréme de Poincaré :

Soit le systéme

dax,
1
(S) ;;—-—:Xi(xl,x2,...,xn,t,£) (i=l’2"”’n)

on suppose que & est un parameétre arbitraire et que pour & = 0 le systéme de
fonctions

= (6) , x = R0), e, x =y (6)

continues de t =0 & t = to constitue une solution de (S), De plus les X
sont supposées développables en séries ordonnées suivant les puissances de £

et de x; - \fi(t) pour toute valeur ds t entre O et %, les coefficients
de ces développements étant, bien entendu, des fonctions continues de t o Dans

ces conditions, les solutions de (S) prenant respectivement pour ¢ =0 les

valeurs

4, 00) + w , $50)+a2,...,?nm)+mm
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seront continues de 0 a to s 6t-développables suivant les puissances de

Kys Xg oy eeey Xy €
pourvu que ces grandeurs aient des modules suffisamnent petits

Considérons mointenant le systéme

ax;
(1) =% i=1,2, ..,n)

ou les X sont des fonctions uniformes données de X 5 Xy oy eon y X0 Soit

la solution particuliére
(2) x = kfl(t) s Xy = \f2(t) sy vee sy X = \fn(t)

si pour t=T , valsur particuliére de t , les n variables X; Treprennent
leurs valeurs initiales de sorte que i(0) = \‘;i(T) s les ¢ seront des
fonctions périodiques de t avec la période T , et (2) sont dites solution
périodique. de (1)

Reprenons (1), ol les X seront supposées dépendre & 1o fois des x ot du
temps t , et péricdiques en t avec la période T . Si les Y sont telles qus
nf’i(o) = \\?i(T) » (2) sera encore solution périodique, mais cette fois la période
est inposée.

Supposons enfin que dans (1) les X ne dépendent que des x y 6t qutelles soient
périodiques par rapport aux p premiéres variables x avec la période 2 .

Imaginons de plus qu'on ait

€1(T) =4 (0) + 2T 5 ¢, (T) =4, (0) +2K,T0 5 wes 3 \fp(T) -_-\fp(o) * 2T

‘733+1(T) = “fp+1(o) 5 ‘fp+2(T) =~.rp+2(0) 3oeee s ‘“fn(T) =L?n(o)

ki oy kyy eeey kp étant des entiers. On aura

1]
-

“?i(t +T) = “?i(t) +2k, T pour i 92y see s D

i}
o)
+

kf"i(‘b"'T):‘fi(t) pour i 1,p+2,coo,n-
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On convient de direc que (2) constitus une solution périodique de (1).

2. Plagons-nous maintenant dans les conditions du théoréme de Poincaré.

Soit

dxi
(3) -——=Xi(x

d_t 1,){2,...,1‘,,&)

ou les Xi sont des fonctions des n variables x , du temps t , et du para-
métre arbitreire & o De plus, les X, sont périodiques en t de période , T o
On suppose que pour ¢ =0 le systémede fonetions (2) constitue une solution
périodique de (3). Cherchons si pour € non nul mais suffisarment petit (3)
admet encore des solutions périodiques. D'aprés le théoréme de Poicaré les

solutions de (3) prenant pour t =0 1les valeurs

fi(O) oy (1=1,2, ¢ee ,n)

sont continues de t +0 & t =T et pemvent &tre développées en séries ordonnées
suivant les puissances croissantes des Xy et de ¢ si les modules des v

et de ¢ sont suffisamment petits. On aura

X

izfi(tgc&l,a’\z,oo.’m ) (i:l,Z,...,n);

n?

ce systéme de fonctions sera solution de (3) si 1'on peut résoudre les n équa-

tions
(4’) fi(T’o\l’D(z,ec-,;Xn, E)"fi(o,"xl’a(z’ooo’Kn’E)‘:\{ii:Oo
Ces équations sont vérifides pour ¢ = & = 3, = eee = Xy = 0 , car alors

elles se réduisent A
¢4 (T) = ¢;(0) =0

puisque les fonctions  admettent la période T . (4) auront pour des valeurs
suffisamment petites de *= , des solutions ol les =y seront voisine de O .
On aura donc une solution périodique de (3) pour € assez petit. On sera certain

de l'existence de cette solution si

DQPi)

(@]
.

#0 pour K, TR = 4. = X _ = &=
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On aura en général des difficultés pour former ce jacobien. lMais il est un cas

ou ces difficultés disparaltront, c'est-celui ol 1l'on sait intégrer complétenent

(3) pour £ =0, On aura explicitenent les fonctions
fi(t ’f/\'l 39&2 9 cee oﬂn, O) o

S1i 1'on suppose que (3) admet une intégrale premidre fonction périodique de t

avec la période T , soit
F(Xl 9 ocea xn [} t ) C) = Cte

quand on remplace dans cette intégrale X} 5 Xy 5 ese 5 X Par les
fi(t s %y 3 Xy eee ya s &) on o les égalités suivantes

F [fi(O) , 0] =F [fi(T) , T]=F [fi(T) , 0]

en écrivant pour simplifier fi(t) au lieu de fi(t pRy s eee ynp &) et

sans mettre € en évidence dans F . Si nous considérons 1'équation
(5) FL£(T), 0] -F[£,(0),0]=0

on voit qu'elle établit une relation entre les \Pi de sorte que les n équations
(4) ne sont pas indépendantes. Plus précisément le premier membre de (5) est
développable suivant les puissances des fi(T) - fi(O) » c'est-a-dire des VY,
Si, per exemple, pour le systéne de valeurs £=0, t =0, X, = %&(O)

la dérivée pertielle Bgr- n'est pas nulle, alors les n -1 é&quations
n

F1 = Vo meee =Ny =0

entrainent d'aprés (5) la n=iéme équation ¥, =0 et les n équations (4)

ne sont pas indépendantes. Si 1l'on avait 85» = 0, on prendrait une autre
n

des dérivées du premier ordre de F et la conalusion précédente ne deviendrait
douteuse que dans le cas ol l'on ourait simultendment

F__F__ O _F _,
5“‘—3}'{‘5—0.(—-5}'{;'*

pour

e}
1]
o

y t=0, et x = ¢,(0)
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Mais si %5— n'est pas nulle pour les valeurs précédentes des variablcs dont

elle ddpendy les n = 1 premidres équations (4) jointes & 1'équation F = Cte

ou l'on remplacera t par O déterninant pour une valeur donnée de la cons-
tante la solution périodique correspondant & une valeur donnée de g . Si on laisse
C arbitraire, & chaque valeur de ¢ correspondra une infinité de solutions
périodiques dépendant d'unc constante arbitraire. Si au lieu d'une, on a deux

intégrales preniéres
F(xi s 8) =0y dz(xi » 8) =Gy

on voit immédiatement par des raisonnements analogues que les n équations (4)

se réduisent & n - 2 , si les déterminants fonctionnels

,E)
%%;-%-} (k # )

ne s'annulent pas tous pour €=0, t=0, x = f&(O) .

3+ Considérons maintenant le cas ou les Xi ne dépendent pas explicitement de t .

dxi

(6) ‘ 'a%“-*'=xi(x1,x2,...,xn,£—') (i=1’2’ooo’n)
Si les équations (6) admettent une solution périodique, elles en admettront une
infinité : d'une solution périodique, en effet, on peut déduire une autre solu-
tion en changeant t en t +h , h é&tant une constante arbitraire. Supposons
que pour & =0 , (6) admette comme solution périodique de période T le sys—
téme de fonctions

X, = \fl(t) i Xy = '?z(t) 3oeee s X = Yn(t) 3
ou les \fi sont des fonctions analytiques de t « Si pour une valeur de ¢ dif-
férente de O , nous désignons par \fi(O) + ®; lavaleur des x; pour t =0,
d'aprés le thdoréme de Poincaré la valcur des X, pour t = T +% sera

fi(T“l"b’;':\l 90(2 9 cee ,Qo‘n,i)

et fonction holomorphe de &y 55 5 eee 4 £ et ¥ pour des valeurs suffi-
samnent petites des modules de ces quantités. La solution ainsi obtenue sera

périodique avec la périods T + T si sont vérifides les conditions de périodicité
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(7) fi(T""c’ 0{1’()(_2,000’ o(n, E) o fi(o, 0(1, Oﬁz’con,xn, E) = O (i=1,2,3,...5,n).

Les equations (7) sont vérifides par le systéme de valeurs

puisqu'alors elles deviennemt \fi(T) - tfi(o) =0, (7) renforment n +1 in-
connues %, Xoog eee gy Oy et © . On peut donc se donner arbitrairement
une inconnue, et particuliérement une des X , et faire par exemple X, = 0.
(7) détermineront en général, Xy 5 >, 5 «esy X g » ¥ en fonctions holomor=-

phes de § » Si le systéme (6) admet une intégrale premiére
F(Xl ,Xz, ) ,Xn,‘é)=0

(7) ne sont pas indépendantes, et 1l'on peut si 5—— n'est pas nulle pour € =0,
?1(0) considérer le systéme

F=¢C

C étant une constante peu différente de F [1&(0) ,\fz(O) » 200 g %n(o) sy 0]

et dans F = C on a remplacé X, par fi(O 9 3 ere pAy £)

Au lieu de remplacer le systéme (7) par le systéme précédent, on peut le

remplacer par le suivant, en faisant toujours A= 0 et de plus, T=0.
fi(T 9y (xl, ’9(2,--.’ D(n_l, E.) - fi(o’ f)‘l, 9\2’000, O‘n-l’ &) =0 (17-1’2,009’11—1)

qui déterminera X,y oy 5 eee 5 cn fonction de £ o D'ou la conséquen-

n-l
cc suivente : quand le systéme (6) adnet une intégrale prdmiére, on pourra
trouver généralement une solution périodique ayant la période T pour ¢ assez
petit, ce qui n'a pas licu habitucllement quand les équations ne renferment

pas le tenps,

4+ Solutions périodiques de lo premiére sortcs

POINCARE a appliqué directecment les considérations précédentes aux eolutionsde la
premiére sorte du probléme des trois corps. Dans ces solutions deux masses plané-
taires se meuvent autour du corps central dens un méme plan (donec 1'inclinaison

mutuelle des orbites est constamment hulle) les excentricités restant trés petites.
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Plusieurs développements ont été donnés de ces solutions de premiére sorte, mais
le dernier en date, & ma connaissance est celui de Jo CHAZY [1] qui contient une
bibliographie des travaux consacrés & ces solutions. L'existence de ces solutions
s'établit par 1'étude d'un systéme différentiel d'ordre 7 comportant deux inté-

grales premiéres, celle des forces vives et celle des nires.

L'étude du mouvement plan des trois corps conduit 3 un systéme différentiel
canonique d'ordre 8 susceptible de réductions qui raménent A l'intégration d'un
systéme différentiel d'ordre 4, suivie de deux quadratures qui déterminen* l'une
le temps, l'autre un angle de rotation des trois corps autour de leur centre de
gravité. Pour étudier lss solutions de la premidre sorte, on applique la théorie
esquissée dans les paragraphes précédents non au systéme canonique complet d'ordre
8, ni au systéme réduit d'ordre 4, nais comme nous 1l'avons dit & un systéme diffé-

rentisl dlordre 7
1 OF

OF OF
— -X F X ——
at 55; 4 Sg 3 Ox,
dx, o 3F oF
— - X + X, ==
at 5x7' 6 5:?5' 5 Oxg
Z_F . ¥
at BE:: %4 %
(8) dx4____aF - OF
dt 6x3 3 axl
dx
5 _ OF OF
at " ox; T X &%,
. op OF

® T T,

Ty __F_ L F

- <
dt dxi OX,

Les trois corps ont des masses Wy Ty my e On suppose que la masse my est
finie, et que les masses m, et my sont petites devant m e Dans le systénme
de coordonnées employées, on substitue aux nasses m, ot ny des masses ficti-
ves m et m' définies par
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o T L oy g
my ¥y my ¥y ¥y

et pour étudier plus commodément les petites valeurs des masses n, &t Hy

n=

donc d¢ m et mn' on pose
m= &M m' = &M

M et M' désignant dcs masses finics donndes comme m;

quentité nunérique petite gue nous considérons corme un paramétre variable tendant

, et ¢ désignant une

vers O o Nous n'cntrerons pas davantage dans le détail. La fonetion F est holo-
norphe en & 81 € est assez petit, sn X X, variables positives quelcongques sous

cette condition que le rapport T soit supérieur au rapport des masses fictives
1

%?—, en les vari~bles By Xy 5 X5y g si elles sont assez petites, et enfin en
la variable Xy pour une valeur quelconque de cette variabls. La fonction F est
d'ailleurs périodique et de période 2 en Xy o Par suite dans le méne domaine,
les seconds nenbres de (8) sont également holomorphes. F est une fonction uniforme
des varizbles X, dans le mérme domaine, et 1'intégrale des aires est un poly-
ndme en X) s Xy y K3 5 Xy Xy 5 Xg oo Les deux intégralcs premiéres de (8) sont
donc des fonctions uniformes cor ce sont 1'intégrale des forces vives F = Cte, et
1'intégrale des aires ® = Cte.

Dens 1e cas du probléne des trois corps, ilse trouve qu'on sait intégrer complete-—
nent le systéie (8) pour € = 0 . Si 1'on suppose que pour €= 0 les deux corps
de masse nulle B et C décrivent autour du corps central A de masse n;
des cercles concentriques, ces mouvements circulaires constituent une solution du

systéme (8) pour laquelle &=0.
 Dans cette solution on a, le paramétre variable & étant nul,

x = Cte 3 x, = Cte 3 Xy = 03 X, = 03 X5 = 0 Xg = 0;

Xy = (n =n')t + xg

Prenons pour origine du temps t =0 1'instant d'une conjonction des trois
corps, et pour origlne des longitudes 1enrs valeurs & l'instant t =0 de la

conjonction. Alors x7 =0 .
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A& 1'instant T = =2b_

‘ n-n'!

qu'ils forment ayant tourné d'un certain angle. La solution obtemue est donc

les trois corps se rctrouveront en conjenstion, la figure

périodique d'aprés la derniére définition donnée au paragraphe 1. Nous avons ainsi
une solution périodique pour & =0 . On doit chercher ensuite lorsque ¢ différent
de O est assez petit si le systéme (8) ndmet encore une solution périodique
voisine de la solution précédente, et se réduisant & celle-ci quand & —»0 . lLa
solution périodique obtenue pour & =0 sera appelée solution de départ. La réponse
est affirmative et le résultat bien connu est que pour chaque systéme de valeurs

des vitesses angulaires (ou moyens wouvenments) n et n' , différentes et dont le

rapport n'est pas égal au rapport de deux nombres entiers gonsdoutifs, et pour

chaque voleur du paramétre ¢ assez petite, existe une solution périodique que

Poincaré appelle solution de lo premiére sorte. Pour plus de détails nous

renvoyons soit aux "méthodes nouvelles", soit au mémoire cité de J. CHAZY,

5. Avent d'étudier les solutions des deuxilme et troisiéme sorte, il convient d!'étu-

dier les solutions périodiques d'un systéme différentiel canonique tel qu'on en

b

prouve dans la mise en équation d'un systéme dypamique &3 n degrés de liberté.
Plus précisément nous considérons le systéme canonique

) e o vy OF

d’® "oy, 7 db T - axi

1=1,2, e, n)

(9) est donc un systéme d'ordre 2n . F est supposée développable suivant les
puissances positives entisrcs eroissantes d'un poromdtre arbitraire €
2

F=FO+SF1+€ F2+-to

F est une fonction périodique des Vi 5 F  est fonction des Xg seulenent.

o
Supposons pour fixer les idées n =3 . On peut facilement intégrer (9) quand
€=0. F se réduit alors & F , ¢t come F_ ne dépend pas des ¥y , (9)
se réduit a
dx & oF
i:O s y-:'L':..--- O-n
t 4 at Exi T4

Ql

Les x, sont des constantes, et par suite les n; aussi.(9) adnet pour solution

cuend € =0
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al
—
1]
'__‘Q”
we
]
Nm
uN
n
uﬁ)
s

y1=n1t+‘cr.i H y2=n2t+1i:52 H y3=n3t+€3‘3 3

La solution ci-dessus sera périodique si existe un nombre T tel que

ng T,n T, n, T soient des multiples de 277, ,la période étant égale a

T . Supposons que ¢ ne soit plus nul, tout en restant trés pstit, et imaginorns
gu'on ait pour t =0

X a1+(51;x2:a2+f32;x3=a3+533 H

VSt Ny 5 VTt Yy 5 Yy =0t g

cherchons s'il existe des solutions périodiques de période T prenant pour

t =0 les valeurs précédentes. Corme les équations (9) ne dipendent pas du temps,
11 semble qu'il n'y ait pas de solution périodique de période T lorsque ¢ est
différent d¢ O , mais grlce & la remarque faite & la fin du paragraphe 3, on
sait qu'on pourra trouver en général une solution périodique de période T ,
parce que le systéme (9) admet 1'intégrale des forces vives, F = h  Dans ces

conditions on aura pour t =T

X1=&l+ﬁl+\\')1§x2 a2+{’>2+\{)2;x3=a3+(3)3+4)3;

1}

yy=n T+w + 5’1+)¢')1 5, n2T+%+X2+/K2; y3=:n3'l‘+'d§+ y3+}\3;

les conditions de périodicité s'écrivant
(10) Yr=¥2= W= S1 = fia = Ny =0

Les équations (10) ne sont pas indépendantes & cause de l'existence de l'intégrale
des forces vives 3§ F d'autre part étent périodique par rapport aux ¥y on a

F(ai+ ‘I%i’ o, + Xi) = F(ai+ {Bi+ \pi,ni‘l‘ SR P j(i) = F(ai+ /511- \‘,1, mi+ Xii-j\i) .

En rapprochant le premier et le troisiéme terme de cette double  égalité, on
voit qutelle établit une relation entre les \{-’i et les )ﬂi s 6t 81 l'on
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suppose par exemple an;' #0 pour £=0 sy Wy T 0 est une conséquence des
1

cing autres équations qui se réduisent &

\\J2=\V3=ﬁl=};’2:”\3=00

Ces cing équations contiennent outre le paramdtre & les 6 inconnues

b1 0 P2 2 39 Y12 ¥o 53 3 on peut donc choisir arbitrairenent une in-
connue, et on en dispossra de moniére que pour t =0 , la variable ¥y, bpar exen-
ple, soit nulle aussi bien dans la solution qui correspond & t=0 qus dans
celle pour lequelle € # O o On prendra donc

@ = =0

Les 5 équations ci-dessus auront une solution d'ordre de multiplicité 1 si le
jacobien

D(Yos¥39 hys f20 Yig)
DUPys fas Ry y20 Y3)

sans entrer dans le détail des calculs, on trouve que ¥ 2 et 4}3 contiennent ¢,
en facteur, de sorte qu'on remplacera 4/2 =0, \PB = 0 par les équations plus
simples

- Y
b2 =0, ¥3=0 5 awe Wy=— 5 by =

“e

on trouve le résultat suivant

D( $2:§:3’ N1r Foo )(3)
D( (513 Ros ,‘33’ L) }53)

a5
=-T Hx(Fo)°Hy([F1 B

Hx(Fo) désignant le hessien de F_ par rapport aux x , Hy([Fl 1) désignant le
hessien de [Fl] par rapport aux y. [F1] déstigne la valeur moyenne de F1 )
dans l'intervalle O ,T ; on a

S
= £ pgd
F) =< sin(ny y) +n, 7, +1y y; +h)
my o, , Iy étant des entiers positifs, pendant qus A et h dépendent des X

et pas des y; en substituant dans F1 les a, aux X, et les nit+ mi+ Xi

aux y, ona

# 0 pour les valeurs nulles des (3,7, ¢

)
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F =24 sin ® w= (m1n1+m2n2+m3n3)‘b +h + 1:12(%+ }{2) + m3(m3+2{3)

F, est périodique en t aveec la période T , d'autre part périodique en
wy + Y, etoen Ty + 44 avec 1la période 2T+ La valeur noyenne de F
dans l'intervelle 0, T .est alors

7
[F1]=-1f F, dt =S A sinw
. |

S signifient que la sormmation doit etre étendue a tous les termes tels que

Fafy Ry ghy =05

sans entrer dens le détail des calculs, on nontre que les deux équations
Y,=0, Y3 =0 conduisent, quand %, = ¥%; =0, aux deux dquations suivantes

9 9
(11) FUE‘EFJ"'O ;5%-[5'1]=o ;

on peut toujours choisir =z, et = de fagon & satisfaire aux équat.ions”'.(ll)
car la fonction [F2] qui est finie, est périodique en &y et a:73 et adnet donc
sur le segnent (0 , 2 W) un nmaximum et un ninirun pour lesquels les équations

(11) sont vérifides. Donc si aucun des deux hessiens H (F ) et H ([F 1 nrtest
nul le systéme (9) admet pour les petites valeurs de E une solutlon

périodique se réduisant pour & =0 & la solution de départ.

D'aeprés la nature de [F ], on voit qu'on peut toujours choisir T, et oy
pour satisfsire aux conditions (11). Mais il peut y avoir des difficultés si
le hessien de FO per ropport aux = est nul. On pourra dans certains cas
surnonter cette difficulté en remplagant Fo par une fonction ‘F(FO) dont le
hessien n'est pas nul.

Un autre cas plus compliqué et trés imnortant puisqu'on le trouve en étudiant
le probléme des trois corps est celui ol H(FO) est nul, parce que Fo est
indépendant de quelques unes des variables x . Soit, par exemple, un systeéme
& quatre degrés de liberté
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P
"“di=5yf;’ dt"i='8"‘x. i=1,2,3,4)
1

. 2
F=F0(x1 y Xp) + EF + &7 Fy + 0us

F, F2 s ees Sont supposées périodiques de période 2 TU par rapport aux y .

Pour ¢ =0 on a la solution générale

X) =8, 4 Xy, =08, - X3 =03 X, = 8 '
(12) yl = nlt' + ?Di_ H yz = n2t + % ’ y3 = ”033 ’ y4 = CU'4
oF OF

- 0 - _ .0 —p =
Mo s BTG s B =R =0
les a; , les om; , les n; étant des constantes. 51 a; et a, ont été choi-
sis de telle sorte que pour une valeur T de t n,T et T soient multiples
0 B 2

de 27T , (12) sera une solution périodique quelles que soient les constantes

y 8, 5 T 5 T &y 9 3, o S1 maintenant € est petit mais non nul, on
83 9 849 Ty TRy D39 Ty ’
aura pour t =0

(13) X

= %
158 Y P

, yi = tﬁi + }gi
6t pour t =T
xgmagr Pyt o, vy EnT e H X, Yy

pour que la solution admettant les valeurs initiales (13) soit périodique il faut
et il suffit que soient vérifiées les équabions

(14) V1= ¥, = =% = b3 = fy =0

Pour la méme raison que précédemment onpeut prendre @; = %, =0, et d'autre
part F =C é&tant une intégrale premiére et %E— %E- = ~n n'étant pas nul
pour £ =0, les équations (14) ne sont pas 1ndépenda%tcs et ‘Pl =0 est une
conséquence des sept autres. On montre que les conditions (14) prennent la

forme

w RS R
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avee _ .
TR~ A B SR Y)
2= V3T YTt Mt Mt
Les équations (15) contiemnent les inconnues P, , S, , P3r Pas Y20 X309 Yy
en plus de & . On peut dire qu'elles déterminent ces inconnues en fonctions

implicites de & , s'annulant avec & . La solution ainsi obtenue sera d'ordre

de multiplicité 1 si la jocclien

D( \})29 @39 :}749 xl’ )‘29 5(.3’ :7—(4)
DCp1s Poo Pgr Bar ¥ 2 X3 ‘X4)

n'‘est pas nul pour ’3i = 'Ki =0 = £ . Le résultat de Poincaré peut s'énoncer

ainsi. Les équations (15) sont satisfaites pour &=0, gy = ‘Ki =0 pourvu

que a5 5 8, Ty 5 T 9 @y o satisfassent au systéne

(16) R _OR _OR _OR _OR _,
- - - - A ’
6a3 6a4 BUQ Oa§ éaﬁ

la fonction R étant la valeur noyenne de F1 pendent une périods. On suppose

qu'on a revplacé dans Fy , X , Xy , X3 , X, PAT 81 , 8y 5 8y 3 § et
Vi Yo Y3 I, REL n b, n2t+m2yw3,m4-Cesvaleursde 8y 5 8 5 Ty
g 9 T sont celles gui rendent R maximum ou minimum.

Lc Jacobien ci-dessus est le produit de deux autres ¢ celui du hessien de
Fo par rapport a ay et a, que nous supposons non nul, par le hessien de R
par rapport a 8g 5 8y 5 Ty 5 TP 3 TIy < Si ce dernier hessien n'est pas nul
les équations canoniques étudiées admettront encore des solutions périodiques pour
les petites voleurs de € qui se raméncront pour € =0 & la solution de départ.
On peut dire aussi que e telles solutions périodiques existeront pour les
petites valeurs de & si la fonction R considérée comme fonction de 8q 5 8y s
= Wy 9 Ty admet un maximum ou un minimum. Nous pouvons résumer ce qui .

précéde de 1a fagon suivante ¢

Soit le systéme canonigue

dx dy.
i . OF i_ OF s , . .
T~ 6Yi YT T " o i=1,2,3, 4 dans l'exemple précédent)

ou la fonction géniratrice F peut se développer suivant les puissances posi-

tives entiéres successives d'un paramétre tres petit €
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: 2
= £
F _.FO + F1 + & F2 + eee

FO est fonction de x et X, seulement 3 F1 ’ F2 y eee Sont des fonctions des

X, et des s péricdiques de peériode 2T par rapport aux Yy o° Pour €=0

i
on sait intégrer compldtement le systéme canonique dont la solution générale est

alors

oS
e
o
|
S
e
ct
+
we

aFO
n, == 35;' pour i =1,2 3 n,

It}

Opour i=3,4‘ ’

Pour qu'une telle solution soit périodique, il faut choisir les constantes 2y

et a, de telle sorte que les deux quantités n, et n, soient commensurables
entre elles. La solution périodique ainsi obtenue dépend de cing constantes ar—
bitraires TSy @y y T, 9 83 5 8y 5 CAT O peut choisir 1l'époque origine pour
que T = O .Pour E#£O0 s le systéme canonique étudié admet encore une solution
périodique qui pour & =0 se confond avec l'une des solutions précédentes, celle
pour laquelle les cing constantes a3 9 8y o @35 ’ Liz s n¢ sont plus ar-
bitraires mais vérifient le systéme

3R _OR _dR _OR _ OR

= = = = =0
Oay " day T 0m, T Omy ¢ ey

4 condition que le hessien e R par rapport a Ay p 8y 9 By y T3y & , N6
soit pas nul. Ce résultat subsiste si les valeurs de A3 9 8y 5 T 5 T3 5 T,

solutions du systéme précédent sont d'ordre de multiplicité impair.

6. La recherche des solutions périodiques de la deuxiéme sorte,comme d'ailleurs
de la troisiéme sorte constitue une application immédiate des considérations dé-
veloppées dans le paragraphe précédent. Nous traiterons seulement le cas des
solutions de la troisiéme sorte,dont les solutions de deuxiéme sorte sont un
cas particulier. Si 1l'on rapporte le corps B a&u corps A et le corps C
au centre de gravité D des corps A et B, 1l'intégration des équations du
nouvenent est celle d'un systéme canonique d'ordre 8, toutes réductions faites

d/\ _OE _ dn _gF ; dH! _ OF

31” & “og’ ® TdgF ® T3

(17)

a oF | dg* oF

at OF dg_ _ ok, 4t _ - .
- "0 @® TOSA q- T ~om F

Q
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La fonction géndératrice F est développable suivant les puissances du petit

paramétre & , de la fagon suivante

2

F=F0+ ‘:.t'l + b F2+0-o
1
F_ ne dépendant que de N et A'. F, est, & une fonction de N et A additi-
ve prés, la fonction perturbatrice. F, est périodique en A ,,6', g, g' avec

la période 2T , et c'est également une fonction de A, N , H, H'" . Nous
devons définir nos variables. Solent my ; Dy s Ty les masses des trois corps,
f 1la constante de l'attraction. Poscus

!

‘h:f(ml +m2) V'—:f(ml +m2 semB)
(m, +n0,))
m=m1+m2= LM mt:f%: ¢ M
(18) e ) iy M
A=u \fya N = \/F—a‘v"

H=M Y p a(1-c%) H = M\ 'cav(1—ez)

a, 6, /4 , & sont respectivement le deml grand-axe, lléxesntricité, 1'anomalie
moyenne, et, la longitude du périhélie comptée a partir du noeud ascendant

comrun des orbites, de la trajectoire du corps B .
U S P q .
at , 6!, {', g' sont les mémes é1léments relatifs au corps C .

Supposons qu'ad la limite, ¢ s'annule. Le corps i de masse m, se trouve en
présence des deux corps B et C de masses nulles. 4 coinelde avec le centre
de gravité des trois corps et, par suite, est fixe & l'origine des coordonnées
cartésiennes. Les mouvements de B et C par rapport & 4 sont des mouvements
elliptiques. (17) se réduit au cas ol la fonction génératrice est égale a F oo
On a tous calculs et intégrations effectuds

A= A A = N3 H=H 3 H =H
F . oF ‘
L=-g2vel 5 U=egZtr o0 5 g=g 5 g =g 3

nous poserons
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a et a' sont liés oux vitesses angulaires n et n' par les relations bien
connues

n2 a’ = n’2 a'3 = fm1 .

Pour que la solution du systéme réduit définie par les formules ci-dessus soit
périodique, il faut selon la théorie exposée au paragraphe 5 que les moyens nou-

venents n et n' soient commensurables entre eux, c'est-a-dire que l'on ait

3
(19) n ¥ N_p
Y

p et q ¢tant deux entiers preniers entre eux, positifs si les deux trajectoires
sont décrites dans le sens direct; ce que nous supposerons ; d dtant le p.g.c.d.
dc n et n', nous aurons n =pd , n' =qgd et la période du mouvement

sera égale & T = E%L o

Donc sous l'unique condition de la commensurabilité des moyens mouvements, le
systéme réduit admet des solutions périodiques dépendant des six constantes arti-
traires HO ’ Hé ’./Eo ’ ﬁo - ,gé .

Autrenent dit, si les corps B et C ont des masses nulles, le problems des

trois corps admet des solutions périodiques de la troisidme sorte.

(19) peut s'éerire sous la forme équivalents
2
(191) 8. x = (27
P

si x<1 (la plentte de demi-grand-axe a est constamment intérieure a la
planéte de demi-grand-axe at). Ona p >q s CE& que nous supposerons constame

nent par la suites

Donc si n et n' vérifient (19}, le systéme (17) admet une solution pério-
T

dique dont la période est T =3 et qui dépend des six constantes arbitraires
H , H , ’(o R ig » & 5 &} o Nous allons supposer maintenant que le parandtre

& quoi que trés petit n'est pas nul, et rechercher si le systéme (17) adnet
des solutions périodiques se réduisant pour € = 0 & la solution que nous venons
de déterminer. Nous devons chercher s'il est possible de choisir les constantes

. )
Ho ’ Ho ’ ib ’ '20
les équations du mouvement admettent une solution périodique ol les valeurs

» 8, s 8 de telle sorte que pour les petites valsurs de ¢

initiales des huit variables seraient respectivenent
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) ; /.
N+ Py A *fos HO+,-§3, H O+ 0,

: i
£o+\61’ 'Qo+?52’go+53’ 8(')""}{4

les {5 et les X étant holomorphes en £ et s'annulant avec & « 4 cause de 1'in-
tégrale des forces vives, on pourra chercher une solution périodique de période

T , et choisir l'origine des temps de maniére a avoir .10 =='(1 =0 .

‘ 2 () 2’ . ’ () . e 3 b
ﬁb et Ay sont déternindes par l'intégration du systéme réduite. I1 reste a
déterniner les cing constantes H_, H! , J4

(¢]
forner la valeur noyenne R de la fonction perturbatrice F1 pendant une periode

s B, s gé « Pour cela il faut

T du nouvenent. Les cing constantes & ddterminer sont solutions d'ordre de nul=-

tiplicité impair du systéme

OR__OR__OR _OR _OR _OR _,

(20) o eyl e ey
OH 6Hé 6{% 5go 6gé oL

Les 6 équitions (20) se réduisent & 5 parce qu'on peut sc donner ‘io =0, 0On
peut A'ailleurs montrer facilement que
oR
nx8—9+n'-a—z-,-=0 .
zo *o

Donc si un couple de valecurs },O , ,J&(') virifie %—z— =0 1'équation %%g =0
o

sera autonatiquement vérifide. Ces deux équations ne sont donc pas indépendantes,
et on pourra prendre arbitrairenent ’Q'o = 0 . Quand on substitue dans Fy les
solutions du systéme réduit, F, devient fonction périodique de t , avec la
période T . On a

-

2 1 1 sl } .
F, =44 cos [(mln + myn )b+ m £ +m, by + g+ m48;3 .

A =‘A(’\o y A s H 5 H C) C étant la constante des airese On obtient R

en prenant dans F1 les termes pour lesquels on a
! -
(1) mn +mn' = 0

Or si d est le pegecede de n et n',onna n=pd, n'=qd, et renplagant

dans (R1) n et n' par ces valeurs,on a,corme 4 est non nul,

mp +mgq = 0 1les solutions en nombres entiers de cetts relation sont
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- + + +
ml=Sq ’ m2=sp (S:O,-l,-2,—3,u.).

OR _OR__OR _ ¢ o . <o
Les equations St~ = Sa = 8gT - 0 peuvent &tre satisfaites, si on o choisi

éb =0, par les valeurs

g, =0 ou T 3 g =0 ou T ; p2'0=r‘ﬂ“, r = Q,0,2,000,2p~1

il reste alors & satisfaire aux deux équations

w-=0 5 w0 oo
(e}

Pour des raisons de commodité de calcul on substitue i H et H' les excentri-
cltéds e et ! a:msi que les inclinaisons 1 et 1' . Au 1ieu des deux équa~
tions ci-dessus entre les variables indépendantes Ho et Hé s on considérera la
fonction R des quatres variables e e! 1 i' en remarquant qulellss sont liées

par les intégrales des aires

,"'—1—"' >
/\o\/l-ez cos 1 + /\(’)\/l-e"d cos i' =C 3 /\O\/l-e sin } v./\'\/l--e'2 sini =

On se raméne donc & un probléme d'extremum 1ié, qu'on traite par la méthode

classique des multiplicateurs de Lagrange, et nous avons montré que sur les deux
multiplicateurs qui devraient s'introduire, l'un est nul, Au total 1;0 R ,E; ’
g gé ayant les valeurs précédemment écrites, on détermine les excentrieités

e}

¢ et &', les inclinaisons i et i' par le systéme
- of of
oR 1 _ . oR 1
etk =0 5 Sertkgr=Eo

(22) 3R . Of OR of;

e )
ou fl E/b leg™ cos i - i‘\; leg!™ cos i' = C =0
= /\on-e sin 1 - /\'O V1ieg!™ gin i' =0

R dépendant seulement de i par l'wntemedlairc de i +1i' , nous avons montré

qu'on peut remplacer par exemple l'équation cn B_T s par l'équation plus



3=R0
simple f2 =0,

En définitive on a le systéme suivant

{ OR ¢ cos i OR ' g! cos i
B-é--k /\o———-——zo 3 B-G_T—k /\O'—"'—"—"'=O
1—92 Vieg!

(23) N
%—-k /\OV1-62 sini =0 ; /\oVi-e sin 1 - /\O l-e'” gni'=0
Ao V 1-¢" cosi+ ,\"o Viegt® cosit =0

Ces cing équations contiennent les quatre variables e , 6' , 1 , 1' et la varia-
ble auxiliaire k « I1 y a donc autant d'dquations que d'inconnues ot en général
on peut considérer (23) comme déterminant les cing wmariables e , ' 4 1 , i' et
k .

En s'appuyant sur les propriétés classiques de la fonction perturbatrice, notam-
ment sur le théorémc qui donne l'ordre d'un terme quelconque, et en utilisant le
développement classique qui suppose explicitement que les inclinaisons restent

faibles, on est amené & distinguer deux cas
19 p = g et un nombre pair
2° p - g est un nombre impair.
La différence p = g joue donc un rdle capital dans la recherche des solutions

périodiques de troisiéme sorte.

7. Supposons p = q pair;plus précisément supposons p =g » 4 . On a alors
R=R +K

R

1 étant 1'ensemble des termes séculaires purs (m1 =m, = 0)

R2 dtant 1'ensemble des termes séculaires & cause de la commensurabllité des

moyens mouvements.

On arrive au systéme suivant
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\Xlz T ¢ =~ 7 e'-k/\oe+Dl=O
S L)
X2 E = e + —-Z-_ ' -k A el + D2 =0
, 1)
(24) ;_____ N -
-,X3' 1 +4) -k /.01+D3_o

- \ - '.' e
X4-/oi /\01 +D4

X5 = /\,O(e2 + i2) + /\;(e'2 + 1'2) + D5 - fz =0

On a posé Pz = 2/% + 2/% - 2C .

Nous avons montré comment on pouvait résoudre ce systéme par la théorie élémen-
taire des fonctions implicites;(24) par exemple est vérifié pour les valeurs
nulles des 5 variables e , €' 4 1 , i', et p quel quc soit k . Isolons une

des équations qui contient k , la troisiéme par exempls. Il reste

i 2 4 5
D(X, X5, X9 X )
’d . ~ ~ [] * 1 . » —
qui déterminent e &' 1 1 en fonction de p mais Ble,e7,1;17) 0 pour
e =e!'=1=1i'=¢ =0 et d'autre part ce jacobien est dec rang 3, car
D(ty X, X,) 5 (1) (1) 5(2)

[(—-——k A )(——-—-k A, )-(———-—) ]

D(e,et,i
n'est pas nul, szuf pour les valeurs de k annulant le crochet ci-dessuse

Donc X, =0, X, =0, X4 = 0 déterminent e , ¢' , i comme fonctions impli-
cites de 1' + On a d'ailleurs e = &' = 0 car Xl =0 X2 = 0 sont des fonc=

tions impaires de e et ' & cause de l'hypothese faite sur la parité de

p - q , donc s'annulent identiquement quand on y fait e =¢' = 0 , quels que
soient 1 et 1i' pour e = ¢! = O . Comme avec l'hypothése faite sur k la
solution pronant la valeur O pour i' = O est unique, on en conclut que

e =o' =0 est solution d'ordre de multiplicité 1 du systéme
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on tirera 1 en fonction de i' de X4 = 0 aprés y avoir remplacéd e et ¢!
par O en utilisant cette fois l!équation X5 = 0 on trouvera d'abord i en
fonction de ¢ , puis i . Par X3 = 0 on obtiendra la valeur de k dont on

vérifie qu'elle n'annule pas le crochet ci-dessus. Nous avons montré qu'il existe

N

dessolutions périodiques de la troisiéme sorte & inclinaisons non nulles quoi-

que petites. Les développements trouvés en fonctions dc ¢ sont seulement

valables tant que ¢ reste assez petit. Et dans le cas présent ob p - q sest

pair les orbites limites qui correspondent aux valeurs trouvées pour € , &' ,

i, i' sont circulaires.

On a les formules suivantes

A, A 1) Ao+ A
;o 5 0 B 0o 'o
i:r—-ﬁ—+...o ilz?T'f‘..., e =e!' =0 3 k:--—z—m'—:—-
o
A, Ao g1 AN

i = - T—= e e e i' _"P—_—*‘O” € =e’ =O; k=—
h ? h 4 Mo /\B

h=+ v/\o Aot Not A/

si on avait employé pour déterminer k soit X; =0, soit X, =0, on aurait

trouvé des solutions périodiques de la deuxiéme sorte.

8¢ Dans le cas o p = q est impair, la fonction R n'est plus une fonction
paire par rapport & e et &' , et introduit des termes linéaires en e et 6!
qui donnent par dérivation des termes indépendants des excentricités. Pour pou~
voir considérer la solution qui pour p =0 est nulleen e, &', i, i' nous
devons faire l'hypothése que p - g >1 , donc p -~ q =3 « Nous avons le

systéme suivant
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g{1) 5 ()
X = —— ¢ - et =k Alet B(i + iW + oees =0
X, = -B(j) ] +B(:) e!' =k /\'O e! + Bt(i +:'L‘)2n + a0 =0
(25)\)(3;-’3(:) L +3) -k A_1+... =0
X4‘:'/\oi-/\(')i’+... =0
LXS z /\O(e2 + 12) + /\'O(e'2 + i'z) - fz + e =0

onaposéd p=qg=2n+1 n=1,2,3, .

(25) s'annulant pour & =e' =i = 1! =f =0, on peut poser

A

6 = 8?3 e! =e'p i=1¢ 1t = b

A étant un entier positif. Substituons ces valeurs dans (25), on arrive au
systéme suivant

/(’ [(B()-k/\)i --(;—)-“']*rfan(t-by')zni»... =0

2 -_(12_). + (Bil) -k A )ED+ %Zn Bi(t + W)N 4 0, =0

(26 (--—E-l-)-(i.uu)—k/\ »)f+... s0
PNV - /\(;@') F e 30

R R VI T S

cherchons pour f =0 les valeurs de ¢, ¢'y ¥, &' o Deux cas son{ & consi-
dérer
;\42n=p-—q-l

NA=22n=p =-qg-1
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si A<42n, le systéme (26) donne

(1)
. B 1 1
€ = € =0 K = - ( =)
o) 0 4 /\o M
A A
W T WETh h= VA, alng * AS)

si A =2n, onapour P=0 1le systéme

(-’?-g-)-—k Ao)eo--&gf-)- £’+B(&O+uo)2n =0
_§_E_§)_ E0 * (Birl) -k /\;) E'0 * B'("o * b;)zn =0
(27) -E%l—?—(bo+&,'o)-—k AL =0
/\o b © A; Co =0
~\/§>‘“i* At =0

les trois dernidres équations ne contiennent que vy et L’O

o Pour qu'elles
soient compatibles le systéme lindaire et homogéne formé par la troisitme et la
quatriéme équations de (27) doit admettre des solutions non nulless On doit

donec avoilr

1 1
k=- (= + =)
4 /\0 /\O
D'ou bien entendu
o= : .—../\.O- L’ = : /\0
o h o 2}

en portant dans les deux premiéreséquations (27), on obtient € = ot £, par

1a vésolution dtun systéme de Cramer & déterminant non nule On peut donc éerire

peqel

S = E(; f‘zn"'oou: Eof’ + see

1) .’ —-1
et = goi) + see = .E'.O f'pq ¥ a0
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Dans le cas ol p - g est un nombre impair supérieur & 1, il existe des solu-

tions périodiques de la troisiéme sorte ou dans la solution de départ les exc-n--

tricités initiales ne sont pas nulles et ol les inclinaisons sont petites. Par
rapport & la variable auxiliaire P s qui reste petite, les inclinaisons sont

du premier ordre, et les exeentricités dlordre p=-q -1,

I1 est intéressant de voir ce qus devienncnt les équations (24) ou (R5) lors-
qu'on suppose f = 0 . Nous avons montré que cc cas limite correspond aux solu-
tions périodiques de premidre sorte et que 1l'on retrouve d'une nanidre extreme—
ment simple la cond’*ion d'existence de ces solutions, & savoir que le rapport
des moyens mouvements n et n' est différent du rapport de deux nombres entiers

consécutifs,

9. Les résuitats des paragraphes 7 et 8 supposent qus l'inclinaison mutuelle des
orbites reste faible, c'est-a-dire que 1'inclinaison de chaque orbite sur le
plan fondamental de référence reste petite. Cette hypothése s'est introduite
quand nous avons adopté pour la fonction perturbatrice donc pour R 1ls dévélop-
pement classique de Leverrier, développement effecctué & partir de 1'hypothese de
la petitesse de 1l'inclinaison mutuelle. Si 1l'on suppose que l'inclinaison mutuel-
le des orbites a une valeur quelconque comprise entre O et 180°, le dévelop—
pement de Leverrier ntest plus —alable, et il faut lui substituer le développe=
ment de Tisserand. Comme variable inddépendante en fonction de laquelle on expri-
me les éléments elliptiques e , e' , 1 , i' , on abandonne f . On est amené &
étudier un systéme de cing équations simultanées, en plus de la condition

o= g-. Ces équations sont

n
OR oR JR oR oR
-~ =20 o . O ez O — = 0 =0
35 5xi 5 Sxé s 5%3 ’ 5x4

o A=p A\, -qA 3 X =ecosg , X;=c'cosgl, x3=6sing ,

X, = e! sin gé .

Ces équations déterminent les cing quantités A 2 X 9 Xy 9 Ky 5 X, €N fonc—~
tions implicites d'une variable auxiliaire wjcette variable » est une variable
oblique suivant la terminologic de Po:ncaré. On a en effet

1
» = sin? %r



. 3=R6

J' é&tant 1l'inclinaison mutuelle des orbites dans le cas ou =e'=0.0n
retrouve bien entendu les résultats précédents quand les inclinaisons sont
petites, mais on montre qu'il existe des valeurs de » pour lesquelles on a
d'autres orbites périodiques. La différence p - q joue cncorc un rdle capital
dans la discussion qui est alors complétement différentc suivant que p = q
est pair ou impairé Nous ne pouvons nous étendre longuement sur la discussion
que nous avons faitee. Nous avons surtout voulu mettre en évidence les bases
théoriques de la recherche des solutions périodiques & savoir : théoréme de

Poincaré, solutions périodiques d'un systéme d'équations différenticlles.
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