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THEORIE HEXADIMENSIONNELLE DU CHAMP DE CERTAINES PARTICULES

par Mlie Josette RENAUDIE

1. Introduction,

Dans la précédente conférence,Mr Y. THIRY a montré que l'on pouvait rsprésenter
le chanmp électronagnétique et le champ de gravitation par un seul tenseur, le
tenseur nétrique d'une variété riemannienne V5 4 5 dinensions. La cinquiéne
dinension est sans signification physique, mais la relation d'équivalence définie

par un postulat de cylindricité entraine l'existence d'une varidtdé-quotient VA °

Sur V4 est définie une métrique riemannienne fonction de celle de V5 s qui

permet d'identificr V4 4 l'espace=tenps de la relativité générale. Les équations

du champ sont de le méme forme que celles de la relativité générale, soit
S“i”::o [x,p:O,l,...,A,]

ou S\,,(/3

forment, en les écrivant tensoriellement dans V4 s en une équation vectorielle

généralisant les ¢quitions de loxwell de 1'électronagnétisme, une équation
T-. =0 ou T
1J 6
chanp, une équ~tion scalaire SOO = 0 sans interprétation.

est le tenseur d'Einstein de V5 s dans le cas du vide. Elles se trans—

(T ,J3=1, cco , 4), cst 1o tenseur d'impulsion-éncrgic du

La trajectoire d'une particule du nodtle fluide parfait, soumise & ce chaup,
est une géodésique de V5 invarionte par les isonétries. Le principe des géodé-

siques, admis en reletivité générale, est ainsi encore vérifié ici.

Nous allons montrer qufen conservant toujours un schéma riemannien, mais sur
une varicté a une dimension de plus, soit Ve s nous pourrons définir par le ten-
seur nétrique de Ve le chanp (4) d'une particule de spin maxinunm 1 couplé
avec le champ de gravitation. Le champ (4) est formé de la superposition de
plusieurs champs tensoricls qui ont été considérés par L. de BROGLIE [ 1] sans
interaction pour simplifier la mise en dquotions, qui sont alors linéaires, et
parce qu'aucun critére ne permnettait de choisir parmi les différents te: nes

d'interaction tenscriellenent possibles. La nise en équatioms faite ici fera
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apparaitre d'une ncniére naturelle ces termes d'interaction. Nous nontrerons cussi
qué 1l'on peut conserver ici le principe des géodésigques. Enfin nous curons,
cormie dans la théorie de Jorden-Thiry, une ¢quation supplénantaire déterninant la

variation d'un paranétre non interpriété.

2. La variété riemonnienne V6 .

Soit V6 riemannienne hyperboliquc normale, nous supposerons que dans V6
existe une relation d'équivalence qui permctte de définir, par passage au quotient,
une variété riemannienne vy identifidc & l'cspace-tenps de la relativité générale.

Y. THIRY a supposé pour V5 1l'cxistence d'un groupe a un paramétre d'isonétries
globales par rapport auquel existalt un systéme de coordonndes adaptées. Nous
généraliscrons ceci por l'hypothése

V. admet un groupe d'isonétries abélien & 2 paranétres engendré par deux vec—

6
teurs de Killing 35 et ??' .

Soit

dé‘z-'-"}&ﬁ’dxxdxl5 o\,ﬁsO,l,n.,S

la métrique de Ve dens luquelle 1l'indice R est l'indice de tenps,
Le caractdre abélien du groupe permet de choisir un repére naturel adapté aux
isondtries par rapport auquel
- -,
}:(1,0,..0’0)’ ‘?3(0,1’0900.’0)
en coordonnées cantravarinntes, et les pr sont fonctions des x; seulenent
|:I=2,...,5].
On a

2 2 2 _
§=-§=Xoo’ ?"Xll

Variété=-quotient par lc deux-groupes = Considérons l'isonétrie ]? et définis-

sons une veriété V5 , quotient de V. , par la relation d'équlvalcnee induite

par 1'isométrie. En coordonnées adaptées, un point de V5 sera défini par

[xl,...,x5]=[xi] i,jsl.qco.‘j

Choisissons sur V5 1o métrique
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telle que

2 o Yoi . iR, .2 _ ¥oi Boj
1572 g e oy gy - ==t

(Celle introduite par Y. THIRY serait ¥ gij)°

9
L'isonétric ¥' induit dans Vs une isonétric ; , 7, =[1, 0, ¢es , 0]
que l'on utilisera de méme pour former V4 , varidté quotient de V5 par la
relation d'équivalence déte ninée par 'ﬁ , rienannienne par l'introduction de

1la nétrique

2 1.3
dQ = hIJdX dx (I,J=2, 000,5)
&1 &7 2 1 &1 1.2 2
Bry = 817 - ds” = gy (ax + = ax)" +al

811

Pour faire ecci nous avons choisi dans le 2-groupe deux isonétries engendrées
par deux veeteurs de Killing non colinézires. lLe tenseur nétrique hIJ ne
dépepd pas de ce choix, il pourrait donc &tre défini par descente directe de

V6 a V4 3 1'aide de la rclation d'¢quivalence définie par le 2-groupes

Dtaprés les hypothdses faites, le chanp des feuilles V2 inveriantes par le

groupe d'isonétrie est intlgrable dans V6 .

Tenscur d'Einstein ds Ve - Les équotions du chanp seront formées & partir

du tenseur d'Einstein de V6 « Nous cnlculerons les conposantes de ee tenseur

Sy b de V, por rapport & un repére orthonorné adapté
2 042 1.2 2,2 2
[d6? = = (2 = (P + () = () = wee]

puis décomposerons ce tcnseur en plusieurs tenseurs de V4 o Ce sont ¢

DIJ’ SIo’° 5115 Soo; 5115 5ol
Posons ¢

o=~ 3 3 81=-7%
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c~><01 . _ Yol ' &1
= = 3 p T
Yoo 1 Yoo I 11
0pe=or3 Agy=0pay=0Oyap; Bry=05by-0;by

Les valeurs des 3 X sont, en notant V la dérivation covariante dans V4
PIJ lc tenseur d'Binstein de V4 :

2 2
_ L 1 KL L 1 KL
Spp=Pg 'é_(AI byp =7 byy gt ) # %“ (By Byy =7 by B B )

2
* 52"(% o5 =z By o o) - _;_[vJ(aI 7) =byy by

"'g'[V 100 i)‘hIJAEJ" § % ¥

3
l
[M
l
S
Q/
ey
\".
l
nof
0/
[N
wr

-7
. 3 1J Vz 1J _é'f‘_ J 1 A
b =.§§ A._ A 5 BIJB + ) ) QJ.--;- ‘7
« _ ¥ 13 39 15 £ 3 1A
oy =g b b g By B +ec 3T §

3. Charp de la particule de spin maximun 1, [1]

Les potentiels du champ sont

1 .
"?I potentiel=vecteur complexe = ¥ 1 + 1 %I

1 2
¢ potentiel=-scalaire complexe =  + iy
(en coordonnées réelles).

2—-
Les équctions sont, si k| ="'17l1"_ n, (s=1, 2)

et
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ko $13=% Y5=9% Y1 = (% $17°% $5-9% 1

{ - S —
k, ¥p =or ¢ >k y1 =9 ¢

qui expriment que le tenseur de chaup “fIJ est le rotationnel du vecteur th
st que \PI est le gradient de R

aI 8

N , - S
o Yrr=k, Yy > Y15 =% ¢;

I - I s - ]
\6 Y1 =k y > 0 W1 =k, V

Ces équations sont exprimdes tensoriellenent dans l'espace-tenps de la

relativité restreinte.

L'introduction de la gravitation se'fait, dlaprés 1'étude de la relativité-

générale en remplagcant O par ¥ calculd 3 l'aide des hig o

Le tenseur d‘impulsion-=énergic associé peut &tre déduit de son expression a

1'2ide des fonction d'onde

- K1 | 1 K
= CATE EEE T UL LU DYE HT IS
+(§1 $r-z0y ¥ \?’K)"hIJ(‘i)z}

Termes d'interactions — Si nous voulons préciser leés équations du champ, pour

1tinstant lindaires, en leur ajoutant des termes non lindaires qui traduisent les
. . S S

interactions des chemps cn présence $1s ¥ ) , nous devrons toujours pou-
voir le faire dircctement sur les équotions complexss, iee. 81 nous ajoutons
séparénent des termes aux premiers nenmbres des équations scalailres réelles par

exemple, ils devront &tre les partie réelle et coefficient de 4 dbune mlne

expression scalaire conplexco

On pourrait per cxemple ajouter &

et a
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qui proviennent de
1J
fir ¥ -

4. Ecriture des équations dans V6 o

Choix des tenseurs de champe = Nous cherchons & idontifier les premiers nenbres

des équations réelles du chanp, le tenseur d‘'inpulsion-éncrgiec, avee des combineiscns
linéaires des 3. p » cccl par une identification convenabls entre tenseurs de
champ et tenseurs fonctions du tenseur nétrique ¥ pe

Pour ceci nous tiendrons compte des termes en dérivées secondes des potentiels

ct identifierons ainsl, & un facteur scalairs pres A;; ot &fl 17 »+ Byy ot

“%IJ s Cp et "1"1 s Une conbinaison lindaire de aI g et 51 '7 st ¢ 19

puis nous étudierons les ternes du second degrd par rapport 3 l'ensenble des
tenseurs, dans S, B e
Considérons d‘'abord

- 1, 2 2 1 1
500 - ,511 =73:(§ AIJ R v BIJ BIJ) + (‘E Ag“',;A?) LAY

Y 17 - 7
S10"'2'4"BIJA “%‘VJ"

Le dernier terme écrit dans 50 0" 311 peut s'éerire

VI 61 1og(-:f;-) + termes du ler ordre en 5 7 °

I1 nous conduit & prendre

2
Y1~
Puis, les ternes en L , B de I3 = 3, et 5, = proviendront d'un nfne terme
con “lexe ‘f’IJ x[)IJ si 1'on pose
1 2
¥ 15 = 5 ¥ 1357589

. \ I 11
qui nous force ensuite & poscr Te = y

[ceci n'aurcit »nos (té possible si 1ltun des vecteurs de Kiiling étegt orienté

dans le temps, cor on aurait eu + 72 au lieu de w ‘72 Js Les tensours géoné—
triques A identifier sux tenseurs de chanp sont alors parfaiteuent déterminés par
cette étude alors que, dans la théorie de Y, THIRY, on avait pu choisir & posteriori
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le facteur par lequel il fallait rultiplier FI g par des calculs de solutions

approchéese

De plus, nous nvons dons $ x @ les ternes d'interaction 3 nous venons de nettre
en évidence thJ \F , on peut aussi nettre en évidence des ternes analogues

Seccnds nembres. = Dons les équations, tensorielles dans R4 s nous avons des

seconds nenbres diffdérents de zéro, fonctions des potenticls des charnps avec
coefficient proportionncl & la masse proprc de la particulce De néne, nous
surons ici un second membre <G ﬁdc.ns g( ﬁ ‘@? qui sera fonction uniquenent
des potentiels, le coefficient étant k,

Remar~uons qu'il n'existe pas, pour le chanp électronagnétique gravitationnel,
de second nenbre dcns V5 nais que l'on suppose que la masse propre du photon est
nulle, donc que le cocfificient appelé ici k= ost nul.

Ici CGIJ devra contenir les termes en potentiel de 'J.‘IJ
S
; 1 ~ 3 €4 a ,
5618 s'identifiers & k W1
- [ | G, f 5
KCIN G11 et Ly, etk ypo.
On peut exprinmer V()x& 3 1'aide de potcntislsevecteurs & 6 conposantes §

]

0x : qui appartiennent aux V, généralisent g?

¢ qui eénérali s
‘S x ¢ qui généralisent Y1

Nous avons alors

@(p Z[U U(3 _}. prf’ Uf]
s

la some étent étendue & U, =0 , 'S,x .

5. Trajectoire ¢'une particule moddle fluide parfalt,

Prenons pour second nentre
Loo=ru, u r fonction de la nasse

Des conditions de comservotion, on déduit que ln trajectoire cst une géodésique

de V

5 invariante par le groupe d'isonmctries 3 il y a deux intégrales premieres
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du nouvenent $
u =h 3 uy =k

L'équetion s'éerit dons V4 sous la forme

Ig . __h 1 I 2 1 12
u Vyup= 3 WigW - A g W =Ry Yyt P

-

(:A,P,u,f fonctions de ¥ 6t b )

Xy =905(%y)

6¢ Paramétre surabondant.

Nous avons utilisé comme variable de chanp ¥ et ¥ par la combinajison -%- H
la quentité =g = 6J( i3 7) peut ainsi &tre considérde eorme varicble sans

interprétation, indépendrnte des chanps. Sa variation serait régie par 500 + 3y

3 Vi semble se comporter d'une naniére analogue & un chanp scalaire qul inter-
agirait avec le champ (4) mais les thdories physiques du champ ne permettent
pas de lui donner d'interprétation prdécise. Renarquons cependant que le choix
arbitraire des vecteurs de Killing dans V2 peut entrainer 1l'existence d'un

arbitraire dans les cquations du chanpe.
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