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Annéde 1958/59

22 novembre 1958

THEORIE PENTADIMENSIONNELIE
DE LA GRAVITATION ET DE L'ELECTROMAGNETISME

par Yves THIRY

1, Présentation axiomatique de la théoris.

L'é1ément primitif de cette théorie unitaire est constitué par une variété
Vd ] by - 2 e ° I
différentiable a 5 dimensions V5 de classe C , les déerivées secondes du chan—-
gement de coordonnées dans l'intersection de deux domaines d¢ coordonnées admissi-~

2
bles ¢tant de classe C  par morceaux (V5 de classe [02 , ¢t par morceaux J).

I1 est défini sur cette variété une métrique riemannienne d 0'2 partout fe typs
hyperbolique normal, dont l'expression locale dans un systéme de coordonnées admis=—

sible est

d6-2=x‘xp ax* ax B (q,ﬁ,toutindice gree =0,1,2,3, 4)

Ls tenseur fondamental, dont les composantes sont appeldées les "potentiels"

9 o‘% pp
pour le systéme de coordonnées envisagé, et sont de classe € avec des dérivées
premiéres de classe 02 par morceaux, st appelé 3 déterminer le "phénoméne élé-

mentaire unitaire", c'est—a-dire le mouvement dune particule matérielle chargée.

La suite des hypothéses constitue pour V,5 le postulat de cylindricité

by

La variété riemannienne V,). admet un groupe connexe a un paramétre d'isométries
globales de V5 4 trejectoires 3z orientées d 52 < 0, ne loissant invariant
aucun point de V5 s la famille de ces trajectoires satisfaiscnt aux hypothéses

suivantes @
. \ 1

- glles sont homéomorphes & un cercle T 3

- on peut trouver une variété différentiable V4 qui soit comme V5 de classe
[Gz , 04 par morceaux ], telle qu'il existe un homéomorphisme différentiable de

1

classe [02 R C4 par morceaux] de V5 sur le produit topologique V4 xT° ,
dans lequel les trajectoires 2z s'appliquent sur les cercles facteurs.
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V4 s identifiable & l'espacc dont les éldéments sont les trajectoircs z , est
la variété quotient de V5 par la relation d'équivalence définie par le groupe

dtisométries.

I1 existe alors dans Vé des coordonndes locales x™ , dites adaptées au groupe,

et qui seront toujours utilisées dans la suite, telles que @

19 les x- sont un systéme de coordonnées locales arbitraires de VA s les
variétés x° = Cte sont des variétés globalement définies dans V5 et homéomor-
phes & V, 3 1l'homéomorphisme de V5 sur V4 « T peut &tre supposé appliquer

4
les x = Cte sur les veriétés homéomorphes & vy de V4 x T° 3

20 Ies Xkﬁ rclatifs aux cordonnées adaptées sont indépendants de x 3 ls vec-
teur j? générateur infinitésimal du groupe d'isométries a pour composantes

contravariantes

1 0 (1 , tout indice latin =1, 2, 3 , 4)

3

3 =1

et a pour earré ‘500 qui est négatif j on posera
5=\V"Yo

3% Ces coordonnées sont définies au changement de coordonnées prés

xi' - \Pi'(xj)

1

o! o j
\x X+ Y (x¥)
ou + représente la restriction & une carte loc-~le de V4 d'une fonction arbi-

traire ¢ (z) définie sur V, s et que 1'on appelle changement de jauge.

Dans un repére adapté (repére ayant pour origine un point x de Vs orthonor-
né et dont le premier vecteur 2; est un vecteur unitaire tangent en x 2 la
trajectoire z(x) passant par x), la métrique de V5 s'exprime & l'aide de
formes de Pfoff %

d5° = =(2)? + (h)? = (})R - (02)? = (w2)?

R
wo=§(dxo+-f£-:l-'-dxi) .

Yoo
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Nous poserons
as® =50 (") - () - (F) - )]

i

= J
= gij dx™ dx

avece

g = 30y - Jo1 Yoy
+ H Yoo
Si 1'on considére drns Vs le vecteur {. défini par
Yo
Yoo

, on peut définir intrinséquenment sur la variété V4

s [5 étant une constante,

By, =
et son rotationnel F’At{

- un scalaire ‘S

- une métrique de type hyperbolique normal
2 _ i ]
ds™ = g 3 dx” dx

conforme 3 la métrique~quotient (wd')'2 - (aol )2 - (o:z)2 - (co3 )2 induite par

d 52 sur V4 s &b que nous appellerons simplement métrique conforme

- tn tenseur antisymétrique Fij et sur chaque section W 4 canoniquement honéo-

morphe & V4 un champ de vecteur lfi tel que

B3 = S¥gy ¥ ¢ 57 T1 Y3

Fi3=9% Y5-9 ¥4

Ceci étant, la variété V4 o munie de la métrique conforme ds2 s Sera interprétée
comme l'espace-temps de lo relstivité générale, les gij étant les potentiels de

gravitation.

L'image réciproque non canonique sur V4 du champ de vecteur ‘fi associé &

une section W, sera interprétéecomme potentiel~vecteur électromagnétique. Plus

4
simplement on dira que '\fi est le potentiel-vecteur électromagnétique et ainsi

le tenseur Fij sera interprété comme champ électromagnétiques

A ° > 0y » 2
Les hypotheéses faites sur V5 induisent sur V g tunie de la métrique ds
et sur le tenseur-champ électromagnétique les hypothéses classiques de 1'axioma-

tique de la théorie provisoire de 1'électromagnétisme.,
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2. La theorie provisoire de 1l'électromagnétisme.

Avant d'aborder 1l'élaboration des équations de la théorie, préscntons une rapide
étude critique de le thé:rie provisoire de 1'électromagnétisme, cotte étude st
le souci d'unifier, du moins au sens large, le champ gravitationnel et le champ
électromagnétique, dtant & la base de la gendse de la théorie pentadimeneionnelle
présentéc.

Dans la théorie proviscire de 1'électromagnétisnc, le champ gravitationncl, défini
per la structure géométrique adoptée pour 1l'Univers, regoit une explication satis-—
faisante. Le champ électromagnétique par contre est simplement superposé & cette
structure géométrique par son introduction aux seconds membres des équetions
d'Einstein & 1'aide d'un tenseur d'impulsion-énergic élaboré & partir des concopts
de la reletivité restreinte.

Pour écrire les équations de la théorie provisoire, introduisons dés & présent
des inductioms distinctes des chonps et représentons par Fij le tenseur
induction magnéticue (B)~champ électrique (E) et par Hij lc tenseur-champ
magnétique (ﬁ)-induction électrique (3) o En admettant entre champs et inductions

les relations
Prz="%

T =¢¥

U étant lo perméabilité magnétique et © le pouvoir didélectrigme,avec €% =1 ,
on a entre les tenseurs Hij et Fij 1la relation

Dans ces conditions, nous écrirons le tenseur d'inpulsion-énergie du schéma

champ électromagnitique pur sous la forms

1 2 1,0k k
Y35 77 81y Ty P -5, Fae * B By ) e
Les équations de la théorie provisoire se composent

- des équations d'Einstein 3

5457 A T4
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- des équations de Maxwell du prenier groupe @

Y Hji = Ji
J
- des équations de Maxwell du second groupc @

1, dk €1 < _
77 \7ij5/,"0

équivalentes au foit qu'il existe localement un potentiel-vecteur \Vi , dont

nous assumerons l'existence globale tel que

Dans le schéma champ électromagnétique pur, Tij se réduit A T&j 6t JT =0,

Dans le schéma matiére-champ électronagnétique, on prendra

Tij =fuiuj +’\$ij

et on admettra l'équation de transfert de Lorentz

1 étant 1a dcnsité de charge électrique pure.

v \
On dénontre alors que k = %- demeurc constant tout le long d'une llgne de cou-—

rant et nous ne considérerons que dos schémas homogénes, ob k est une cons-

tante absoluc.

Dans un champ donné, correspondent & un schéma chanp électromagnétique pur, si
1'on considére une petite masse d'épreuve ckargée de rapport oharge/nasse ¢gonle
4 k et si 1l'on représente son champ intériecur par un schéma matidre pur, il
résulte de 1'étude du raccordement de son tubs d'Univers, lequel est engendré
par des lignes de courant de son chanp intérieur, et d'un passage & la linite,
que la trajectoire dc cette musse satisfait au systéme différentiel ¢

i i
. u,. =k F
u Y71 3 k i u
Enongons & présent un résultat plus général que ce dont nous allons nous servir
mois qui est susceptible de jouer un rdle dans l'interprétation de la théorie pen-—

tadimensionnelle ¢
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Dens_tout nouvement d'un fluide parfait chérgdé de moniére homogéne, les lignes

de courant sont des lignes orientées dans le temps réalisant l'extrenum de 1'in-

tégrale

&’& .
Fds +k Y
XO

pour des variations & extréuitdés fixes ;3 ¥ Stant 1la forme potentiel-vecteur et
F 1l'indice du fluide c'est-a-dire

LI
oXp S T?‘p‘
pO

en admettant une équation d'état ¢ = \f(p) , avec k = é—} ’ {’* =-P—F+E- o

En utilisant ce résultat pour le schéma matiére pure chargée, auquel on passe
en posant

¢t en revensnt i la messe d'épreuve, on voit que les trajectoires de cette
particule chargée sont les lignes oricntées dans lc temps réalisant 1'extrenun

de 1l'intégralc

[y, ##)° vk gy #11a, #=F .
0

Ces brajectoires sont donc des géodésiques de la variété finslerienne admettan®

pour métrique
1

e, #) = (g £ AR ek y, &

3. Les géodésiques de V. ¢t leurs projections sur V4 .

Revenons & présent 3 la variété riemannienne VB envisagée au paragraphe 1 3

posons

et supposons gwiou



On peut alors étoblir le risultet suivant i
1

Les extrémcles sur V5 de 1l'intdgrale S ¢ du_qui correspondent a la
X
X

veleur h de l'intégralc premiére 66?., =h s8e projettent sur V4 selon les

extrénales de 1l'intégrale

21 : . ‘
8 Lix , & , h) du

2z
0

oW h o la mfme veleur et ou L est donnde par

. - —
14?_12.
- 5 ol oj i
L= © gijxx3+h{bkyi}'c

g j et s ayant les significations données au paragraphe l.

Cette expression de L est valable pour les géodésiques de V5 rendant 532

e .. o 2 » 0 . I .
positif. Pour celles rendant &  négatif, qui vomt également jouer wn rdle
dens 1'interprétation de la théorie, on posera ih =h, et on considérera 2 la

place d¢ L 1la fonction ¢

- ) -

2
1

/R
L =1\ i?—gijflij-khl{z, g, B

Ces fonctions L sont du type, racine carrés d'une forme quadratique augmentée
d'une forme linéaire, de celle qui a défini au paragraphe précédent les trajec—

toires de le particule chargée en théoréme provisoire.

a théorie unitaire pentedimonsiomnelle a été présentée axiomatiquement et ses
propriétés sont présentées comme découlant de cette axiomatique s mais naturellement
la gendse de la théorie a suivi une cutre voie: un probléme de calcul des variations
a conduit & un processus de "descente" d'une fonction £ 3 une fonetion L et un
processus de "montée" de L & f,; le processus de descente appliqué & une métrique
riemonnienne §, conduit, dans le cas ol 2{00;40 , & une fonction L du type racine
corrde d'une forme quadratique augmentée d'une forme linéaire ; historiquement,

ctest done per le processus inverse de montée & partir de la fonetion définissant
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les trajectoires d'une particule chargée en théorie provisoire qu'a été élaborée
une variété V5 cylindrique.

Revenons aux fonctions L et faisons le raccord avec la théorie provisoireo

On st amené & poser

(3.1) k—Ph\ —lz ou, pour L, » k=fhy _,;__.
—§-— 1
¥ 5

ot 3 étudier les variations de x° en explicitant 66 £ =n , ce qui donne

(3 02) | dxo =

- Py

On constate que si l'on suppose 5 constant, on retrouve exactement les trajec—

-
(¥
— w|w

toires de la particule chargée dans 1'espace-tenps V4 de la relativité générele
comme projections des géodésiques de V5 le long desquelles x° varie suivant

la formule (3.2) « On est en présence de la théorie pentadimensionnelle de
Kaluza-Klein, qui n'cpporte rien de nouveau a la théorie provisoire de 1l'électro-
nmognétisme, mais la représente simplenent par un formalisme nouveau, d'ailleurs
intéressant et utile, en particulier pour traiter des problémes globaux en théorie
provisoiree.

Le rejet de lthypothése 3= Cte conduit & la théorie pentadimensionnelle dont

j'ai présenté 1l'axionrtiquee

Considérons deons VS les géodésiques le long desquelles x° vnrie suivant la
formule (3.2) , h d&tant une constante déterminée et la projection sur V4
d'une telle gdodésiques Il résultera des équations du champ et des conditions de
raccordenent qui seront adoptées que cette projection définit la trajectoire
spatio-tenporelle d'unc particule chargée. Cette projection est extrénale dans

V4 de 1'intégrale associée a la fonction

1
-EdS-é-‘f

k ayant lo valeur donnée par (3¢1)

h étant cconstant mais E variable, cette fonction différe, autrement que par
1n multiplication par une constwnte, de la fonction ds + k ¢ de la théorie

provisoire. Les veriations de T seront donc tenues pour faibles et § sera

considéré comme voisin de 1 , ce que permet 1l'introduction de la constante [ERN
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4. Les équations de lo théoric.

Nous prendrons comme équations de chemp de la théoric pentadimensionnells la

généralisation fornelle des équ-tions de champ de la relativité générals.

Dans le "cas unitaire extérieur®, qui correspondra au schéna champ électrcna—

gnétique pur de le relativité générale, les ¢quations s'éeriront @

31=O,

il
3“{5 = “h = %— 8«p “{ étant le tenssur d'Einstein de V5 $ elles sont carace

térisées par l¢ principe variationnel suivant

Elles définissent l'extrenum de l'intdégralc

~ J <’J‘i°q, 55’“‘3 VTFT &° A ax? nat A ad A axt
(¢]

étendus 3 une chafne différentiable C de dimension 5 , pour des variations des 15

potentiels et leurs dérivées preniéres nulles au bord de C

I1 s'agit d'expliciter, uniquement en termes de V4 muni de la métrique cone
forme, les équations Jyp=0 o Le crleul de Esio fait apparattre la dérivée
covariente, non pas du tenseur champ électronagnétique Fij défini au paragraphe 1
nais de i3 Fﬁj $ on est donc conduit & introduire des inductions distinctes des
chomps, & poser

H 13 = g F
et & interpréter ‘53 corme étant le pouvoir diélectique,

Dens les Eéij le tenseur T;, Se reconstitue sous la forme indiquée en

K3 J ’ . I * \ B
théorie provisoire et seules des dérivées premieres de § dintervlennent,

Dans V, rmuni de la nétrique conforms, en coordonnées locales adaptées, les

4
équations du cas uniteire extéricur s'écrivent ¢

wn
L
oW
L
e
!
s
s
n
o

ij

‘ , I
(4.1) YV B =0

LL\zcr».cz DA+ RE, et S
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avec
1 .
Kij"?gij Alc -5.0‘556“
o = log 3

82
x == est interprété comme étont la constante de la gravitation.
En donnent & § la valeur 1 et en supprinant la quinziéme équation, on retrou=-
ve les équations de la théorie provisoire de 1l'électromagnitisme, élaborées dans le

cadre de la théorie de Klein.

Si 3 est veriable, clles géndralisent les équations du schéma champ électroma-
gnétique pur de la relativité générele, les variations de la 156 variable de

champ (pouvoir di¢lectrique) étant rcgies par une 15¢ équation.
Dans le "cas unitaire intéricur", les dquations de la théorie pentadimensionnelle
s'écrivent

S = @Qxﬁ

Y
@axﬁ étant choisi au micux pour représenter une distritbution de matidre chargéeo

Si 1'on utilisnit la zdndralisation formelle du schéme fluide parfait,
@yp =TV Vp = D ¥xp 5 l'introduction de 1'indice du fluide serait sans doute
intéressante pour l'interprétation physique et permettrait peut-€tre de serrer

de plus prés les trajectoires de la théorie provisoire extrémales de 1l'intégrale.

g Fds +kv¢

Nous n'utiliserons que lo généralisation formelle du schéma matiére pure,

: GELU5= TV Vo qui est un cas particulier du précédent. r est un scalaire
positif, v, les composantcs covarinntes d'un vecteur de carré +1 ou =1
dont les trajectoires sont appeldes lignes de courant pentadimensionnelles. I1
résulte des équations de conscrvotion que, dans V5 s ces lignes de courant sont
des géodésiques de cette variété ricnannienne et il sera aussi bien utilisé

des géodésiques orientées d 5"2-<;O qu'orientéeé des 2‘7 0.
. 2 . .
Les lignes de courant pentadimensionnelles (orientées d 6 > 0), satisfaisant
& 1'intégrale 65 =0 , qui se traduit par v,=h, se projettent sur V4
selon des lignes de courant orientées dans le temps, telles que le long de ces

lignes
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2
14 h

)
———SL d {;’_,2 = d82

et qui sont extrémales dec St
2
izl 1+ -}-12- ‘
‘i ——2—ds + ph |
| 3
o

Si ui est le vecteur-vitesse unitairc dans la nétrique conforme d82 de V4 9
on a lo long d'une ligne de courant )
hz'
i o P i
v o= \ —-—-;—5-— .
>

Les quatorze preniéreséquations du cos un'zltaire intérieur s'éerivent alors
h

1+ =5
2
2k . - = 3
Sij +2Kij f\’vij =r ; uy uj
2
1+-I-1-2—
V HJ =7 — ——-E—- u.
joi f5 £ i
et 1l'on est amené & poser 2
1+-h?-
AP =T
v
1+P?-
. ;
= p SR =
L 5 %

ce qui redonne bien

1+

La quinziéme équation psut se mettre sous la forme

- 2
, : Hor kb
A26+2 b +7\HijF _§(3+_2) .
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En définitive; nous pouvens derire les dquntions du cas unitaire intérieur sous
s P q

la forme suivante, qui géndéralise le cas du schéna matidre-champ électronagnétique

de la relotivité générale ¢

T
Sig * 3By A%y = 00y v
i _ .
VjHi“‘“ui
1w
VRS
. . ij 3 §2
Azt) w2 Al{‘: +%HijF =‘f\i h2
1+;§.
5

Lorsqu'on considérera les équations correspondant & des gdodésiques de V5 orien=-

tées 4 § 22 0 , il suffira de poser dans les forrules précédentes h) =ih .

REMARQUES. ~ Les géodésiques de V5 orientées d 6‘27 0 ne peuvent rendre
compte des trajectoires dans V4 que des particules pour lesquelles L est en
valeur absolue assez petit. Ce sera donc pour les autres, et c'est le cas pour

¢ , ’ 7 2 .
1'électron et pour le phcton, que l'on fera appel atx géodésiques orientées dg <0

On peut donner & la quinzidne dquation diverses autres formes, qui sont des

formules de divergence c¢t.qui sont utiles pour traiter les problénes globauxe

5. Etudes en théorie pentedinensionnelles

1. - Les problémnes de Cauchy et lc principe des zéodésiquess — Dans le cas

unitaire extérieur, considérons 1l'énoncé suivant, relatif a V5 :

X , .
- On sc donne sur unc hypersurface #“— de V5 engendrée par des trajectoires

du groupe d'isométries les potentiels Y« S et leurs dérivdes premidres j;

<™
déterminer en dshors de “— les vnleurs de ces potentiels su-nosés satisfaire

aux équations S(& 8= 0 .
Ce probléme est lo traduction dans V5 du suivant @

- On se donne sur une hypersurface S de V4 les potenticls de gravitation

g;; » un potentiel vecteur Wi 6t un scalaire ¥ ainsi que leurs dérivées

preniéres ; déterminer en déhors de S les valeurs de ces quantités supposées

satisfaire aux équations (4.1) , 2 étant 1'hypersurface de V5 = V4 X ‘I‘1 se
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projetant aux points de S . Le probléne adnet une solution et une seule, qui cst
cylindrique,sous des hypothéscs & préeciscr (annlycitd ou simple diffdérentiabilité
des donndes) ; il en résulte que dans V

4
équations de la théoric sont toujours les varictés tangentes aux clnes élémentaires

les variltdés caractéristiques 'Sc des

4
trajectoires se projectant sur unc Sc et sont par suite tangentes aux clnes

de V, ; les varidtds carnctéristiques Z:% dans Vg sont engendrécs par les

¢lénentaires de Vs o Ces variétés sont les surfaces d'onde du chomp unitaire, a
1n traversée desquelles peuvent se produire des discontinuitds des dérivées secondes

des potentiels.

L'étude du probléme de Cauchy dans le cns unitaire intérieur montre que les
circonstencesqui générolisent dans V5 les circonstances rencontréss en rela-—
tivité générale dens le cas matiére pure correspondent dans V4 4 celles rencon-

trées dons le cas matiére pure chomp ¢lectromagnitiques

Ltétude du prolongement de 1'intériecur vers l'extdérieur et des conditions de
raccordencnt conduisent clors au principe des gécdésiques qui pernet d'interpréter
les gécdésiques de V5 s orientées d 67 >0 ou d § <0 ainsi qu'il o été
dit, comme les traject:ires pentadimensionnelles de particules chargées dans le

champ unitcire.

2. Etude globcle de chomps unitaires. — Cette étude porte sur la recherche des

hyp~théses sous lesquclles les propositions suivantes sont valnbles

~ L'intrcduction de distribution de matidre, chargée ou non, dans un chanp uni-
taire extérieur donné ne peut s'effectucr que dons des dom< ines ou ce champ n'est

pes régulicr.

- Un chemp unitaire extérieur, rigulier partout, est trivial. Les circonstances

trouvées induisent dans V4 les circonstances suivant lesquelles les propositicne
similaires dans VA sont vraies pour différents schémes.

L'étude globale en théorie de Klein, donc en théorie provisoirs,condedt & des
résultats moins satisfoisants.
3. Equations du mouvement. - Les cing identités de conservation du tenseur

QQ{Q, soit

D, (@%g) =0 (Dy ¢ opérateur de dérivation covrriente pour la

connexion riemannienns de V5)

sont équivalentes & @
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-~ 1'intégrale des gfodésiques, que l'on peut éerire v,=h

- une équation de continuité que lton peut traduire par le fait que
1 2
j n A Ad A QR , n=r v4\/X

reste constonte le long d'une ligne de courant

- trois équations
VO(D.X VA'_‘.’O (1121’2,3)

qui donnent les équations du mouvement sous la forme

d | G LY up
T | @Pa VKdV*‘é'S@VXaAXo(pdV
(¢4

c

(intégralesétendues & un corps C) utilisée en relativité générale.

Les identités de conservetion peuvent ainsi 8tre interprétées comme étant les

équations pentadimensionnelles du mouvement d'un corps d'épreuve.
Ces dquetions sont lifes de fagon intinme nux conditions d'isothermie.

On peut définir dans V5 des coordonndes isothermes par généralisation formelle
des coordonnées isothernes utilisdées en relativité générale. Les conditions
d'isothermie dans V5

v 1 x{
F === ( VYY) =0
--o(
AL

se traduisent dans V4 nuni de lo métrique conforne par les conditions d'isoe
thermie

aj(gij V) = 0

et par une fixation de la transformaticn de jauge dont dipend le potentiel
électromagnétique, les cocrdonnées isothermes pentadimensionnelles se trouvant

8tre compatibles avec le caractére cylindrique de V§ o

Le recherche d'une solution uniteire approchée conduit & considérer des équa=-

tions du mouvement approchécs d'ordre p et on a le résultat suivant §

Les quetions du mouvement approchdes d'ordre p entraftnent la vérification

des conditions d'isothermic apprcochées d'ordre p .
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Le calcul de la premidre approxination nmontre que ce n'est que dans 1l'inter-
prétation on V4 est munie de 1la nétrique conforne, que les potentiels relatifs
3 un schéne non chargé sont identiques & ceux du cas matidre pure de la relativité

générale.

Les derniers points présentés semblent tien inposer a la théorie 1l'interprétetion

qui en a été donnée ici.
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