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LA RADIATION GRAVITATIONNELLE

par Louls BEL

I. Introduction.

1. Le probléme.

I1 semble que le plus raisonnablec qu'on puisse faire pour aborder le probléme
de la radiation gravitationnelle est d'essayer de trouver des analogies entre ce
probldme et celui bien connu de la radiation éloctromagnétique. Dans cet esprit,
plusieurs tentatiwBs ont été dsji faites par différents auteurs. L'exposé que je
me propose de faire suit le point de vue de MM. LICHNEROWICZ et PIRANI qui est
essentiellement celui de supposer que c'est le tenseur de courbure, plut8t que le
tenseur métrique, 1'é1ément géométrique adéquat & la descrivtion des phénoménes

de radiation gravitationnelle.

2. Géndralités.

a. En relativité générale 1l'élément primitif est 1l'espace-temps, c'est-a-dire
03 I o 2 - 2 .
une variété diffirentiable V4 de classe (7 , 04 nar morceaux, munie d'une
métrique de type hyperbolique normal, & un carré positif et trois carrés négatifs

2

ds”™ = dx* dx” ’}\,p> =0,1,2,3; xp : variable temporelle)

€ P
1 3
de classe C , C° par morceaux.

b. Soit T_ 1'espace vectoriel tangent au point x de V, . Je désignerai par

4
Tx(\(z) 1l'espace des tenseurs antisymétriques. Il est bien connu que si é:*l
est une base de T_ , 1'ensemble des EII (I ,7=1,2,3,4,5,86):
- ) Py - <~ ,\\ B = -~ \ -
ﬂ.ll —ezll’\ eBl EZ‘ eBl/ eli EBI ellf eﬂ
(C) .
B o= 8 N\ 8 B, =6 N\ & — & AT,
R T T T e TR

. BEn outre, avec la définition habituelle de produit

est une base de Tif\(z)
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A\
N (2) , i éfxi est un repére orthomymé de T EII est un

scalaire sur TX

repere orthormorndde Té“ ¢2) . Je désignerai par Gyy 1le tenseur fondamental de

1%!\(2) . Avec la convention (C) 1la forme quadratique attachée 2 Gry est a
trois carrés positifs et trois carréds négatifs. "L'image réciproque" de Gpy sur

Tx est le tenseur

?)/o(f:,)\}* = g:x)\ gl‘?k& - gD{'t»L g{’)%

c. Le tenseur de courbure de la métrique Ro(i‘x\k , posséde les propriétés de
I’

symétrie (

1 R = e R = = R -
. T2 I S R
et satisfait, en outre, les relations
(2) R =0

aph R

]

L’ d4signe la somme sur la permutation circulaire des trois indices &,
«,3,A

5%

P et X . De (1) et (2), il vient

(3) RO(\?) ,->\\A =R /\\’90( (}

J'appellerai, suivant une terminologie de A. LICHNEROWICZ, légérement modifide,
double 2-forme tout tenseur du quatriéme ordre possédant les propriétés de symé-
trie (1) ; double 2-forme symétriquc tout tenseur du quatriéme ordre possédant les
propriétés de symétrie (1) et (3). Toute double 2-forme peut &tre considérée
comme un tenscur du deuxiéme ordre de T;A(Z . Je désignerai par HIJ "1timage"

de R . .,
LXP;/\}.A

d. Les équations qui limitent la généralité des potentiels de gravitation sont

les équations d'Einstein

1 5 _
(4) R 3 (B -2 g, = s

A

ol ch@ est le tenseur de Ricei; R 1le scalaire de courbure, A la constante
cosmologique, X un facteur de proportionnalité et T . 1le tenseur d'impul-

sion-énergie. Dans 1z vide et en absence de champ électromagnétique qus =0,

les équations (4) sont alors équivalentes & @
(5 = 7
\ )) R O("') 7\ g‘_x )

\
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II. La radiation électromagnétique.

1. Le champ électromagnétique. Les équations de llaxwsll.

a. En absence de tout phénoméne d'induction le champ électromagnétique est
décrit en relativité générale par un champ de 2-formes F de classe c© , ¢
par morceaux. Pour un repére orthonormé tel qu: §6| = W les vecteurs champ

électrique et champ magnétique, relatifs & ce repére, sont les vecteurs d'espace

1)

= 3 A | ° —-_ﬁ X
Bp = iy, U B - By = e

ot ¥ est la 2-forme adjointe de F

& —
bo(e - ‘Ylo(}b X 5

;
% Fi* (M @ tenseur élément do volume)

b. Le champ électromagnétique est régi par les équations de Maxwell ¢

. PP = g% S Y. F . =0
o} oA Y 3
‘- “sF‘st A
ot V est 1'opérateur de dérivation covariante dans la connexion riemannienne

et 3} le vecteur courant électrique. Dans le vide J’=0 .,

2. fitude algébrique d'une 2-forme.

a. Considdrons les deux scalaires attachés & la 2-forme F

T - F«P P 5[::21—‘5;{; Bep

En termesdoe E§ et H, ona:
‘“’Fz EZ - ﬁZ (? = - 7B

b. L'étude algébrique d'une 2~-forme conduit & distinguer deux cas suivant que

Do} =

le scalaire
K2 :1{2 + d::z

2
soit nul ou différent de zdro.

1°8i K #0 , la 2-forma est dite réguliére, et on démontre qu'il existe

deux vecteurs isotropes ¥ et ® tels que

04
F“P §

i

)

o
':‘J\

ﬁ - /[(,O( b -Q 1‘5

&L
—
o o]
+
o’
N
M-
NS4

F m = - am ﬁ n- = - bm
AP t ¢
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20 8i K =0, la 2-forme est dite singuliére. On démontre dans ce cas qu'il
-..\.%,
existe un vecteur & isotrope, et un seul, tel que
id =0 # a8 =0

®
‘uﬁ mp

—
N

=
Inversement, s'il existe un vecteur ¥ satisfaisant ces relations, X est
—é
nécessairement isotrope et K est nul. £ est dit le vecteur fondamental de la

2=forme.

3, Le tenseur de Maxwell. Densité d'énsrgie et vecteur de Poynting.

-
a. Considirons le vecteur densité de force de Lorentz K

Compte tenu du premier groupe d'équations de Maxwell, nous pouvons écrire

K5 = By \7Y F P%

N

En intégrant par parties le deuxidme membre on peut donner & cette relation la

forme

K = \_7, 'C(’(;\)

It

L} o l

ou toLF est le tenseur de Maxwell

X5 g X e

RAREE T - 7o FPY
b. L'3tude algébrique du tenseur de Maxwell conduit aussi a distinguer deux cas
suivant que la 2-forme avec laquelle il est construit est singuliére ou régulidre.

1© Si F est réguliere % a deux valeurs propres doubles + K et -X .
Le 2-plan de vecteurs proprec correspondant & la valew propre + K est un 2-plan

orienté dans le temps.

2° 81 F est singuliére, les quatre valears propres sont nulles et il n'y a pas
de vecteur propre orienté dans le temps. Il existe par contre un vecteur propre
isotropo O , ot un soul (lc voctour fondamental de F )

~ j",)( =0 .

On démontre dans ce cas que

3

c. Pour un repére orthonorm3 & | tel que éal = @ 1la densité d'énergie

o



1R =05

—
électromagnitique est le scalaire V(u)

en tormes de B et H on a
V:%(EZ +ﬁ2)

Pour ce méme repérs le vecteur de Poynting est le vecteur

PA) :op o= (gl -u ul) Thy ul

:
i

T ug = Vuo(
()O(

c'est-a-dire U est vecteur propre de Tgp . Ainsi pour qu'il existe un repére

orthonormé tel que PId) = 0 il faut et il suf’it que F soit régulidre.

4. La radiation éleetromagnétique.

— -~ X .32
Je suppose dans ce paragraphe que J = 0 . Ainsi Sﬁ. L L= 0 . Considerons

un élément de 2-surface spatiale S et soit @ le vecteur d'espace orthogonal

4 S . Le flux d'énergie électromagnétiqu> & travers S est, en premiére approxi-
mation, proportionnel a P, & . 2our gue ce flux soit nul quel que soit ’Hx, il

. faut et il suffit que P = o . Ce résultat, ainsi que 1'étude algébrique d'une
2-forme, et celui des discontinuités des dérivées premiéres du tenseur champ élec-
tromagnétique, nous aménent, successivement, & décrire un état de radiation élec~

tromagnitique intrinséque par
1° une 2-forme telle que Pra) # 0 quel que soit U,
20 uneg 2-ferme singuliérc, c'est-d-dire telle que T2, “%2 s0

3° une 2-forme F telle qu'il existe un vectour

satisfaisant les relations

s X[
Des résultats des paragraphes 2 et 3 , il résulte que ces trods points de vue
sont équivalents. Je les ai, néanmoins, distinguss, car nous les retrouverans.dans

le cas gravitationnel avec cette différence qu'ils ne seront plus équivalents.

» . Y X .
Je rappelle, pour terminer, que F &tant singuliere et T (3 conservatif, les
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trajectoires du vecteur fondamental de F sont des gdoddsiques isotropes, ce
qui fournit une interprétation satisfaisante des rayons 3lectromagnétiques comme

dtant des géodésiques de longueur nulle de la métrique.

III. La radiation gravitationnelle.

1re partie : Formalisme général

5, Les tenseurs adjoint & gauche, adjoint & droite et biadjoint.

a. Au tenseur de courbure R , & toute double 2-forme en général, nous pouvons

agssocier les trois tenseurs suivants @

(% R) 1 R\’\('é\' ‘ (R *) R R e v
(.,;? ’}‘?‘ T2 Lﬁ(,) \b/b U >\\‘\ . K R | 2 l,)wt& ‘\ o<i'3,
(1) ;
— l 3 n o "P ¢
(xR *)9('{'% ,.XIL ! })\'566 A \ch:u’ R\g !

que j'appellerai resnectivement, adjoint & gauche, adjoint & droite et biadjoint.

R étant une doubl: 2-forme symétrique, il est clair que

(x R),;x{"-g Ay = (B *)/\’H Y (x R *)o("l,\}»» = (+R ')ktk,nz (5
. b ; [

Le biadjoint est donc, lui aussi, unc double 2-forme symétrique. Par contre les
deux adjoints ne le sont pas en ginéral. Nous verrons dans un instent quelle est

la condition nécessaire et suffisante pour qu'ils le soient.

be Le tenseur de courbure et son biadjoint sont 1liés par la relation due &
LANCZOS [ 5] :

(2) (% R %) N *ER \ =B \ & +B. g . =B g - B g
I~ 9.\ A, 97 x /7 e Sha X o, 3 )
XN AL oM SE A e () NS
. _ 1
ou BO( ‘ =R ! T R go(f)
si R\) = )g ,ona B, =0 . Done
& \ [
( ' # R - R i = O [ ]
(2") (= *)n‘?« S + o X .

La rdciprogue cst aussi vraie. Si on a (2n), R 4 e est proportionnel au -
tenseur métrique. On peut énoncer le résultat sulvant : pour que l'on alt
R,x‘z) = :\g“p il faut et il suffit que le biadjoint cofncide avec le tenseur de

courbur: au signe prés. D'ol le corollaire suivant : pour que l'on ait
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R, = N gy > il faut et il suffit que 1l'adjoint & gauche soit égal & l*adjoint
3 droite. En effet de (2'), il vient

x (# R )] + («R). . =
[ R0 ], 5+ GG
or % % = - 1 . Donc
2" - . ~\ = .
( ) (R *)0&25 ,/\‘A. * (* R)')\(}, ,/\%« 0

La réeiproque est tout aussi simple & démontrer. Dans le cas Rxs = ;\gw_ je
%] 2

poserai par la suite

* R . = (R = f .
( )c;( p A ( *)o( i"_,\ s N b :x{‘: ,r\rv

R ost une double 2-forme symétrique., Je 1l'appellerai 1'adjoint de R .

Des relations de définition (1) il vient

: « XD - ol _ M _
(3) RV (R'“)/’“t* 0 (xR )F,% g

1./-\'{5 l) 1 l,
ou f)tx :R?,\ ‘-2-R g;.\

6, Les scalaires fondamentaug.

Au tenseur de courbure on peut attacher six scalaires. Trois du deuxiéme degré

et trois du troisiéme degré.

A= LT e a . SE R
B = % ol N (= R)x\k,*\ = :]2— HIJ (% H)JI
C = 1 R%P’\y (% R *)\‘L’:XJ\ = -i)- HIJ (« ¥ *)JI
_ 3
D =i R F D . o Rf\T,‘x{ = SH W H
E = %6 g -~ R)P’fs (% R)?’éﬁ 'y = —é- HIJ HJK ( H)KI
F:%—B-R B, BV, wr a7, :-%-HIJ HJK (% 1 *)KI

Tous les autres scalaires du méme type qu'on peut former coincident soit exac-

tement, soit au signe prés avec ces six scalaires. S1 R, . = A Eorrs de (2') il

H
t

vient
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C=-A F==D

7. Tenseurs associds 4 une direction de temps.

a. Considsrons un vecteur U de carré + 1 . A ca vecteur et au tenseur de

courburz on peut associer les quatre tenseurs :

i : y = R . > it & : Y. =R ‘ ub uft
(4)
- =)
. Y ) 12 % 1 N ! = - - P'
Z(u) + Zyp=-xR) apap T 2 (W) 2N (R *)n({‘s SN wP u

X(u) et Y(G§ sont manif estement symétriques. De (2) il vient
f —_— '
(5) ZNA =% Ao
b. Ces quatre tenseurs sont des tenseurs d'espace dans ce sens qu'ils admettent

tous le vecteur U comme vecteur propre correspondant & la valeur propre zéro.

Ainsi, pour un repgre orthonormé tel que ébl =, on a, par exemple

Zoa =229 =0

et par consédquent

) 15 T 2 A
2N = 2y =4, (250730 (1,3=1,2,3)

Le carré spatio=t -mporcl de chacun d'cux est strictement positif sauf si lc

tenseur correspondant cst nul,

De (3) il vient

= <) ul ult ¥ =R, uf uk Z =22% zo
X 4 X ‘,}u. X 9(
o |
si RzXP = ;\%XP , on a, d'aprés (2') et (2")
> - LA e
(5') Y(u) = - X(u) Z(u) = &' (u)
Z est donc lui aussi, dans ce cas, symétrique. En outre
'ZX, = /\
X
c. Soit ‘é"’(l un renére orthonorms tel que gOI =U . On a les résultats

suivants ¢
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N
(X PRA )\‘ AR TRECEF A

(H..) = 2 é(* H#),. = | 3

Y \’ 28,) (4;5) // o ‘\:{‘ Z35) (%357

(6) . “
. ( 235 ) (Y55 ), L /< 235 ) (- Xi:i)\\
((em), | =1 ! (ERSPREE /
N W= ) 2y v \\( iy ) Ry

Nous voyons, aimsi, que si les quatre tenseurs X , ¥ , Z et Z' sont nuls
le tenseur de courburc lui-méme est nul. D'ou lc corollairc suivant ¢ si deux
doubles 2-formes admettent pour un certain U mémes tunseurs associés elles cofn-
cident. On peut, donc, dirz qu'ils caractériscnt la double 2-forme.

Tes relations /6) permettont le calcul explicitc des scalaires fondamentaux.
Nous verrons tout & l'heure quelle cst cette forme explicite pour le cas
R(x(5 = /\g,x(): .

5N

8. Le tenseur T

a. Considérons les identitdés de Bianchi

(7) SRRV I . =0

En contractant « et r nous trouvons le résultat bien connu

(8) Y

=]
A
f

D'autre part, m étant & dérivée covariante nulle, les identités (7) sont

N

équivalentes & ¢

\7 (% R){:}‘X =0
B v
ou encore
i X AW
(9) Vo7 20

b. Comme conséquences de (3) et (9) nous avons ¢
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N, -

T v A B Nyoo
R, * Vg ogp ow >t
}.Jk.«, [9) O( ,DJ, f)‘

e
f_ T =

(% R ) V(xR %) 0
' Brs T x

En intégrant par parties les premiers membres on obtient deux relations qui

permettent, aprés un calcul un peu long, de trouver le résultat suivant :

" XN \A ’>\' {
(10) VPl s Fsf?
ol
2 As N K0 s oL
T“P e = R"‘l’»\° R\B‘ s 4 R* P80 Y g A ~
i), v f}’ ¢
oA o X XS‘ e X ! s "\‘ p
+ (%R *) \ 9 (* R *)ﬁ : b + (xR *)X%I,tl (* R *)ﬁ’ , /"- - 2Ag°(§3g%"t
(s S
A - | ¥
Rl 11 RS IS R S D N LY
\;‘9 2 \;,
: K30 N A {5 PAEE
+—1-[(*R*) ’\‘G e + (xR W Ggr’ ]
2 Xpe O fxi', ]
avec
¢ .= o Noxmw)
5()‘) { TS ?\J» x yi‘?;"‘ X 15\" ’ t*
T et L possddent les propriétés dec symétrie
TAV ; "/\"\fk = T}}’x )4 ' = Tt;'(';xj ’:’W/\ = T/\':u’-:,(}") »
) ™\
L)H’)(” = I'\‘/\’}(\} .
Si R, = >\g , L ost nul puisque J oest nul et G aussi d'aprés (2')

et (7):Xgonc dP

g o, ) .

9. Le scalaire V(a3

. — N .
Soit encore U un vecteur de carré + 1 , et considdrons le scalaire

-3\ Afh HW
H =Ty ) u
Viu) = V u“ u% \ uh' .
En termes de tenseurs associés on a
RV .
v=x P ey ¥ ez, 2% ez 2P
«N! o op
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Ce scalaire cst doud de propridtés intéressantes. En effet, puisque le carré
spatio=temporzl de chacun des quatre tenseurs cest positif ou nul, et n'est nul

que si le tenseur correspondant est nul, on a :
V() 50
1'égalité ne se produisant que si X =Y=2 =2' =0, c'est-a-dire que si

Rd(ﬂ,}.t.x =0

10. Le vecteur 5?63 .

Considérons encorz un vecteur U de carr: + 1 . A ce vecteur et au tenseur T

nous pouvons associcer le vecteur

ey {1 . ,
P(W) : Py = (gl =u, ulf )T uf ut u
(@ : Py =gy —u, ul) P o | p
Manifestement u” 2, =03 P(E% st orthogonal & U « Il est ‘Jonc orientd

dans 1l'espace. Si -Fkﬁ) est nul, de sa définition mfme il vient

T, .0 S uf* :VGB U,
.,-}‘, ’ \&-\

20 partic : Définition d'un état de radiation

gravitationnellc intrinséque

11. Btude algébrique d'unc double 2-forme symétrique.

Dans toute cettc deuxiéme partic, je¢ supposcrai que R,(P = 0 o I1 est trés
facile de voir que ceci nc représentc aucunc perte de génsralitéd vis-d-vis du

cas R ¥ = //\ e
= e,

a. Je me propose tout d'abord do signaler los rlisultats auxquels conduit 1'étude

de 1'4quation

A = g4 I .81
el dut lH J }/S’ Jl = O
Compte tenu de (5') et (6), elle peut s'écrire aussi

(-x -8ty -2 ]
, 5719 j
/\_ = dét =0

i i i
() (- - fsj),

[ Le c¢hangement de signe tient aux signatures respectives de 1l'espace (= y =5 =)

et_..de Tx/\(z) (+ 5 # 5 + 5 =5 = "‘)]0
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Un calcul simple montre que

-

Loz age |25+ 125 4 o 8K) ase X6 - 125+ (0K
j it 3T ]

Pour calculer /\ il suffit, donc, de calculer & = dst ]XIJ{ + iZl; + Pé%ﬂ

b. La matrice - 9 = (X? + iZ?) caractérise complétcment la double 2-forme
R , ot nous voyons que le probléme de la recherche des valeurs propres de la
matrice (HIJ) se raméne a la recherche dzs valeurs propres de la matrice 4 .

En outrec on a @

+3iB tr¥° =D + iE

il
>

tr =0 trdh?

c'est=-a=~direc

~/ ; \‘, . I It
A= x“{5 SO AT A B=2x"p, 2,
p=32% 2P x{ % 7 o m=zt 2P 2t st xB oY
[ St | T 2 pooy e

c. Revenons & 1'équation ¢ = 0 . Un calcul qui est un peu long, mais qui ne

présenye aucune difficulté conduit au résultat suivant
. 1 . . 1 .
= \» m-é- V(A+1B) --3-(D+.'LE)=O

soiznt Z1 9 22 et Z3 les racines de cette équation. On démontre aisément que

(11) Lz =0 Z“_"ziz’:AJriB Zzi3=D+iE

d. Au point de vue de la multiplicité des valeurs propres on peut distingucw

trois cas

ler cas @ Z1 ’ Z2 s Z3 £ ¢ les trois valeurs propres sont différentes
2e cas ¢+ Z = 22 =7, , Z1 = ~ 27 : une des valecurs propres est double

1
sont donc nécessairement nulles.

3e cas ¢ Z, = Z2 = Z3 = 0 : les trois valeurs propres sont confondues; clles

Ces trois cas peuvent &tre caractérisss cn termes de scalaires grfce aux rela-
tions (11). Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que 1l'on ait un cas

2 est que

(& + 1B)> = 6(D + iB)?
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et pour que l'on ait un cas 3 il faut et il duffit que
A=3=D=ERE=0 .

e. Des considérations sur les vecteurs propres, c'est-a-dire, sur les solutions de

I J
('t - j»uIJ) =0

conduisent 4 subdiviser chacun des cas 2 et 3 en deux cas différents. Je donne

X7

ci-aprés les formes réduites que peut nrendre la matrice pour des repéres

orthongwmeds convenablcesdans les cing cas que je viens de distinguer et je signale

.

quelques particularités relatives & chaque cas

Cas 1
/ o )
[/\\1 + 1}3 1 0 . 0 . "'"’(“i + i;'ji) =0
mpo_ , ; |
! , . ) P . . . ) s
0 0 % +l2>3,/ Ay iy ,f.2+1552 ’d‘3+lf3$
S
Le repére orthonormé est complétement fixé.
Cas 2a
/- 2054 + 1 0 o -
})!; = 0 Ao+ 49 0 )
\ ! /
\\ 0 0 d+ 1/?) /
- o

Le repére orthonormé est indéterminé 3 deux rotations prés : une dans le 2-plan

2 =3 , 1'autre dans le 2-plan 0O - 1 . Les deux vecteurs isotropes
- ’ .
Y =8, +8, et @M=&, =&, satisfont sux relations s
ol 1] o] = "1
LA RA C fol A
N L/‘ i = 2% t "LM. ‘ ) ~ ,)Z, j =2 3, '3
Ry i P ﬁu:"o,f\v * By Ay
| / )
Ry m*mn’=20m.m. & # n=28m m
'.‘)\’;T ,\,tA. _,i—" f‘ 3 ’/\F\ ) !\*
H A { /
[ A A
T L Sl 2o T o o ot =0
)(f/ 9 };A »<’:x ’/\‘~.
Cas 2b
’/.. 2(=x + 1}3 ) 0 0 \\\{
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Le repére est indéterminé au mfme degré que dans le cas précédent. Il existe

=

un seul vecteur isotrope, le vecteur ¢ = eél + ?1| , tel que
pol ) ) ;o ,:“,\ .
Ro- O L% =2x ¢ by AR A SRy U
Nin gt e L X J- ,H Ap A A ﬁ 5
4 . } :
A
T < N V} < "‘1‘! =0
\,"’, ‘\,\'
Cas 3a
/f 0 - & + 1 P+ 1T
! | H \
o = (,. Sy 0 0 i
i . 0 o f
e _,/ 5

M8me indétermination pour le repére que dans le cas 2. le vecteur r = ési + e
satisfait les relations

: » X e
R . £ «l( =0 ﬁ ) N A A =0
Kiny ,\¢ . y’g s \ 'r,»_
Lol ,:/\‘ 1,’;\}‘.. {I'sk
T, s O S N A A !
- P 9/ A ) M b
}
Cas 3b ,
/o 0 o N
e \
¢l = i 0 = +i f» + i}
\ 0 R 1' S )
N | ' P/

La double 2~forme R est singulieére au sens de A. LICHNEROWICZ [6] clest-a~dire

qu'il existe un vecteur isotrope, ici le vecteur t = e 0| + el[ s tel que

Lol ) of
R, }‘5 ,:\.}A A =0 ﬁ’ﬁ";ﬁ:- oY " L =0
d'ou il vient
T 2o
At ,’X r'
D'ailleurs
PR LR L RN

Le repére est seulement asbreint & dtre tel que L = 0_81 + 6;‘ .

Cette classification est duec essentiellement & PETROV [77], mais elle a &té établie
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ici sous un principe de classification diiférent.

12, Premiérc d3finition.

Soit &,

Y e} . R .
un repére orthonormé, tel que S| = u . 51 on interpréte le scalaire
V(E3 comme Stant la densité d'énergie gravitationnelle relative & ce repére, le

vecteur 45?65 est alors le vecteur flux d'énergie gravitationnelle. Un raisonne-
ment analogue & celul que j'ai fait pour lc cas électromagnétique nous aménc,
ainsi, a4 décrire un état de ridiation gravitationnelle intrinséque par une double
2-forme symétrique R teclle que §1ﬁj # 0 quel que soit T . On peut ge demander
quelle relation existe entre cette définition et la classification du paragraphe
orécident. La révonse cst simple, car on peut démontrer que si P(u) = O s R est
nécessairement du type 1 ou 2a. Ainsi pour que 1'on ait un état de radiation gravi-
tationnelle intrinseque il faut ot il suffit que R soit du type 2b ou 3. PTRANI
est parvenu & la méme conclusion bion qu'insgoiré sar des considérations d'un tout

autre genre [ 87

13. Deuxiéme définition.

Par analogiec avec le cas électromagnétiquc on veut se demander si un état de
radistion gravitationnelle intrinséque neut &tre caractérisé par une double 2-forme
symétrique ayant tous les scalaires fondauentaux nuls. Les résultats du paragraphe
11 montrent qu'une telle définition est »lus restrictive que la précéddente dans ce

sens que R doit 8tre n:icessairement du type 3.

14, Troisiéme définition.

A+ LICHNEROWICZ a provos? do décrire un état de radiation gravitationnelle
intrinséque et pure ovar une double 2-forme B syndétrique et singulidre [6]. R
est alors nécessaircment du type 3b. Cette définition est la plus restrictive des
trois que je viens de considérer. C'sst en adoptant cette troisidme d3finition que
1'analogic entre lc phénomén: de la radiaticn gravitationnelle et celui de 1a radie
tion électromagnétique peut 8tre poussée plus loin. Je rappelle que cette définition
a son originec et trouve sa justification dans 1'étude des discontinuités du tenscur

de courbure.

15. Les rayons gravitationnels.

: =y
Nous avons vu que dans les cas 2b et 3 il existe un vecteur isotrone satis-

faisant d:s relations qui caractérisent le type de R o Un calcul qui est un psu

7

long et qui est différent pour chaque cas montre que les trajectoires do /. sont
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des géodésiques isotropes, ce qui donne une interprétation satisfaisante des
rayons gravitationnels comme étant cs géodéuiques de longueur nulle de la métri-

que.
b

Je signale aussi que dans le cas 2a, aussi bien los trajectoires de < que

—y » » . .
celles de u° sont des géodésiques isotropes.
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