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Séminaire de MECANIQUE ANALYTIQUE 25 avril 1959
et de MECANIQUE CEIESTE

Annde 1958/59

RADIATION GRAVITATIONKELLE
par André LICHNEROWICZ

L'un des problémes les plus importants de la théorie relativiste de la grevita-
tion est relatif & la définition et aux propriétés des ondes et radiations gravi-
tationnelleses Dans le cadre de la relativité restréinte, une théorie satisfaisante
des ondes et radiations électromagnétiques a été élaborée. Dans la premiére par—
tie de cette conférence, je montreral comment cette théorie peut Btre adaptée a
la relativité généralec. Cette adaptation nous servira de moddle pour 1'étude, dans

la seconde partie, du cas gravitationnel.

I. Champ électromagnétique

1. Généralités.

Dans toute théorie relativiste de la gravitation, 1'élément primitif est cons=
titué par une variété différentiable de dinension 4, la variété espacewtemps Vy e
Par hypothése, sa structure différentiablec est (C2 ’ 04 par morgeaux), Sur VA ’
nous avons une métrique riemannienne de type hyperbolique normal,

2 x
ds =g‘x’3dx d:x:ﬁ (9(,(5, -oo=0’1’2’3)

2 s oas , .
qui est partout de classe (C , ¢’ par morceaux). Toute préeision supplémentai-
re de la structure différentiable de la variété et de la métrigus est dépourvuc
de signification physigues

Un champ électromagnétique est défini dans V4 par unc 2-forme Fxp qui est
de classe (CO ’ 62 par morceaux) 6t qui satisfait les équations de Maxwell s

- - faa
(L.1) S Vﬂ( F{55=O \]pF =J

ot V désipne la dérivation covariante, S la somiation aprés peyrutation cir-
X
culaire sur les indices XK, (5, % ot J le vecteur—courant électriquee

[
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Si u est un vecteur unitaire définissant une direction de temps, les vecw-

teurs champ électrique et champ magnetique défini par Fy  relativenent & cette

direction de temps sont respectivenment :

P o & ¢ _ * x f?
(142) EN=F u, H' =-F u o,
. px XP s - wp r
ou F~ est le R-tenseur antisynétrique adjoint de F e Les vecteurs E
f %
et H  sont des vecteurs d'espace c'est-a~-dire sont orthogonaux 2 u.

R+ R2-forme singulidre.

Sur une variété riemsnnicnne Vv, admettant une nétrigue hyperbolique nornmals,
-
considérons une 2~forme F # 0 telle qu'il existe un vecteur £ pour lequel :

. -><

S'il en est ainsi, le forme F sera dite singuliérec et £ un vecteur fondanen=
- _— —_—

tal de F 3 L est necsssaf;.rement isotrope ¢ sinon, nous pourrions introduire un
repeére orthonormé tel que £ soit 1'un des vecteursdu repere et (2e1) implique
alors F =0 3 il en résulte aussi que Z est bien défini & un facteur scalaire
Prés. '

Supposons meintenent n =4 . Soit 'ﬁ'(l) 9 H(z) deux vecteurs orthogopaux de
carré =1 situés dans le 3-plen tangent au cdne isotrope le long de ¥ o Il

-ﬁ
est possible de construire un repére orthonorné ( £ og) tel qus ¢
} L ~» -7 - )
L= ] i =-(l) i _ ={2) P

Si nous écrivons dans ce repérc les dquations (2.1), nous obtenons @

(2.2) Fy s =y ai(ﬁd\ n(-}) - f'ﬁ n(i)) (i=1,2)

i
oh les a, sont des scalaires arbitraires ; (2.2) traduit cg que les physiciens
appellent ls double état de polarisation de F . Si F et ! sont donnés, les
a, sont invariants par la transformation R(i) — _rT(i) + X E et définissent un
vecteur par repport aux rotations du couple (.ﬁ)(l) ’ 'r?(z)) dans leur Z2~plan.

S3i nous posons ¢

= i
b = % ] n(ex)
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nous voyons qu'il existe un vecteur b, orthogonal & fy , tel que
(203) F A = Q b, = ’F«(;} b()&

Ce vecteur est défini a la transformation b, —»b, +k i;‘ prése le scalaire
positif

>
dépend seulement de F et de ¥

3+ Discontinuités des dérivées du chanmp électronagnétique.

a. Considérons un champ &lectromagnétique satisfaigant les équations de Maxwell
. . . . 0 A
avec un courant électrique continu ;3 Fy 5 étant de classe (c » O par norceaux)
étudions les hypersurfaces S & la traversée desquelles les dérivées premiéres

du champ sont discontinues ainsi que la structure de ces discontinuités, Si
f(x?) =0 dst 1'équation locale de S , nous posons '%(= O £ 3 ls synbole
[eee] représentera la discontinuité d'une quantité & travers S o Des conditions
de Hadanmard, il résulte qu'il existe aux points de S un tenseur antisymétrique

P tel que ¢
(3.1) 7 [v‘g Fp!\[b] = q)"\(] QX

Les équations de Maxwell montrent que y est une R=-forme singuliere ds vecteur
‘ﬁ
fondemental _E s 7 étant ainsi nécessairenment isotrope, S satisfait

L oe = S S ). P o=
Al f=g 9 £0,£=0

c'est-a~dire est tangent en chacun de ses points au cbne isotrope en ge pointe

De plus de
11 suit
oo 9 7 0y -
e (\Ubfx v% Q =0
%

et { étent isotrope :
y {J J —
¥ V%la_.o
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Ies trajectoires du champ # de S sont des géodésiques isotropes. Nous avons
ainsi obtenu dans V4 les fronts d'onde et rayons dlectromagnétiquesa -

be Supposons J e 0 « Sous cette hypothése, on peut déduire des équations de
Maxwell que les discontinuités du tenseur dérivé du champ électronagnétique
et les discontinuités du tenseur de courburerelatives & S satisfomt Ies rela—
tions différentielles @

f o 13
. 2 '\7 - 7
(3.2) £V, IV R 3+(\’“[qu\53 248 R =0
Si le tenseur de courbure de Vv, est continu & la traversée de S , nous avons
1K J f -
(3.3A) 2 4N [NE, A (W, ) I, s Fapd = O
soit ¢
(3.4) 20! Vet (% t)w

les relations mettent en évidence la propagation dcs discontinuités le long des
géodésiques isotropes de S . Si \Qo((s =0 enun point x de¢ S , 11 en est

de méne en tous les points de la géodésique isotrope S dssuz de x o

I1 existe un vecteur b, orthogonal & Kmtel que
P ¢

Apres substitution de (3.5) dans (3.4) et multiplication par b” s nous obtenon

AR - K _
2 X b V{- B, * (\ieﬁ )b~ b, =0 .

Soit 1'identité de conservation @

(3.6) VF (e. ?’P) =0 (e =-b b, > 0) .

\

Notons que si F est donné, 1’ est défini & un facteur scalaire prés A cons-
tant le long de la géodésique ; si (C — AV alors e\b-—% '\ \? et (3.6)
exprime que le tenseur d'ordre 4

[VF] - () ¥
(3 -7) 'l)\)( (} \ P e“f 2 \ P‘
qui ne dépend que de F est convervatif :

= (v [V F ]/) 0

(3 08) \/ \, ,} r\ ‘* P
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On vérific immédiatement que @57 f]\ admet l'expression suivante
[(VF]_ 1 S
(349) CapapT [V F ?\][VF ]+E\n ]WPFn]

44 Radiation électromagnéticue pure.

Si TV 5 P est le tenseur dc iaxwell, le vecteur de Poynting associé & la direc~
tion de tenps u est donné per ¢

P?=(g: o> u)’ﬁ{} {B

Pour que P. soit nul, il faut et il suffit que T soit vecteur propre de T« p
par rapport & ¢ o L'étude algébriqus nontre que deux cas se présentent s si
F est non-singuliére, il existe des vecteurs propres orientés dans le tenps.

Si F est singuliére, les vegteurs propres de 'C’;({Bsont les vecteurs tangents

au cbne isotrops le long de £ et @

. X
(4.1) “Ca(@:eF (b(’glb (er-b‘ b("\v-O)

I1 n'est pas possible d'annuler I; et 1l y a radiation intrinséque d'énergics.

Nous sommes ainsi conduits 3 appeler radiation électronagnétique purs un
chanp électromagnétique défini par une forme singuliére ot satisfaisant aux
&
dquations de Maxwell du vide (J = 0) . Des conditions de conservation

2.4
(4'2) V“ %F’ =0
il résulte
- N X
Qlog ) by + ep L, ?@ =0

-
Les trajectoires du champ des vecteurs £ sont autoparalléles, c'est:éndim
sont des géodésiques isotropes. On peut choisir le champ des vecteurs ¢ ade

fagon que ¢
K n
(4.3) L vL=0
Pour ce choix, (4.2) est équivalent & (4.3) et 3
— ¢
(444) Vi (g £)=0

F étant fernée et Jc satisfaisent 4 B p s on voit irmédiatenent que F est
invar:n.ant par le transformation infinitésinale définie par le champ des vecteurs

J@ Ainsi 2
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(4.5 YV, Fooow- rf - { FP =0,

) 2% T = AT \A o Ty =0

Si F est nulle en un point x de Vy il en est de méme en tous les points
de la trajectoire de I issue de X o

IT. Champ gravitationnel

5. Double 2-forme singuliére.

Jtappellerai double 2-forme un tenseur H adnettant les propriétés de

A A B
synétrie du tenseur de courbure d'une variété rienamnienne

fod

5.1 H =-H == H H =H
( ) ‘)(P’ ”’\P (’;K"A!A “(ﬂ,\.\k a((’;’)“,i 7\\»]0((3
.5
ae Supposons que par la double Z2~forme H #0 11 existe un vecteur £ tel que

.2 S ) H =
(5.2) , kX OQ{)’:'AY 0
ct

oX

. H =

(5 3) g b((a’()f.x 0

N et P étant fixés, les 2-formes au point x ¢

T =1H dx” dxﬁ
A 2 A a
9\) 'A[S"\& R

sont singulidres et admettent F§ corme vecteur principals Ainsi k ast nécessai~
renent isotropes H est appelée une double 2Reforme singuiliére sst. (542) et
(5.3) sont satisfaitess

Par contraction de (5.2), on obtient @

A __j g
H =4, H ~¢ H, _ .
¢ E¥sxp [ By x F¥
De (5.3) il résulte
— ¢ {
(5.4) Hyp =™ & 7p

Inversenent (5¢2) et (5.4) entrafnent (5.3).

1 2 , >
be Si nous introduisons les vecteurs (r?( ) ’ 'ff( )) assoclés & ¢ g Dous

A (2 ,p fixds)

;o (1) (1)
H’/’(@’Q\V ga(i)%'}(xd nf} -«,0/.,) n, )

obtenons pour les R~formes singuliéres TI”X
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1, 2) définit

Des propriétés de symétrie de H , il résulte qus  a (1)3 (1
une 2-forme singuliére de vecteur fondemental £ et 3

1

0] )

b

- () (3) .
S =iy fy (o - A @ a=1,2)
Nous obtenons ainsi par une double 2-forme singuliére une expression générale

- (1) Wy @) _ o L G) -
(5.5) H{’(&’)‘P-E aij(fog n; -?/bnw )(ﬁ%np - -ﬁiﬂn%\ ) lagy = ag)
On notera que ¢

v o= (agy vep)

ce S1 nous posons

(546) bo('?\ = E aij n((i-) n(:;)

nous voyons que $

ey Lk - - 4
(5.7) H“‘(”’N‘ b, a p h+bpt‘yue;\ bﬁkﬁﬁ?;\ b/w\ £ "
ou
-
(508) bO{?\ =0

I1 existe ainsi des quantités b, symétriques satisfaisant (548) et telles que
H s'exprime par (5.7);1les quantités sont définies & la transformation prés :

(5.9) by) = by * b O + by Zn

A

2
ob %, est un vecteur arbitraire orthogonal & § o« Le scalalre g
®nA
GH =b bﬁ:} />\
ne dépend que du tenseur H et du vecteur £ , c'est-i-dire est invariant par

(5¢9)« Pour (546) nous avons 3
2
&y = (a,.)

-~
Ainsi ey est positif et ey = O entratne H=0 . Si £ est multiplié par
P oy ost multiplié par ;\”4 o
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6o Discontinuités du tenseur de courburse.

Considérons un champ gravitationnel satisfaisant aux équations d'Einsteln avec
un tenseur d'impulsion énergie continue La nétrique étant declasso” (c ,03 PAD IOTTGAUX)
étudions les hypersurfaces S pour lesquelles le tenseur de courbure est dis-
continu ainsi que la structure de cecs discontinuités. Avec des notations sembla~

bles & celles du cas électromagnétique, nous avons :

a. Des conditions de Hadamard, il résulte qu'il existe, aux points ds S , des

quantités uzdb telles que, en coordonnées locales @

[0y Ty =1 A (4, =0, £)

o

Les expressions des composantes du tenseur de courbure donnent 3

o
(642) [R’“m] up(bm urmzﬁ

De (642) on déduit s

(6.3) s £ [R {%]—O

(641) ot (643) montrent que [R ‘ PJ définissent aux points de 'S une double

2-forme singuliérecs JL est 1ootrope ¢t nous obtenons ainsi les ondes et les

rayons gravitgtionnels.

L'expression (5.5) ou (5.7) est valable pour [°<P p“g avec
tay =0 Q( =0 ;

ces expressions sont équivalentes & celle indiquée en termes de matrice par
Pirani,

b. Supposons que le champ gravitationnel satisfasse = aux équations d'Einstein ¢

(6.4) Rlx{bsO .
Sous cette hypothdése, la discontinuité du tenseur de courbure 2 travers S
satisfait les relations différentielles 3

b P -
(6.5) 2 19 [y o 1 (T 4D IR g J=0
Aprés substitution de (5.7) dans (645) et multiplication par Sx;‘, on obtient 3
x f
(6.6) V‘)(e[R],Q?)=O (epp7=® W, 70
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Le tenseur d'ordre 4: "

[(R] - v s ¢ 1
(6.7) KPAF—G[BJ A [gep {[A ’A][ ‘30 1+ [Rm,é;t][ QF;G'A:U

qui dépend seulement du tenseur de courbure est conservatif d'aprés (646)e

¢ Supposons qu'il existe dans v, un chanp élsctromagnétique satisfaisant
aux équations de Maxwell du vide et relié au champ gravitationnel par les
équations d'Einstein

= tw (’Gm tenssur de Maxwell).
A la traversée de S 1les discontinuités du tenseur de courbure satisfont :

f 0 _ : — }
249 D8, 30 O €0 IR o 3= K 00%G =% 0 400 -5
et celles du tenseur dérivé du chemp électromagnétique 3 (3.2). On en déduit

corme précéderment $

\v4 " y
6{(6[12]'/{‘3‘?”3 =0
Ie tenseur dlordre 4 ¢

[R] [V F]
D((S'AtA + X UKPAF

est conservatifs

7. Radiation gravitationnelle puree.

a. Nous sommes ainsi conduits & envisager les métriques pour lesquelles il
ﬁ

existe un vecteur £ tel que :

(7.1) s P R

¥ O\Psatk
et
(7.2) SR, =0
0\{59/\“
Pour R 9 £0 , 4 4 ©st isotrops. Le tenseur de Ricel a la forme 3
(7.3) R"W: v 4 {,

Si ¥ £0 , nous dirons que la métrique correspond a un état de radiation
totale pure ; si de plus Rq p = 0 nous dirans que nous avons un état de radia-

tion gravitationnelle purse
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be de 1'identité de Bianchi 3
*, R + . +"\7 R =
t Fapaa i W ProAp B pAsip
il résulte par multiplication par Er pour un état de radiation totale pure s

P _
- Qé ¢ R =0

. F'Y‘
(7.4) « v{ . £ o Ap

A =N ¢R,P
X[ 9//\'4 ALTh !'r\p
qui est analogue & (4.5).

Dans un domaine ou R, P es’c différent de zéro, il est clair que les trajec—
toires du champ des vecteurs /(", sont des géodésiques isotropes : cela est une
conséquence du caractére conservatif du tenseur d'Einstein 3 de (7e4) on déduit

aisément que ce résultat cst général. Considérons le tenseur s

¢
P = L VR
Kby 'Xt« V(*‘ x> A M

I1 résulte ds (7.4)

s £ A =
)\VVP?(Q '\f* =0 A PO((U‘Ar 0 ~

Ainsi P, xp A est une doubls 2~forme singuliere. Si nous posons 'Q‘ V(,. 14 = B
on déduit de (’7 1) et (7-2) 2
%
Smy, R~ +8 ¢ p_ =0 n R ~+ AP =
% T pys A ATy s Ap Kby Ap A o Ap

o\ 6, \ est s:.nguher pour le vecteur principal n qui est nécessairenent

collnsaa.re a 1 et les trajectoires sont des géodésiques. Nous pouvons toujours

supposer .15 choisi de fagon que ¢
o X
(7.5) 31%31 = 0

e I1 est aisé de construire des exenples de radiatione Considérons l'espace

numérique R4 avec les coordonnées 3
0 1 2
Tt =x X =X y =X z = }?

et posons u=t~-x, v=1% +x . La métrique

on ¥ , >0, m >0 sont des fonctions de la seule variable u , représente
une radiation totale pure.-Avec cette nétrique considérons le potentisl-vecteur
¥, défini par 3
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$o =1 = §p =0 f3 = @) .
Le champ électromagnétique correspondant définit une rediation électromagnétique
purc.

Si nous écrivons que 7 correspond & l'énergie du chanp élsctronagnétique,
nous obtenons une relation entre Y , ¢ , 6t T, Y. Aprés un changement de
coordonnées dont le principe est dii & Bondi, nous avons par exsmple la métrique

2 2 2 « 2-22 ‘2 2
ds” = du dv - (dy +dz)—2(,~(u)(ydy—zdz—L{—du)du-P () uv = -
2 3
ey X rEy 1 R P) 2 2
(v N )4ue ¥ (u) du

2
ol (b(u) et tg(u) sont des fonctions arbitraires de “u de classe C au
noins telles que (l" et kg’ ne soient différentes de zéro que pour u z 4, Z0 o

Nous obtenons ainsi un exenple de radiation pure "unitaire". Pour \f 20
nous avons une radiation gravitationnelle pure qui est non triviale pour ‘u>-u 0

8e Identités de conservatione

-)
Considérons une rediation totale pure £ étant supposé satisfaire & (7.5)

nous avons 3

(841) R"‘f‘"(’\t‘= by 6{5 GH + bm‘fzp( by = bXP @(5 €, = bﬁ,\fo.\ QV (b€ =0)
et
(8.2) R‘(‘z=’é' '()a(yﬁ ("\f ::'bi:),

Du caractére conservatif du tenseur d'Einstein et de (7.5) il résulte

(843) V¢(fe Y=o
En reportant (8.1) dans (7.4) et se servant des identitds de Bianchkl on peut
établir
¢ ~ 4 j - “"p‘
\’{f(eRP ) = ¢4 P (op = b bwyo)
Or dtaprés (8.3)

,29 ___{;’ﬁtc ;g : 4 =A9 A
\7?(% (") affc %\79,(@1) ”ae

Ainsi ¢

(8.4) ¥ (og - #)2?}-.-0
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Si nous associons & R’WJ ~\p 1& forme quadratique a, (1 s J =1 ,2) lide

aux états de polarisation (cf. 5 b.) nous avons ¢

. 2 2 o
’C TR e - — ¢
(a) * ay,) ep =¥ =2 {(312) =81 80

Ainsi (8.3) et (8.4) expriment la conservation, pour une radiation totale
pure, des deux inveriants de la forme quadratique alJ . Posons ¢

R "
(8:5) e patp ("(si’)’ (P2t ™ Tus Vpam)
(804) exprime que le tenseur d'ordre 4 qui ne dépend que de la nétrique s

R
Yapap T Mg T g

est conservatif. Dans le cas d'une radiation gravitationnelle pure T =0,
- (n Py _
Vv o (oR L) =
et le tenseur B est conservatif
’(‘, f’ A t{‘ o
9. Tie tenseur de Bels

a. Considérons une nétrique arbitraire satisfaisant aux équations d!Einstein 3
1 R =0 R =2
Au tenseur de courbure associons le tenseur @
* | ¢5
R = Ui . R
APy x& 2 KRIET 5x8
*

' A R Lo . - » R . A
Sous 1'hypothése (9.1}, ce tenseur définit une double 2-forme (R IS IS%S?\ﬁI

et 1'on a la relation ¢
%A _ 1 %Py ©
(9#2) K(bix R é }B R
e -7 [* Ky
Etant donné un vecteur unitaire u associons au tenseur de courbure les deux

tenseurs symétriques s
' * ¢ 'S
o E_ =R o uf H = = R ' u
qui satisfait manifestement & @
Le. donnée de ces deux tenseurs détermine complétenent le tenseur de courbure
exactenent comme les vecteurs d'espace champ électrique et champ nagnétique
déterminent le tenseur chemp élsctromagnétique. Dans un repére orthonormé tel
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-y
que £ =u, R 50 --ErS (r,s, eeo=1,2,3), les composantes Rrss,uv
sont fournies par H et les composantes R 78 tu par E o En particulier 3

(944) A =.% s ¥ g =E° g -H°H
* p((’bgzgé. s .rs

bs Pour uns telle métrique, BEL a introduit le tenseur d'ordre 4 3

1, 0 ¢
(9.5) B = =(R R 9 ¢ R
0(!'39?"‘ 5( Xy 2 ?Pyo” Koo | f“aG?\)
symétrique en x 4 5 en 9, " et symétrique par rapport aux couples. Des
identités de Bianchi il résulte s

4 ¥ B" =V, Rﬁﬁ’é R
I RN > { ATRB s X
Si nous posons
1
906 T =B - A
( ) a(!%g?\k ,(ﬂggv 2 g?\(’)gxtk

i1 résulte ds (9«2) que T satisfait. aux identités de conversation :
- o
T =0
Pour une radiation gravitationnelle pure T ”B AR se réduit bien entendu au
tenseur l?({\“ T Si '{;’ est un vecteur u_nitalre définissant une direction de
‘e

temps le scalaire

T 3 = X P gt
(w) T"‘V’:’/\t\ u u utu

s'exprime & partir des tenseurs E et H correspondant a z par @

@) =5 & E_g * e H_) >0

Ainsi ‘I‘(") est strictement positive et n'est nulle que si le tenseur de cour-
bure est nule Le tenseur T'< r o\ senmble ainsi généraliser dans ce cas le

tenseur de Maxwells




