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’
EXPRESSION ANALYTIQUE ET CALCUL EFFLCTIF DU TERME SECULAIRE PUR
DE L4 PERTURBATION DU THOISIFME ORDiE DES GRANDS AXES

par Jean MEFFROY

Si 1'on développe les grands axes en série entiére suivant les puissances des
masses et si 1'on suppose que le rapport des moyens mouvements est incommensurable,
les termes de degré 1 sont périodiques, aucun n'est séculaire : c'est le thdoréme
de 1'invariabilite des grancs axes ; les termes de degré 2 sont periodiques et
séculaires mixtes, aucun n'est séculaire pur : c'est le théoréme de Poisson. On
crut longtemps que le théoréeme de 1l'invariabilité des grands axes et le théoréme
de Poisson s'étendaient de proche en proche & toutes les puissances des masses, mais
en 1876, HARETU [4] mit en évidence dans les grands axes un terme séculaire pur
en t de degré 3 par rapport aux masses. L'existence de ce terme fut confirmée par
EGINITIS [1] . De son c8té IE VERRIER ( [5], p. [126] ) avait trouvé dans la
longitude de Saturne troublee par Jupiter un terme séculaire pur en £ de degré
3 par rapport aux masses auquel correspondait dans le grand axe un terme séculaire
pur en t . Toutefois le calcul de Le Verrier était purement numérique et par
ailleurs les calculs de Haretu et d'Eginitis n'inspiraient pas une grande con=-
fiance aux astronomes. GAILLOT [2] signale, mais sans en donner l'explication,
une grave omission dans la seconde partie du Mémoire de Haretu. L'existence dans
les grands axes d'un terme seculaire pur de degré 3 par rapport aux masses étant
acquise, il restait & trouver une expression analytique nette et incontestable
de ce terme et & procéder & son calcul effectif. Je pense y &tre parvenu dans
ma thése [6] et dans un travail qui lui fait suite [7] . Le présent exposé,
divisé en deux parties, résume mes résultats. Pans une premiére partie, j'explique
rapidement les calculs qui m'ont permis d'atteindre l'expression analytique du
terme seculaire pur et, dans une seconde partie, je procéde a un examen succinct
des quelques cas dens lesquels jiai poussé jusqu'au bout le calcul de ce terme.
J'indique en terminant deux problemes dont la résolution mettrait un point final

a la question.
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1. Expression analytique du terme séculaire pur de la perturbation du troisieme

ordre des grands axes.,

1° ¢+ Hypothéses.

J'ai considéré 3 corps, le fait de prendre un nombre N de corps supérieur a 3,
comme le faisaient mes devanciers, allongeant les calculs sans introduire par

ailleurs dans le probléme un élément de nature nouvelle.

J'ai rapporté la planéte troublée au Soleil et la planéte troublante au centre
de gravité du Soleil et de la planéte troublce, les fonctions perturbatrices des
deux plandtes ne différant ainsi que par un facteur constant et se ramenant par

conséquent & une fonction perturbatrice unique.

J'ai pris pour ¢éléments osculateurs, au lieu des $léments elliptiques qui ne
satisfont pas & des Squations canoniques, les éléments canoniques L, G ,(=), 2,
g, 0 (planéte troublee) et L' , G' , &', v, g', 9 (planéte troublante)
qui satisfont & des équations canoniques et introduisent dans les calculs des simpli-

fications considérables.

J'ai systématiquement négligé les constantes arbitraires qui s'introduisent dens
les calculs au cours des diverses intégrations : s'il existe dans les grands axes
un terme séculaire pur de degré 3 par rapport aux masses pour le systeme de va-
leurs nulles des constantes arbitraires d'intégration, il y existera a fortiori
un terme séculaire pur pour un systéme de valeurs quelconques des constantes

arbitraires d'intégration.

J'ai supposé que la distance de la planéte troublée au Soleil est inférieure
3 la distence de la planéte troublante au centre de gravite du Soleil et de la
planéte troublée,

Enfin (c'éteit 13 1'hypothdse essentielle sans laquelle le probléme ne se serait

pas posé) j'ai supposé que le rapport des moyens mouvements est incommensurable,

2° Notations.

S Soleil de masse 1 ; P planéte troublée de masse m ; P! planéte trou-
blante de masse m' ; C centre de gravité de S et Pj; SP=r, CP'= f
d'ol, en vertu de l'avant derniére de mes hypothéses r/f < 13 o = cosinus

—p —7
de 1l'angle des vecteurs SP et OCP' .

e

m v
R = fonction perturbatrice = m'} Rp m® 3 m P Rp = R(p);~R1::<EkR1)-+ £5(R1)~
p=1



. L 10-03
(1) @(Rl) = partie périodique de Rl :Z (Msin D + N cos D)
2

avec D = »-A€+ﬁ€',4’?=nt+2, g':n't«ué',iet

£ ' = longitudes
moyennes de l'époque, M =M, , , N=1N, B Y =Y, oA, }3 = entiers
r ’ ~ o 2

L3 N 3 ‘ 4 '-
variant chacun d¢ - & +o et non simultenément nuls 5

(2) L (R,) = partie séculaire de R, = N
1 1 0,0
@(RZ) s'obtient en rcmplagant cens (1) M par P et N par Q , 5’ (Rz)
stobtient en remplacant dans (2) N par Q H
0,0 0,0

A=xn+ Ppn', A'=Xx'n+ fn' o, oL+t =" ,/S*F'=;;3“ s A+ Ar= An M :MO".,,B‘ ’

MU= Moy s =5, AA',P' étent come X et B des entiers
’/ 4 DL’ IB,-?\’Il)"

varient de ~o a +o et non simultanement nuls et %" , [3" n'étant pas
simultanément nuls.

Les perturbations du premier ordre (ensemble des termes de degré 1 par rapport
aux masses), du deuxiéme ordre(ensemble des termes de degré 2 par rapport aux |

masses), du troisitme ordre (ensemble des termes de degré 3 par rapport aux
masses) ... Sont respectivement représentées par les symboles & ’ %2 s %3 esc ®

30 De 1'¢gelité L=V TJL& ou o est constant et oi a est le demi grand

axe, on tire 3

2
(3) SBa:%%bBL+§—%§L 82L .
aL

Le terme séculaire pur de 53 a se trongonne donc en deux morceaux : celui qui
provient du produit §L 5°L et delui qui provient de SBL .

Je n'ai eu aucune peine & trouver le terme séculaire pur du produit &L §2L
qui resulte, en vertu du théoréme de 1'invariabilité des grands axes et du théoreém.
de Poisson, de le multiplication des termes de &L , qui sont essentiellement
périodiques, par les termes séculaires mixtes de 32L dont la partie périodique
est la méme. Reprenant le théoréme de Poiscon dont j'ai donné une démonstration
légérement plus courte que celle de Tisserand et qui a ¢té signalée par
Yusuke Hagihara [3], j'ai montré que gzL renferme le terme séculaire mixte

ON
m1? t % %IM,NO Olsin Do+ NN ol cos D - _5%’_9 o (Mcos D - N sin D)g
b 2
2

oN
+mn't Z% %IM,NO’OP sin D + IN,NO’OI‘ cos D - _-5]?:12 /3 (Mcos D - N sin D)?
2
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ltopérateur | , | étant la somme des opérateurs D( , )/D(G,g) et D(, )/D (&,8)
et l'opérateur | , |' 1la somme des opérateurs D( , )/D(G',g') et D( , )/D@EY,85).

J'ai alors montré que le produit SLE°L renferme le terme séculaire pur en t 3

2 2
]
(4) m 2- \: }—1-2- lS’NO,Ol + mm! 2- i- -}:2- iS’NO,Ol'
2 2
S étant la demi somme des carrés de M et N .

Le calcul du terme séculaire pur de gBL m'a demandé par contre de trés longs

efforts. On a
>
8oL = 5 (67n),
i=1

avec

A (3) ~
(83L)1 :faaz r (@ g , (D), = % Ezrdt , (.gBL)B =S'§Z ¢ n(1gy ’

¢ g(R) ¢35 (1)

3;v (9o o 31y - (3 3 Lo
Cu, =l e, @ngs @, e @, <fF T e

(ﬁBL)5 étent la partie de (gBL)5 qui ne renferme que R(l) et (63L)5 la
1 2
pertie de (gBL)5 qui renferme & 1o fois R\Y) et R®)

(53 L) 1 ({;3 L)2 et (@3 L), sont & dcarter : en vertu du théoréme de l'invaria-
bilité des grands axes, (63L)1 et (‘%_:BL)2 se composent exclusivement de termes
périodiques et en vertu du théoréme de Poisson, (E,BL)3 se compose exclusivement
de termes périodiques et séculaires mixtes. J'ai montré que (%3 L) , renferme,

outre des termes périodiques et séculaires mixtes, le terme séculaire pur en t 3

! 7 1 JoSp o+ |y, P| +|N,Q}V-.ar TTg

N

(5) )
2 t e L 4 ‘5T Y ' ' dn' ﬂ
+ nm! -2-= 42' ‘K g I E, + lIi,P‘ + IN,Q' - -arr -—-A- T
avec T = NP - M) et qui provient exclusivement comme on le voit des parties

périodiques Jf"\’(Ri) et "S’:(RZ) de R, et R, . J'ai montré en outre que (S,BL)5
2

1
renierme, outre des termes périodiques et séculaires mixtes, le terme séculaire pur
égal et de signe contraire & (5) . la somme (SBL)4 + (’>=3L)5 ne renferme donc

2
aucun terme séculaire pur et le terme séculaire pur de jBL ne peut provenir en

définitive que de (‘03 L) 5 J'al montré que (%3 L), renfcrme, outre des termes
1

5



10-05

péricdiques et séculaires mixtes et outre des termes séculaires purs en t2 et

en t qui s'entredétruisent, le terme séculaire pur en t :

2 2 l//2
3t\{e=— ot [/, 108 ' dn & 1 d°n =o'
" ?EZ—F (I, w, |+ [, | - 2 38w, D) L Pats &.MM!M::%
2 4
2 b= R oS . dn oA
+ mm! Zl— F <j\|-6-t yNO’Oli + ‘M’NI’NO,Ol' -2 a—L T ‘S’NO,O',
2
©

2
o} dn'
+ P ‘BT‘ "No,o‘ * "M’NP’NO,O‘ - ZHILl"' %’is’No.oO

2 2 ,
2 t [ 68 t . dn? /3 1 4d"n? ﬁ/j’(xufll
+m m?! z..._( N M 1 ) | Jo) [ > n o MM!

5{2 A2 AlsE o, fhesx| ’No,ot 27 T S0l 47 deZZ,‘: JATAN M

Des expressions analytiques (4) et (6) du terme séeulaire pur du produit
§1 8%L et du terme séoulaire pur de §7L , on Adduit aisément, & 1l'aide de (3),
ltexpression analytique du terme séeulaire pur de 3 a .

40 Les formules (4) et (6) confirment les prévisions de Tisserand ([12)ly chap,
XXVI, p. 429, paragraphe 184) qui pensait que le terme séculaire pur de %Ba
ne provient pas exclusivement de la partie scculaire de la fonction perturbatrice.
Elles montrent que la partie séculaire de la fonction perturbatrice, plus pré=-
cisément S(Rl) , introduit dans le produit &L 62L et dans EBL un terme
séculaire pur en t ayant pour coefiicient une série double en o, [‘3 o « est
1'entier relatif & la longitude moyenne { de la planete troublece Pet 3 lentler
relatif & la longitude moyenne /' de la planéte troublante P! dans le déve-
loppement de Rl en série de sinus et cosinus de la quaniité o é 4 }3 é) ’ « BElles
montrent en outre que la partie periodique de la fonction perturbatrice, plus
précisément §° (Rl) , introduit dans 63 L , trés exactement dons la partie de
(53 L)51 qui ne renferme que les perturbations de la planéte troublée P et

dans la partie de (%,-.3 L) 5 qui ne renferme que les perturbations de la planéte
1

troublante P' , un terme séculaire pur en t ayant pour coeffigient une série
quadruple en o, 2, «' , ' , le couple d'entiers & , X' se rapportant a £

A %' se rapportant a £' . Elles montrent encore que

et le couple d'entiers |

2
P(R;) n'introduit dans la partie de (%’L)5 qui renferme & la fois les per-
1

turbations de P et P! aucun terme sécalaire pur. Le calcul des deux séries
quadruples ci-dessus, qui représentant en définitive le coefficient de t dans le
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terme séculaire pur introduit dans ‘63a par la partie périodique de le fonction
perturbatrice, est extrémement long et c'est lui qui constituait toute la difficulté
de ma thése ([6], p. 107-181) .

I1 convient de signaler ici qu'avant d'aborder dans toute sa généralité la
recherche du terme scculaire pur de &Ba , je me suis livré, sur le conseil de
Jean CHAZY, & une étude systématique du cas particulier oi P et P' déerivent
une droite fixe paseant par $ ( [6], p. 37-59) . Jean CHAZY pensait que j'attein-
drais ainsi plus facilement le terme séculaire pur de E;Ba . Mais j'ai abouti a
un résultat négatif, J'ai montré qu'alors le produit 5I,$2L ne se compose
d'aucun terme séculaire pur et que les seuls termes séculaires purs de ESBL sont
des termes en t2 qui s'entredétruisent. L'examen de ce cas particulier n'a pas
néanmoins été inutile en ce sens qu'il m'a permis de mettre au point la méthode

dont je me suis servie dans le cas général.

Les formules (4) et (6) confirment par ailleurs les résultets de Henri Poincaré
qui a prouvé que le développement de L suivant les puissances des masses ne
renferme pas de termes sécwlaires purs de rang inférieur 3 2 { [11] , chap. XI,
p. 306, paragraphe 185) . Elles montreut que le terme séculaire pur de %;3a est
de rang 2 . Je rappelle qu'Henri POINCARE appelle rang du terme séculaire pur
m’ t9 o m est la masse ou un coefficient de 1'ordre de la masse, t le
temps et o p et q sout des entiers positifs, la différence p = g o Ici s

p=3, g=1 d'oh p=g=3=-1=2,

I'ai montré en outre qu'HaRETU et EGINITIS ( [6], p. 197-205) ont tous deux
tiouvé le terme séculaire pur du produit §L %2L mais ont tous deux laissé
échapper le terme séculaire pur de %BL . En d'autres termes, ils ont tous deux
laissé echapper le terme seculaire pur introduit dans &3 par la partie pério-
dique de la fonction perturbatrice €t ils n'ont trouvé qu'une frastion du terme
séculaire pur introduit dans 83a. par la partie séculaire de la fonction pertur-
batrice.

J'ai indiqué enfin dané deux Notes l'origine précise du terme séculaire pur
introduit dans SBa d'une part par la partie séculeire de la fonction perturbatrice

[9] et d'autre part par le partie périodique de la fonction perturbatrice [10] .

2. Calcul efiectif du terme séculaire pur de la perturbation du troisiéme ordre

des grands axes.

50 L'expression analytique du terme séculaire pur de 533 peut s'écrire sous
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la forme

';V»'._ i ; ;7*5" - L5 ,")\
S S}
Bt Bpp Gt

ol 7§P et %LP sont les termes séculeires purs respectivement introduits par les

\./

parties séculaire et périodique de la fonction perturbatrice dans la portion

(E;Ba)P de "Ba qui ne renfe me que les perturbations de la planete troublée

P, PP' le terme séculaire pur introduit par la partie séculaire ue la fonction
perturbatrice dans la portion (* 'Ba)PP' de §7a qui renferme & la fois les
perturbations de P et de la planete troublante P!, T et ‘U es

! t 9
termes séculaires purs respectivement introduits par les pgrties seculglre et
périodique de la fonction perturbatrice dans ls portion ( $3a)P, de S%a qui
ne renferme que les perturbations de P! . Pour prouver l'existence effective
dans §ﬁ3a d'un terme séculaire pur, il restait & montrer que les trois quantités
qég + WLP s Tppr » QP, + Up, , qui contiennent respectivement en facteur
m'”t, m' t, mm't, ne sont pas simultanément nulles et, a cet effet, 2
procéder au calcul du coefficient de t dans chacune do ces trois quantités. J'ai
donné dans un Mémoire qui fait suite & mz thése [7] le calcul complet de cg;

en réduisant le développement de R, en série de polyndmes de Legendre

1
o0] n . n
_ r _ 1 a 2 n — 5 a
Rl = E FrT-;I Pn(’r) avec Pn(tf") - 2.4. PN 2n dJn (\: - 1) n= 2’J see
n=2

2
& son premler terme —3 P2( ) , ce qui revient & négliger dans (<3a)P les puis-

S

sances de a /a' sdperleures la troisiéme et en négligeant dans 2§ P, )
les inclinaisons et les puissances des excentriciteés supérieures & la sixieme,
Posant (n + gn')” 2 (%, 2) , j'ail alors montré que la partie séculaire de
1= fonction perturbatrlce, plus précisément é;(R ) , introduit dans la portion
de "BL qui ne renferme que les perturbations de P le terme séculaire pur

“( 3—:—:-:% [ 22 (-1,1) +3%(1,2) + (-2,

s o -3.:;%1(.-1,1) - 2.32(= 1,2) + § (-2,1) + p(=1,-1) = F(-1,-2)] %

3.7.53
T

+ [11(=1,1)-3(=1,2) + i,} (-2,1) - Zﬁi(-m) + (=1,3)

(=1,=1) = :%.(-2,-1)] o § sin 2(@T-3*)

SN[
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et j'ai montré que f;(Rl) introduit dans la portion du produit S]L%zl. qui
ne renferme que les perturbations de P le terme séculaire pur

2 ,,3
w? ; <§—:3'> ;:? 2‘6 %\%2’2 (“"1»1)-32(4,2)-(—2,1)& e? o'° sin 2(B-D') ,

Ces deux termes séculaires purs sont nuls lorsque l'excentricité e' de la
planéte troublante P' est nulle. Lorsque l'excentricité e de la planete P
est nulle, le second de ces deux termes séculaires purs est également nul, et,

dans le premier, le terme médian en 62 e‘2 a disparu.
J'ai montré en outre ( [7], p. 271-274, paragraphe 6 et note (2) p. 274) que
2 54 (Rl) n'introduit

dans (&Ba)P aucun terme séculaire pur en m3 t(a?“/a‘B) avec n = 3,4,5, oso

lorsque les excentricités et les inclinaisons sont nulles

ce qui revient & considérer tous les termes du développement de Ft1 en série de
polyn8mes de Legendre. On aurait pu montrer de méme que S (Rl) n'introduit dans
(53a)PP, aucun terme séculaire pur en m m'? t(a?'/a'B) et qu'il n'introduit
dans (%Ba)P, aucun terme séculaire pur en n m' t(az/a'B) D= 3,445 vee o
S(Rl) n'introduit donc dans %3 a aucun terme séculaire pur lorsque les excen-
tricités et les inclinaisons sont nulles. J'ai montré par ailleurs [8] que lorsque
les excentricités sont nulles et que les inclinaisons ont des valeurs non nulles
et méme ont des valeurs considérables, S (Rl) n'introduit dans 63 a aucun terme
séeulairc pur. Ceodeux résultatsndgatifs sont importants en ce sens qu'ils montrent
le réle prépondérant joué par les excentricités dans la formation du terme sécu-

laire pur de 83a .

Enfin, dans un Mémoire actuellement en cours, je donne le calcul complet du terme
séculaire pur ”'QLP introduit dans (%3 a)P par la partie périodique de la fonction
perturbatrice. Réduimant toujours 1g devéloppement de Rl en série de polyndmes
de Legendre a son premier terme 3-5 P2 () mais élargissant par ailldurs mes

i . . s s
hypothéses, je tiens compte dans r< P,(r) des excentricités et des inclinaisons

et je néglige les puissances des excentricités et des inclinaisons superieures a
la sixieme.
6° Pour clore la question du terme séculaire pur de gBa , deux problémes restent

4 résoudre :

a. La recherche du terme séculaire pur éventuellement introduit dans & 3 a par
les constantes arbitraires d'intégration qu'd llexemple de mes devanciers j'ai
systématiquement négligées dans ma thése. Jean CHLZY ne comprenait pas pourquoi
TISSERAND et les quelques méeaniciens célestes elassiques qui se sont occupés
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de cette question négligent systématiquement les constantes arbitraires d'intégra-
tion ([12], chap. XI, paragraphe 75, p. 202). Ces dernitres, qui introduisent un
terme séculaire pur dés la perturbation du premier ordre dans les longitudes
moyennes et dés la perturbation du deuxiéme ordre dens les &léments canoniques
autres que les longitudes moyennes et les L ou dans les éléments elliptiques
autres que les longitudes moyennes et les grands axes, peuvent introduire un terme
séculaire pur dans $ s

bs La recherche des conditions de validite de l'expression analytique du terme
séculaire pur de gBa,a L'une facon plus précise, la recherche de la borne supé-
rieure t du temps % au deld de laquelle cette expression analytique cesse
d'étre exacte., les perturbations divers ordres des éléments canonigues ou

elliptiques s'obtiennent a partir du développement de la fonction perturbatrice

-
1N

en série de Taylor suivant les puissances de &L + »;2L + eee 5 HG + 52G +raegese
oude Sa+ % + .o , e+ $% 4 ... , eee o Or les éléments canoniques
autres que les L , ou les éléments elliptiques autres que les grands axes,
renferment dés la perturbation du premier ordre des termes séculaires purs. Malgré
la petitesse des masses, ces termes séculaires purs finissent par croftre au

deld de toute limite quand le temps t tend vers 1l'infini et il n'est plus
possible, dans cette derniére hypothése, de developper la fonction perturbatrice

en série de Taylor suivznt les puilssances des quantités ci-dessus. La détermination
de t met alors & jour un nouveau probléme apparemmcnt trés difficile s celui

de la ;echerche, pour t >t , d'une empression analytique du terme séculaire pur
de 6°%a .
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