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Séminaire de MECANIQUE aNALLYTIQUE 22 mars 1958
et de MECANIQUE CEIESTE

Année 1957/58
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THEORIE GEMFRIE DTS SYSTRMES DYNAIWES DE L MECANIQUE CLASSIQUE (1) ,
par andré KOLi.OGOROV

Mon probléme sera d'¢éclaircir 1'¢tude des systémes conservatifs de la mécanique
classique au moyen des concepticns fcondamentales et des résultats de 1la théorie
spectrale et de la théorie moderne des systémes dynamiques. Il me semble d'ail-
leurs que le théme que j'ai choisi doit avoir un intérét plus lorge, car il est
un exemple de ces cas ou naissent des liens profonds entre des parties distinctes

de la mécanique classique et de la mécanique moderne.

Dans son remarquable rapport au congrés de 1900 HILBERT décleora que 1l'unité
de la Mathématique, 1'impossibilité de la diviser en branches distinctes 1'une
de 1l'sutre, découle de lastructure méme de notre science. Une des preuves les
plus conv=incantes de la verité de cette pensde, c'est 1l'apparition & cheque
étope de l'expansion mathématique de points de rencontre ou, du fait de problémes
tout & fait concrets, il devient indispensable d'introduire des notions de
liaison entre les méthodes de disciplines mathématiques bien différentes. Pour
les mathematiciens du 1% si&cle 1l'un dc ces points de rencontre fut la question

de 1'intégration des systémes différentiels de la méernique classique.

Les problémes de mécanigue, de theorie des ¢quations differentielles, s'y
liajent étroitement avec des problémes de calcul dcs varictions,de géométrie
différentielle & plusieurs dimensions,de thiorie des fonctions ~nalytiques et
de théorie des grcupes continus. iprés les travoux de POINCAEE, le rfle des
théories topclogiques apparut fondementzl pour les questinas de ce type. D'autre
pert, le thcoréme de DOIHCAR@—CARATHEODORY servit de point de dipart a la
théorie métrigue des systémes dynomiques, considérée comme ctude des propriétés

des mouvements vérifiles pour presque toutes les positions initizles du systeéme.

'(1) Ceci est la traduction (due & J.-P. BFNZECRI) du texte russe de le Confdé-
rence faite par A.N. KOLMOGOROV [ 177 2u Congrés internationrl des Mathémnticiens
a4 Amsterdam en 1954, Des tirés a p=rt du texte russe furant distribués par
AN, KOLMOGOROV au Sémineire de :'écanique analytique et !leenigus céleste, 1o
22 mars 1958, lors de l'exposé qu'il fit sur le méme sujet. L'auteur prévcit
lo publication prochsine de detoils complémentaires, dans un 2utre recueil.
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La theorie ergodique qui s'est développée & partir de 13 a regu diverses généra-
lisations. Elle est devenue un centre indépendant d'intérét et un lieu de liai-
sons pour les méthodes et les problémes de bien des branches toutes nouvelles
des mathematiques : la théorie abstraite de la mesure, la théorie des groupes
d'opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert et les autres espaces de
dimension infinie, la théorie des procsssus aléatoires, etc. Au précédent congrés
de 1950, un grand rapport de KAKUTAMI [147] fut consacré aux problémes ginéraux
de la théorie ergodigue,

Les méthodes topologiques, comme l'on sait, ontregu de notables applications
en théorie des oscillations, en particulier pour résoudre des problémes tout-
a-fait concrets, qui apparaissent quand on étudie les systémes : régulation-
automatique en électrotechnique, etc.Cependant, ces questions concretes, physi-

ques et techniques, concernent surtout les systémes non conservatifs.

Nous nous ocduperons ici d'étudier les mouvements asymptotiquement stables,
en particulier les points d'équilibre stables et les cycles stables. Nous étu-
dierons aussi les courbes intégrales s'accumulant vers ces mouvements asympto-
tiquement stables. Dans les systémes conservatifs, les mouvements asymptotique-
ment stables sont impossibles. C'est pourquoi, par exemple, la recherche de mou-
vements particuliers, quelque intérét mathématique qu'elle présente dans le cas
des systémes dynamiques a souvent un intérét physique réel limité. Le point de
vue métrique présente un intérét fondamental dans le cas des systemes conserva-
tifs, car il permet d'étudier les propridtés de l'ensemble des mouvements. la
théorie ergodique générale contemporaine a préparé pour ce genre d'étude toute
une série de concepts qui ont une signification physique profonde. Cependant,
les résultats obtenus de ces points de vue contemporains dans 1'Ctude de pro-

blémes concrets de la mécanique classique sont fort limités jusqu'a présent.

I1 s'agit d'abord du protléme suivant : supposons que le mouvénent sur une
variété 3 s dimensions V° soit ddtermind rar un cysteme canonique d'équa-
tions différenticlles avec une roncticn de Hamilton analytique
H(q1 y see 5 Ag 5 Py oy see ps) . Supvosons, d'autre part, gua'on ait les inté-
grales premieres analytiques indépcndantes I1 s I,y eee Ik et que les

2
conditions
— T —_
I1 = C1 y eee s L= Ck
rd . [y “«,:/E; . - . - = gs-k g Y
déterminent dans l'espace AT, une varietd analytiqus M . On sait que

pour presque toutes les valeurs C1 s see Ck , une densité analytique invariante
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apparait, d'une maniere naturells sur M , c& gqul permet d'asppliquer au
RS-k

mouvement sur N les principes généraux de la théorie métrique des systémes
dynamiques,

I1 est naturel d'utiliser ces methodss modernss dans les cas ou, en plus des
intégrales premiéres indépendantes I, 5+« , I, il n'y a pas d'autres inté-
grales premiéres, ou quand trouver d'autres intlgrales premiéres apparalt trop
difficile, et que les autres méthodes analytiques classiques permettant d'ache-

ver 1l'intégration du systéme, apparaissent aussi inapplicables.

Dans de tels cas, il faut, & l'aide de telles ou telles considerations quali-
tatives, résoudre le probléme suivant : Le mouvement sur M5k sera-t-il
transitif ? Nous entendons par 1a s rechercher si presque tout Mzs'k se
compose d'une seule variété ergodique. S'il y a transitivité, nous devrons
déterminer le caractéere du spectré sur la variété ergodique. Fn 1l'absence de
transitivité, nous devons étudier, & un ensemble de mesure nulls prés, ou au
moins & un ensemble de mesure arbitrairement petite prés, le caractere de la
MZS-k

décomposition de en variétés ergodiques, et le caractére du spectre sur

. / Ve
ces variétes,

Nous connaissons seulement deux problemes concrets de la mécanique classique
dans lesquels ce programme ait été plus ou moins réalisé :

1° le cas du mouvement libre sur une surface fermde V2 de courbure partout
négative (2). HOPF, en 1939, a établi que le mouvement sur les variltés a 3
dimensions Ii défini par la condition de constance de 1l'énergie H = h , est
transitif et que le spectre est continu (voir [127).

20 Comme on le verra plus loin dans le cas d'un mouvement libre sur une surfa-
ce analytique suffisamment proche de 1l'ellipsoide de l'espace euclidien a 3
dimensions, le mouvement sur Lﬁ n'est pas transitif, et a un ensemgle de
mesure nulle prés, la variété se décompose en toresa 2 dimensions T, sur
chacun desquels le mouvement est transitif et le spectre diseret (voir fin
du paragraphe 2).

Cependant, il me semble que le moment est aujourd'hui proche ol il sera possi-

ble d'avancer considérablement dans cette direction.

( ) Peut-&tre n'est-il pas inutils de rerarguer que dens l'espace euclidien
ordlnalre on peut considérer une surfzcs fermiz V2 de genrs 1 , et disposer
a son v0181nage un nombre {ini ds certris dlettrzction ou de répulsicn qui
définissent sur V2 un ootentlel de forces, de telle sorte cue le mouvament
d'un point matériel sur V2 ,sous l'action dvs forzes extérieures produites, soit
vqulvalcnt methématiqusment zu mouvewsnt likre dezns uns métricus de courbure
partout négative.
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1. Les systémes analytiques dynamiques et leurs propriités stables.

Les systémes dynamiques de la mécanique classique apparaissent comme des cas
particuliers des systémes dynamiques analytiques & invariant intégral. Le support
d'un tel systéme dynamique est une variété analytique &4 n dimensions, soit
gin l'espace de phase du systeme., Dans ce systéme, les seulestransformations

des coordonnées  (x; , ... , xn) admissibles pour un point x € (¥ seront
toujours analytiques.,

Ies membres de droite des ¢équations différenticlles qui déterminent le mouve-
ment, '
dx

3
a—,ﬁ—-- Fo\(xl g ose xn)

(1)
et la densité invariante qui définit la mesure invariante

m(a) = fA M) ey ae. dxg

seront supposées étre des fonctions analytiques des coordonnés (3).

Conformément & ce que nous avons dit dans l'introduction, nous nous eccuperons
q ’
surtout de systémes canoniques, c'est-a-dire pour lesquels n = 2s , ou les
rd S »
coordonnées (p R q) & Cf se séparent en 2 groupes Qg » eee y Q et
Py s ece 5 Py s les transformations de coordonnées admissibles, sont des trans-

formations de contact, et les équations canoniques prennent la forme

@) d%; oH dQ} OH
2 = = =
IT T 0 T 3T,

et la quantité invariante

Mp, q) =1.

On accordera une attention particulieére & la recherche de propriétés des systémes
dypamiques réalisées pour des %x et des M quelconques ou pour une fonction
H quelconque dens le cas de systémes canoniques. C'cst-a-dire qu'on cherchera
quelle propriété est typique, st quelle propriété au contraire peut &tre consi-
dérée comme une exception. Cette question cst cependant fort délicate. On pcut

l'aborder du point de vue des ens:mbles exceptionnels dans les sspaces fonctionnels

(3) Partout o nous parlons simplemert de lz mesure, sans ls spécialiser
ultérieurement, nous avons en vue la mesure m .
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du systéme (Eu , M) oude la fonction H . En dépit des progrés notecbles
obtenus dans cette dircction, dans la théoric giénirzle des systémes dynamiques
abstraits, une semblable dtude est plus intérsssante comme moyen de démonstra-
tion de théorémes d'existence, que pour ripondre immédiatement & des qusstions
réelles de physique et de mécanique méme arbitraircment stylisdes ot idéalisées.
Au contraire, attaquer la question du point de vue de la mesure apparaft tout-
d-fait naturel. C'est ainsi qu'a argumenté par exemple von NEUMANN [217 . Mais,
on se heurte a 1l'absence de mesure naturelle sur les espaces fonctionnels,
Nous allons suivre 2 voies.

2

a. Nous cherchons & obtenir des résult-ts positifs dans le sens suivant
reconnaftre si un systéme dynamique appartient a4 1'un des cas d'exception ou au
contraire & un des cas triviaux qu'on définira en donnant un sens convenable

au mot exception, par exemple en négligeant des ensembles de mesure nulle. Nous
utiliserons la notion de stabilité au sens conservation d'un type donné de
positions des systémes dynamiques quand on modifie trés peu les fonctions 109
et M, et la fonction H . Un type donn¢ dc comportement d'un systéme dynami-
que pour lequel il existe un seul exemple de réalisation stable doit, de ce
point de vue, &tre considéré comme important et ne pas étre négligé. Au point
de vue des transformations analytiques, conformément & l'approximation choisie ,

une petite variation d'une fonction fe(x) sera le passage de fo(x) a4 une fonction
f(x) = fo(x) + Sxf(x , 9)

ou le paramétre € est petit, et la fonction % analytique pour l'ensemble des
variables X, , X, , <.+ , X , 8 . Une telle approximation peut &tre critiquée,
mais elle permet d'obtenir quelques résultats intéressants dans les cas ou on

peut se limiter & considérer les fonctions fo et £ comme dérivables jusqu'a

un ordre bornej ceci sera indiqué.

be Nous chercherons a obtenir des résultats négatifs sur le caractére exception-
nel de quelque événement, en utilisant seulement quelques exemplcs. Dens la

classe K des fonctions f(x) on peut introduire un nombre fini de fonction-
nelles

F (£) , Folf) , ..., FL(£)

qui, dans un sens ou dans un sutre, peuvent étre cousidérdécs comme prenant en
général des valeurs quelconques

F(f)=Cpy ooe , F(E) =C
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dans une région quelconque d'un sspace & r dimensions C = (C1 s eee s Cr) .
Nous dirons alors qu'un événement donné, qui ne peut avoir lieu que lorsque C
parcourt un ensemble dont la mesure de ILebesgue est nulle, est exceptionnel

et doit étre négligé.

Je vais raintenant envisager les cas concrets ou ces idées peuvent s'appliquer

a4 1'étude des systemes dynamiques dont l'espace de base est un tore a 2 dimensions.

2., lLes systémes dynamiques sur le tore & 2 dimensions et quelques systémes
canoniques & 2 degrés de liberté.

Comme partout dans la suite, les poiats du tore T2 seront donnés par 2
coordqnnées circulaires Xy Xy, le point x ne changeant pas lorsqu'on
passe de Xy a Xy * 27 . Les fonctions E, qui se trouvent dans le 2¢ membre
des équations :
dx, d.x2
T =P s %), g= R, x)

et la densité invariante M(x1 , xz) seront supposées analvtiques conformément

3 ce que nous avons déja supposé, ¢t de plus, nous les soumettons aux conditions

(1) F§+F§>o, M >0 .

Pour simplifier, nous faisons encore 1l'hypoth&se de normalisation s m(TZ) =1

Introduisons les fréquences moyennes de révolution

>\,1 = sz Fl(x) dm ; }\«2 = [TZ FZ(X) dm

en renforgant légérement les résultats ds POINCARé, DENJOY et KNESER, on par-

vient, dans ce cas, & la conclusion suivante : par une transformation analytique

des coordonnées, les Cquations du mouvement peuvent &tre ramenées & la forme

dx dx -
) 2 - A I”(X x )
z » JET T T2 Mo T2l

I1 est bien connu que dans le cas d'un rapport irrationnel
Y

z\/=';5 ,

—

toutes les trajectoires sont paertout denses, et la mesure m ost transitive.
D'autre part, d'aprés (ARKOV [20 , il est facile de démontrer que pour Y

irrationnel, le systéme dynamique est fortement ergodique, c'est-a-dire qu'il
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contient une seule variété ergodique E dont les points aicnt une mesure

fre = ,;q

ot ¢ est une constante. L'affirmation naturells, que le mouvement sur T2 ,
dans les conditions (1), possdde en générel toutes les propriétés que nous
venons d'énumérer, apparalt maintenant comme une conséqusnce des principes
généraux : 1'on néglige, en effet, le cas ol un nombre fini de fonctionnelles,
ici Thl et 3&2 , prennent leur valeur sur un ensemble de mesure nulle s ici

1'ensemble des points ->1 ,)&2 dont le rapport cst rationnel,

Dans la note [15], j'ai pu aller un peu plus loin. J'ai démontré, en effet,

qu'en supposant l'existence d'un nombre c¢ et d'un nombre h (c >0 et h >0)

tel que, pour tout entier r et s ait lieu 1'égalité

(2) \r-s\&\;chs

les équations du mouvement peuvent &tre par une transformation analytique réduites
a4 la forme :
(3) i R SR

dat 1 da&t - 2°

Comme on le sait d'apres la théorie des équations diffcrentielles, la condition

() est vérifide, pour ¢ et h convenables, pour presque tous les irrationnels

Y « En conséquence, & l'exception du cas ob ‘g peut 8tre approché avec une

0y . - r By o
approximation anormalement grande par des fractions 5 W systeme analytique

A

dynamique & invariant intégral sur le tore T2 , apparalt comme n'ayant que des

solutions presque périodiques et méme conditionnellement périodiques avec 2
fréquences indépendantes .>1 et XQ .

On connaft beaucoup de problémes de la mécanique classique a 2 degrés de liberté

avec s =2, n =4 dans lesquels l'existence de 2 intégrales premiéres uni-

valentes dans tout (I y I, et I, , entrafne la décomposition de la variété

4' by . 4 rd K3 . N ~ . »
Q , & 1l'exception de quelques variétcs singulieres & 3 dimensions au plus,

en variétés 4 2 dimensions 3

2 2
:L(I.’:C,I:C).
"6, 0, 1= % 2 =02
Aux points d'équilibre sont vérifides les 4 équations

SH _ 3 _JH _ M _ |
Jq; ~ Jdq, Jp; Op, "
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. 4
Dans le cas d'une fonction H =2nalytique, leur ensemble sur 27 ne peut donc
. crre <R .
8tre qu'au plus dénombrable. C'est pourguoi, sur la varieté L~ , ils ne peuvent
apperaftre qu'ad titresexceptionnels, D'ou 1l'on tire la conclusion que presque

. . 2 ~ . # £
toutes les varictés compactes L~ sont des tores. Ce sont en effet, des varietes

compactes, orientables, & 2 dimensions, sur lesquelles est défini un champ de
vecteurs qui ne comporte pas de vecteurs nuls.

les problémes de la mécanique classique du type considéré sont comme on le

sait toujours intégrables, L'étude quelitative de problémes spéciaux d'un tel
type ¢

- mouvement sous l'action d'uneforce de pesanteur sur une surface de révolution,

- mouvement libre sur la surface d'un ellipsoide de 1l'espace cuclidien &
trois dimensions,

- mouvement de points sur le plan, sous l'action de forces dlattraction
newtonniennes émanant de deux centres immobiles... et problémes semblables,

conduisent & un grand nombre d'exemples de décomposition de l'espace ot

essentiellement en tores T2 , avec des trajectoires qui sont partout denses et

correspondent & des mouvements périodiques avec 2 fréquences inddépendantes

N

1 et jhz + Entre ces tores en géneral, il y a un ensemble partout dense de
tores qui correspondent & des fréquences commensurables (donc & des trajectoires
fermées). Dans certains cas discrets, il apparaft des variétés singuliéfes a

3 dimensions au plus sur lesquelles en particulier, se placent les points
d'équilibre, et les mouvements gu'on appelle asymptotiques. L'examen de tels

cas intégrables donne beaucoup d'cxemples intéressants de ddcompositions assesz
conpliquées de 1l'espace des phases (L en variétés ergodiques st un reste

forné de points non réguliers qui se trouvent sur les trajectcires des mouve-
ments asymptotiques (4).

Dans la note [15] dont j'ai déjd parlé, on démontre que pour des

irrationnzls
Y exceptionnels, qui ne vérifient pas la condition (2), il existe

encorec une

série de possibilités nouvelles parfois assez inattendues pour les systémes

analytiques. Nous en parlerons plus tard. Dans les problémes dec la mécanique

classique dont nous avons failt mention, ces cas exceptionnels n'apparaissent

pas pour la simple raison suivante : le passage aux coordonneées circulaires

éﬁ , 32 sur les tores T2 et aux paramétres de ces tores C1 ’ 62 dans ces

4 . .

(") En relation avec cela, je remarqus qu'unc
de l'attraction par 2 centres immobiles, gqui se
connus de CHARLI®R est apparue incompléte ou en

corrigée par deux fois [11, [257 .

analyse qualitative tres complexe
trouve dans les traités bien
partie inexacte et o 48 &tre
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problémes, s'effectue par des transformations de contact, aussi, les équations
gardent-elles la forme canonique

aE 3 ac 3
X - H X = H
w =yt W TS

et, comme l'invariance des tores T s'obtient seulement dens les cas oY

dC1 d02

T T -0
la fonction H dépend seulement de C, et C, . Ceci conduit, sans aucune
exception sur chacun des tores T

aux équations (3) avec des constantes

C'est pourquoi, la signification réelle pour la mécanique classique de 1l'ana-
lyse des systémes sur T2 que j'ai introduite, dépend de la chose suivante
1l'existence d'exemples assez importants de systémes canoniques & 2 degrés de
liberté qui ne soient pas intégrables par des méthodes classiques et dans
lesquelles, les tores & 2 dimensions, invariante pour les transformations de
St, jouent un réle assez important,

Pour se convaincre du fait que de tels exemples existent, considérons, en
prenant un cas introduit par BIRKHOFF dans [37], 1l'étude des voisinages d'un
mouvement elliptique périodique, systéme qui comporte 2 coordonnées circulaires
Yy 9 et des moments> p; » P, Dour lesquels

H(p , a) = W(p) .

Les équations du mouvement prennent la forme

dqu oW dp

- *_ g
dt -~ Bp(x’ dt  ~

‘s 2 tos ‘s
I1 est évident que les tores Tc deéfinis par les conditions

Py =95 Py =9,

sont invariants, et que sur chacun d'eux se produit un mouvement conditionnelle=-
ment périodique d'¢quations

dg,
T =M () = g Wley )
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avec 2 fréquences qui dépendent des c¢ . Supposons nlors que le jacobien des

fréquences ‘%kx par rapportuxmoments p, soit différent de ziro 3

axmg *u
) S| = |5 0w, 7 O
i3] o by

il apparalt que dans ce cas, la décomposition du domaine considéré de K)4 en
tores & 2 dimensions T2 est certainement stable par rapport aux petites va-
riations de H qui soient de 1la forme

H(p,q,e)::W(p)+GS(p,q,6).

Pour obtenir une formuletion précise, considérons le domaine C}§4fﬁ déterminé
par les conditions p € B, o B est une zbne bornée de 1l'espace des points
p. W et S &tant supposées analytiques, et les conditions (4) vérifides, on
peut démontrer ce qui suit : pour tout & >0, il existe ¢ >0 tel que si
|8l «§ dans le systéme dynamique

dqu 0 dp 0

W=3§H(p’q,e), E{'&='5a;H(P, q,G)

tout le domaine G , & l'exception d'un ensemble de mesure inférieure a € ,

se compose de T~ sur chacun desquels le mouvement, exprimé dans les coordonnées
circulaires §]_ et %2 qui dépendent analytiquement de (p , gq) , est déter~
miné per les équations

o, B
att "1 T T2 ¢t
—Xl et 3\2 sont constants sur chaque tore T2 , c'est=a~dire que les mouvements

sont conditionnellement periodiques avec 2 périodes.

La méthode de la démonstration est la sulvante ¢ on &tudie cc que deviennent
les tores Ti et les fréquences }250) qui vérifient le condition (2) lorsqu'on
fait varier © . On &tablit gu'un tel tore, pour unc variation suffiscmment potite
dc 8 ne se¢ dlcompose pas. Il se déplace seulement dans: en gardant sur soi les

trojectcires du mouvement conditionnellenent périodique avec les mémes fréquences kﬂ.
Beaucoup d'auditeurs ont déja deviné qu'il s'agit essentiellement de reprendre

quelque peu les idées qui ont ¢té si lonzuement discutées en mécanique céleste,

sur la possibilité d'éviter l'apparition de petits dénominateurs cnormaux

lorsqu'on calcule les orbites perturbées. Différente en cela de la théorie

générale des perturbetions, ma méthode fournit des résultats pricis et non
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des considér=tions sur la convergence de séries ds tel ou tel type d'approxima=-
tion par rapport & 8 . J'obtiens ce résultot de 1z maniére suivante : au lieu
de calculer des mouvements perturbés pour des données initinles fixes, je modi-

fie également les donndes initiales, de sorte qu'en modifiant 8 , j'aboutis

toujours & decs mouvements avec des conditions initinles (2) qui sont normales.

Je vais faire encore trois remarques & propos de ce qui vient d'étre dit.
1° Le thioréme de 1o rdductibilité du mouvenent sur T2 & la forme (3) peut
8tre démontré pour des conditions de difrdérentiabilité d'ordre fini des fonctions
B, et M, naturellement avec un affaiblissement correspondent des conclusions.
Le théortme sur la conservation des tores dans Q%

blement sinon 1l'analyticité de W(p)

au contraire, exige visi=-
et de S(p, q, ) , au moins 1':xistence
pour ces fonctions d'un nombre infini de dérivées soumises 3 quelques conditions
sur 1l'ordre et la croissance. '

20 L'ensemble exceptionnel de mesure inférieure a & , con8idérd dans le
2e théoréme, peut effectivement apparaftre partout dense, et vroisemblablement,
de mesure positive pour 8 arbitrairement petit. Cette circonstance est analo-
gue & l'apparition des zones d'instabilité que BIRKHOFF a rencontrdées dans ses
recherches sur le voisinage des trajectoires du type périodique.

3° Comme exemple de cas particulier auquel est applicehle +tout ce que nous
avons dit plus haut, on peut indiquer le mouvement libre sur unc surface ana=

lytique proche d'un ellipsoide de l'espuce euclidien & trois dimensions.

3. les systemes dynamiques sur des variétds compactes sont-ils en général transi-

tifs, et convient-il de comnsidérer le cas du spectre continu comme un cas géné-

ral, et le cas du spectre discrct comme un cas d'exception ?

~

L'hypothese de 1l'importance prédominente du cas transitif et du cas du spectre
continu a été souvent formulde en liaison avec les hypothéses ergodiques de la
physique. Dans leur application aux systemes canoniques, il est naturel de
rgpporter ces 2 hypothéses seulement aux varidétés invariantes a 2s - 1
dimensions Lis-l qui sont définies par la constante d'Cnergis

H=h,

. 2 & N 25“1 .
et de les considérer seulement dens le ces de varidtes L compactes, puisque

sur les variétés non compactes, dans les problemes les plus simples, prédominent
généralement les trajectcires dispersives dont on parlera plus loin dans le

paragraphe 4 ., Si 1'on s'écarte de le premiére hypothése, il est normal de



6-12

dans le

. . . ! . R8=1
rapporter la deuxiéme, non plus & toute la varidté 7 ou a Lh
cas des systémes canoniques, mais & ces variétés ergodiques en lesquelles se

- r . s Y 3 3 . >
décompose K2 , en se décidant, bien sfir, & négliger certzines variétés ergodi-

ques dont la réunion aura une mesure nulle,

Lorsqu'on l'applique aux systémes canoniques analytiques, il faut répondre
de fagon négative aux deux questions. En effet, les thiorémes de la stabilité
de la décomposition en tores que nous avons démontrés pour les systemes a deux
degrés de liberté se conservent aussi pour un nombre qualconque de degrés de
liberté. Si dans la couche toroide & deux dimensionms,

2s
07

G , de l'sspace des phases

H(p, qa, 6) =W(p) +6S(p, qa, 8)

pour 8 = 0 , cette couche se décompose visiblement en tores s dimensionnels

. . S - s 4s .
invariants Tp sur chacun desquelis le mouvement est conditionnellement pério=
dique avec s périodes, et dans le cas ol

2
T W
£0
SPQ 0 B

s fs s
sur presque tous les tores Tp les periodes sont indépendantes cn ce sens que
toute expression de la forme (n , A) est telle que ¢

Ny -
(n ,/‘-) —'4(')("%\}&0(¢0

quel que soit n_ e Pour cette raison, les trajectoires sont partout denses sur

N . . S ‘s
le tore et la mesure de Iebesgue & s dimensions sur T  est tremsitive. Tout

le tore apparaft comme une seule varidté ergodique. Les thiorémes 1 et 2 de
me. note [ 167 assurent que dans les conditions précédentes, pour de petites

valeurs de © , tout ce tableau change seulement dens quclquss tores correspon-

dents a des systémes de fréquences pour lesquelles les expressions du type
(n ,N) décroissent trop vite quand

Il =z,

3 s I S N 13 .
s'accroft. Sur le majorité des tores T. , le caracterc des mouvements origi-
. 28 .
naux se conserve. 11 y a seulement un petit déplacement dans {1 qui se pour-

sult pour les petites valeurs de 8 a2t qui donne les trajectolires recouvrant

G 4 un ensemble de mesure nulle prés. Pour de petites varictions de H , le

systéme dynamique reste non trensitif. Iz région G, définie & un ensemble
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de petite mesure pres,continue & s¢ décomposer en variétds ergodiques & spectre

discret dont la natuce est celle que nous avons précisée,

En liaison avec ce probleéme, il est intéressant de remarquer gue certoins

physiciens, (cf. par exemple L., IANDAU et L. PIATIGORSKIJ [19] ) ont émis 1'hy-

Y 2 I . . . 28
pothése qu'en général, un systeme dynamique canonique ¥

sans trajectcire
- - re S
dispersive se décompose en tores T

gui portent sur eux des mouvements condi-

tionnellement périodiques & s périodes. Cette idée s'appuie visiblement sur

1l'observation exclusive de systemes lindaires et sur la restriction aux cas
intégrables de la mécanique classique. Il convient, en tous cas, de remarquer
que les méthodes de démonstration du théoreme introduit plus haut, sont étroi-
tement lides & la décomposition de Q% en T° ot ne sont pas applicsbles 2
la décomposition en tores d'une autre dimension r >s ou r s . Dans le
cas général, 1l'hypothése que nous venons d'utiliser ne peut pas &tre conservée.

I1 est tres vraisemblable que pour s quelconque, il existe des exemples de

systémes canoniques & s degrés de liberté qui soient stables sur les varidtés
28=1 . b oars Ny
Lh . J'al en vue le mouvement sur les gdodésiques d'une variété

de courbure constante négative : c'est-a-fire, les systémes avec
s y

compacte VS

(1) H(p , q5 =2 gm‘g(q) B By

& P

. ' : c e s .
ou les g, sont les coordonnees sur la varicté compacte V- de courbure nega-
. . s
tive constante, et les & p3 des composantes du tenseur métriqus sur V°

La stabilité de la propriété de courbure négative par fapport aux faibles
varictions des fonctions %xﬁ$Q) ne demande aucun éclaircissement. Ia difficulté
provient seulement du fait que modifiler les %x%(q) n'est pas la seule fagon
possible de modifier le hamiltonien H(p , q) , que la transitivité pour s >2

n'est démontrée que pour le cas d'une courbure constante, et que dans ce cas,

lorsqu'on change de By s la courbure vz cesser d'étre constante. Cette deuxieme
W v

difficulté disparaft dans le cas s = 2 pour lequel, l= transitivité est démontrée
aussi pour la courbure variable. La premiere n'existe pas si on se limite aux
fonctions de la forme :

(2) Hlp, o) =Ula) + 28 (@) p » -

aﬂ“T*
La mécanique classique s'occupe surtout des fcpetions (2) puisque, par passage

& une nouvelle wétrique, les systimes de la forme (2) se ramenent & la forme
(1)
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Si 1'on se souvient de ce qui a ¢té dit antérieurement du mouvement libre sur
les surfaces proches d'un ellipsofde de 1l'espace euclidien & 3 dimensions, on
en vient & 1la conclusion que, déja dens les problémes les plus simples de la

mécanique classique, il faut considérer comme stables et ayant également droit

4 notre attention au moins deux cas bien distincts : 1'un est 1ié & la transi-
tivité sur les varidteés Ii d'énergie constante et & un spectre continu j 1l'autre
4 l'absence de transitivité et & un spectre essentiellement discret. Je ne connais
pas de résultats analogues sur la stabilité de tel ou tel type général de compor-

tement des systémes non canoniques & invariants intégraux sur des compacts o,

4. Quelques remarques sur le cas non=compact.

Dans le cas d'un compact, on a la particularité importante suivente ¢

+ 11 peut
exister des trajectoires qui pour t tendant vers + o sortent de toute

partie compecte de £2 . J'exposerai ici quelques résultats généraux de la thdorie

. . . . t
ergodique, qui s'appliguent pour tout courant continu S~ dans un espace loca-

lement compact Q. . Une fuite uni-latérale & 1'infini n'est possible que pour

des trajectoires qui forment un ensemble de mesure nulle., Je définirai donc un

point ®x qui s'écarte par la condition suivante : pour tout compact K , il

existe un nombre T tel Que tous les points de Si avec \t\ > T
& 1l'extérieur de K , Par (O

se trouvent
, nous désignons l'ensemble de tous les points
qui s'en vont & 1'infini. Pour étudier en détail les cas complets de systeémes
dynamiques classiques, il est raisonnable de construire une théorie ergodique

individuelle, non pas sous la forme purement métrique qui est exposée dans le

livre de HOPF [11], mais plut8t suivant des travaux antérieurs de HOFF [ 107]
et STEPANOV [ 24 ] , ¢t en certains points, en suivant 1l'exposé de KRYLOV ct
BOGOLJUBOV [ 187] , quoiqu'ils aient en vue le cas compact.

Pour un tel exposé, il reste fondamental comme dans le cas compact, d'intro-
duire 1la notion de point régulier. Un point x est régulier

5'11 existe pour
lui une mesure invariante

¢ jouissant des propriétés suivantes :

10 Ia mesure du complémentaire dans (L de T, est nulle, soit k»(cz-'T )

ou I

est la fermeture de la trajectoire qui passe par x .
20 M{Vy) > 0 pour un voisinage Vy

quelconque d'un point y €1
3° Pour deux fonctions f(x) et g(x)

continues et différentes de zéro sur

H compact, oy {
Lin la f(Sx) dt _ jﬂf d!,L,
e et [aap
Ja M |
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si seulement

Sﬂg ap £ 0
40 V’ est transitive.

Comme nous n'avons pas de conditions de normalisation, la mesure }L est définie
pour un point, seulement & un multiplicateur constant prés. Nous la désignerons
cependant par VX , €t nous 1l'appellerons mesure individuelle du point x .

A cause de cela, il convient de modifier quelque peu la d¢finition des variétés
ergodiques. Deux points x et x' appartiennent & la méme variété ergodique,

si leurs mesures individuelles sont identiques au sens de 1'identité & un facteur
constant prés. Ainsi, toutes les variétéds €

2

mer comme somme de varietés ergodiques

de points réguliers peuvent s'expri-

ﬂ’:Z?,

-~

Les mesures e sONL, elles ausci, définies par les variétés ergodiques a un
facteur constant prés.

Le théoreme ergodique individuel affirme que s
: -~ B
Q=0 +Dr pw o A(N) =0
pour toute mesure invarisnte A. . Pour nous, la relation

m(N) =0

est essentielle,

Une mesure invariante transitive ¢ est : ou bien %*f

: ce 1l'une des variétés
ergodiques & , ou bien du type

F(A) = rI(A N I)

ol Ty est une mesure "temporelle" sur une trajectoire I qui s'éearte a
1'infini, A la difrérence du deuxiéme cas trivianl, il est naturel d'appeler

ergodique les mesures du premier type, car il leur correspend une variété
avec

. -
§ e .

- P’ - A -

Mes considérations, gui dans le c28 d'un compact (I psuvent Otre utilisees pour

affirmer que le systeme dynsmigue le plus géncrsl cst transitif, donnent, dans

le cas d'un systéme non-compact, les résultats sulvants ¢ en géniral, on se

trouve dans un des deux cas ci-smprés. le systéme est dispersif, c'ezt-i-dire



6-16

qué presque tous les points ont des trajectoires s'écartent vers 1'infini, ou
bien la mesure m est ergodique. Il est ¢vident que dens le deuxiéme cas, les

points s'éloignant & 1'infini ne forment qu'un ensemble de mesure nulle.

On applique quelquefois cette hypotheése & un probléme particulier de la méca-
nique classique sous la forme suivante. Supposons que le probléme donné ait un
certain nombre dtintégrales premiéres, et qu'on ne pense pas en trouver d'autres,
la donnée des valeurs des intégrales premiéres connues définit des variétds, on
considére alors comme vraisemblable que la transitivité a lien sur ces variétés.

Pour justifier une telle hypothése, on peut remarquer que, d'aprés les recherches

de HEDLUND et HOPF, cette alternative a lieu pour les mouvements sur les géodé-

siques de l'espace & courbure constante négative.
Si on sait qu'il existe un ensemble de mesure positive formé de points qui

vont & 1'infini, il est alors naturel de penser que le systéme est dispersif.

Visiblement, c'est sur des idées analogues qu'est fondde 1l'hypothése de BIRKHOFF
sur le caractére dispersif du probléme des trois corps.

Cependant, il est vraisemblable que par les méthodes indiguées dans le para-

graphe 3 pour les systémes canoniques, on peut construire des exemples ol 1l'on

trouve & la fois de fagon stable dans , une partie dispersive de mesure

2 0, et un domaine positif G qui est rempli essentiellement de tores
mensionnels invariants,

S=dim-

Pour parler de questions plus ¢1émentsires, je remarquerai que les spécialistes
de la théorie qualitative des déquations différentielles s‘'occupent peu de pro-
blémes concrets sur les trajectoires de divers types s'en allant & 1'infini,

On peut en donner un exemple frappant. Pour rejeter la question de CHAZY sur

la possibilité de capture et d'échange dans le probléme des trois corps, [5]
[6], on n'eut d'abord que les mémoires de FECKER [2] et SHIDT [237] qui ne
manquaient d'ailleurs pas de fautes logiques, ni de calculs fort Ilourds. Clest
seulement trés récemment, qu'un exemple de capture a

a &ti congu par SITNIKOV [227]
d'une fagon trées simple et presque 8Sans calculs.,

5+ Mesure transitive, spectre et fonctions propres des systémes znalytiques.

Nous disons qu'une mesurec tb dans Sln est analytique, si elle peut étre
donnée sous la forme :
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ry 2 . 4 n . .
ol Vk est une variété analytique localement fermse dans 2 , d'une dimension

’ k .
quelconque k< n , et f une fonction des coordonnces ‘éu sur V  dépendant

analytiquement des coordonnées x, de an.

la variété VX est déterminde de fagon unique par la mesure (L si celle-ci
ntest pas identiquement nulle. Le nombre k peut donc pour cette raison, étre
appelé dimension de lo mesure | .

Nous nous intcresserons spécialement aux mesures transitives. Dans ce cas, la
variété Vk doit étre invariante. Des variétés invariantes de méme dimension
ne se coupent pas, Celles de dimensions différentes ne peuvent qu'étre incluses
les unes dens les autres (une de petite dimension dans une plus grande). Chaque
veriété invariante porte sur soi au plus une mesure transitive. D'aprés ce qui a été

dit, le systéme des nesures transitives analytigques a une structure assez intuitive.

Jusqu'd ces temps derniers, dans les systeémes analytiques, on ne comnaisseit
que des mesures analytiques transitives. Ce n'est que trés récemment que GRABAR
[9], ayant construit un analogue analytique de l'exemple de MARKOV (systémes
analytiquement irréductibles mais non strictement ergodiques) a pu donner un
exemple de mesure non analytiquement transitive dans les systemes analytiques.
I1 est possible, cependant, que la somme de toutes les variétés crgodigues non

analytiques soient toujours négligeables au sens de la mesure foncdamentale m..

les variétés ergodiques correspondent biunivoquement & leurs mesures M qui,
par définition, sont transitives.

Examinons le cas des variétés ergodiques correspondant & des mesures analyti-
ques transitives qui ne se réduisent pas a lz mesure e d'une trajectoire,
Nous remarquons que, dans le ces d'une mesure analytique Mg s la variété
ergodique se trouve sur le support ce la mesure Mg qui est partout dense mais
que déja dans les cas simples d'exemples classiques, le complémenteire vr -
peut &tre partout dense sur V¥

Les propriétés spectrales des mesures transitives sur les systémes analytiques

sont peu étudiées. les spectres diserets n'ont été obtenus qu'avec une base
finie de fréquences indépendantes

)&1 "}'2 » ,-'\'

X ?

et pour la mesure analytique, un nombre de fréquences indépend-ntes égal dans
tous les cas a la dimension de ces variétés.
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le spectre continu a été complétement déterminé seulement tout récemment par
GEIFAWD et FOMIN [7], [87) pour quelques cas de mouvement le long des gdéodési-
ques sur des surfaces & courbure constante négative. Dans ces cas, le spectre
est un spectre de Lebesgue dénombrablement multiple.

I1 n'est pas exclu que les cas que nous venons de repncontrer soient les seuls
cas généraux pour les systémes analytiques transitifs.

Pour les mesures non analytiques transitives, il est bien plus probable que
la structure est tout-a-fait quelconque. Cela ne ferait pas de doute si 1l'on
evait établi un enalogue analytique du théordme de KAKUTANT [ 137 sur le prolonge-

ment isométrique d'un courant quelconque dans le mouvement d'un systéme dynami-
que continu.

En ce qui concerne les fonctions propres, arrétons-nous quelques instants sur
s . . . . . 2
1'cxemple d'un systeme analytique dynamique sur le tore & deux dimensions T
avec un spectre discret et des fonctions propres partout discontinues. Il est

vrai que cet exemple, 1lié & une approximation anormalement rapide de 1l'expression

rationnelle g- du rapport ‘Y = X% des fréquences moyennes est, de par ses

origines mémes, un ces tout-a-fait exceptionnel. Pour étudier la question de
plus prés, envisageons de mouveau les éguations du mouvement sur le tore a deux
dimensions en introduisant le paramétre © qul varie dans certaines limites

(e, 5 8]

(‘X—
T = h &y %, 8)

Nous supposerons que les fonctions Fok(x1 » X5 s 8) sont analytiques. Il est
alors évident que ie rapport des fréquences moyennes ‘g(e) dépendra analytique-

ment de 6 . Si Y (8) n'cst pas constant, 1l'ensemble R de tous les 8 pour

lesquels le systéme peut &tre transformé analytiguement en un systime de la
forme '

d
E%Z::jkd

remplira presque tout le segment [Sl s 82] . Les fonctions prcpres

%}m n- ei(mki+ﬁ)2)
’

’

par retour aux coordonnées initiales Xy 5 X5 , Seront pour 9 € R des fonctions

analytiques de X, et x, .En genéral, méme sur R , elles seront sur cet
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, et cette discontinuité ne pourra pas &tre
supprimée en rejetant de R un ensemble de mesure nulle. Cela a ceci de remar-

ensemble partout discontinues en ©

quable que Cfm n(x1 s X5 8) peut &tre prolongée dans certains points du
complementalre de R . [(61 , 9, ) - R] grice a l'hypotheése qu'elle n'est pas

analytique, mais continue en Xy et X, e

I1 est possible que la dépendance de % n(xl s X5 8) par rapport aux

variables © sur R se rattache a une classe de fonctions du type des fonctions

monogénes de BOREL (47, qui en dépit de leur caractdére partout discontinu se

laissent étudier par tel ou tel moyen analytique.

CONCLUSION. = J'estimerai avoir atteint mon but, si j'ai pu convainere mes
auditeurs de ce qu'en dépit de grandes difficultés, et du caractere relatif des
résultats qu'on a déja obitenus, le probléme posé de l'utilisation des nothons
généreles de la théorie ergodique contemporaine, pour l'analyse des propriétés
qualitatives de systémes analytiques et particulierement des systémes canoni-
ques, mériterait 1l'attention de chercheurs capables de saisir les liaiscns multi-
ples que 1l'on trouve 13, avec les branches les plus diverses des mathématiques.

En conclusion, je remercie le comité d'orgenisation de la possibilité qu'il
m'a donnée de lire ce rapport.
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