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IE PRINCIPE DE FERMAT EN RELATIVITE GEMERALE

par PHAM MAU QUAN

1. Introduction.

Le principe de Fermat en optique peut s'énoncer sous la forme suivante qui le
rapproche du principe de Maupertuis ou de moindre action. Dans un milieu transpa-
rent isotrope d'indice de réfraction n variable, les rayons lumineux sont les
extrémales du chemin optique défini par 1'intégrale

%
ndog

%o

ow dog est 1'élément lindaire de l'espace.
On peut obtenir une démonstration de ce principe en partant de 1'idée suivante.

La lumiére est un phénoméne électromagnétique gouverné par les équations de
Maxwell qui sont un systéme d'équations aux dérivées partielles auxquelles doivent
satisfaire les champs et inductions électromagnétiques. Les variétés caractéris—
tiques de ces équations représentant les surfaces d'ondes électromagnétiques
et les bicarsotéristiques, les rgyons électromagnétiques associés, Leur étude
permet de trouver les lois de propagation du champ électromagnétique et en particu-
lier celles de la lumiére. Le principe de Fermat doit en &tre une conséquencee

Pour faire cette étude, il est nécessaire d'établir d'abord les équations de la
théorie élsctromagnétique de liaxwell en relativité générale. Or primitivement la
relativité générale cst une théorie du champ de gravitation. Pour élargiw la des-
cription de l'univers, on est conduit & introduire le champ $lectromagnétique.

On peut pour cela ajouter simplement les équations de Maxwell aux équations
d'Einstein sn exprimant 1l'interférence des champs gravitatioznel et électromagné-
tique grfice & des termes entrant dans leurs seconds membres.

L'étude de 1l'électromagnétisme en relativité restreinte conduit i représenter les

champs et inductions électromagnéticues par un couple de tenseurs antisymétriques

d'ordre 2 : HK]% , sz& o Dons un repére orthonormé déterminé, les Hys » G
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donnent les composantes du champ et de l'induction élsctrique et les Hi

celles de 1l'induction et du champ magnétiques. Elles sont telles que

. G, .
i’ i

B représentent le pouvoir diélectrique et la perméabilité magnétique au
point considéré. Comme la variété espace-tcmps v,

ou ¢ et

posséde en chaque point un
espace vectoriel tangent du type de Minkowski,1l est naturel pour décrire les

phénoménes électromagnétiques dans 1l'univers de se donner sur V4 un couple de

tenseurs antisymétriques d'ordre 2 qu'on rapporte aux coordonnées admissibles de

V4 .

Dans une premiére partie, j'établirai les équations relstivistes de 1l'induction
électromagnétique 3 j'étudierai les carzctéristiques des équations générnlisées de
Moxwell en montrant que les rayons électromagnétiques sont géodésiques de longueur
nulle d'une variété riemannienne associée Va . Dans une seconde partie, je feral
1'étude géométrique des rayons électromognétiques dans l'espace & trois dimensions

Cette étude fournira 1'énoncé généralisé du principe de Fermat dont l'existence
est liée & celle d'univers stationnaire.

I. INDUCTIONS EILECTROMAGNETIQUES .

2. Inductions électromagnétiques.

Considérons un doreine D de 1l'esprce-temps V4 ropporté A des coordonnées

locales xX et nuni de la métrique d'univers

(2.1) ds® = B g ax %ax”® .

D soit occupé par une distribution énergétique schémati-

, L. T . c g
chargé et conducteur. Soit u le vecteur vitesse unitaire.

Supposons que le domaine

sée sous forme de fluide

Une induction électromagnétique est définie sur le domrine D lorsqu'il existe

sur D deux champs de tensemnrs antisymétriques Hd,ﬁ ’(%Kﬁ et deux matrices
(E; ), ( Po/% ) dites matrices d'induction tels que

* F
(2.2) x Cup U T Eplap Mg Gaput =g U
ou Hqﬁ ’ qﬁﬁ’ désignent les tenseurs adjoints a H“ie ’ Qa/ﬁ
% %
L 5 -1 “
(2.3) }&ﬁ,—gvzo(ﬂgéH Gk‘fb _57"/«'X§G '

Je me bornerai ici au cas ou les deux metrices d'induction représentent deux homo-
thétiess Les relations (R.2) se réduisent a
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% *
X _e A & q
(R.4) Gﬂﬂu —i.Hm/Bu NGo({iu H/@
ou € et N sont deux scalaires. Ces équations de liaison permettent d'expriner Cﬁ;s
en fonctions de H B

(2.5) 7 G‘xﬁ’:/l-‘Hdﬂ-f}—'—a-&(Hgﬂ u5ulB -Hgﬁu‘f 1&).

Pour ep= 1 , les deux tenseurs H x b et G J: sont proportionnels.

Les deux chanps de tenseurs Hy B et Gy Pdoivent satisfaire & deux systémes de
quatre équations aux dérivées partielles qui ne sont autre que la traduction en
relativ:a.te générale des equ'ltions de Maxwell, scient

(2.6) = 7"‘”" T, Hpy =0 & = 96%f = (3P

ol "est une constante que 1l'on peut réduire & 1 par un choix judicisux des

unités et J P le vecteur courant électrique qui déerit la distribution de 1'élec-
tricité drns le domaine considéré. On peut foire 1l'hypothése

(2.7) P o= guf . 6u, P,

Le vecteur courant électrique posséde aingi une composcnte $SuP  colindaire & u¥
qui représentes le courant de convection et une composante e u x H“/& orthogo=
nale & uX qui représente le courant de conduction. Les scalaires & et 6 repré-

sentent la densité de charge et la conductivité électrique du milieu.

On notera que le prenmier groupe des équations de Maxwell exprine les conditions
nécessaire et suffisante pour qu'il existe localement un vecteur ‘¢, dont

x p est le rotationnel H, o o = Jq \Y B op Yo o Y est dit potentlel-dvecteur pour
le champ électromagnétique. On démontre que les vecteurs (_, et (@ qui figurent

aux premiers membres des deux groupes d'équations de Maxwell wérifient les identités
X X
(2.8) V& =0 V=0

qui traduisent la conservation de 1l'électricité. En particulier la deuxiéme iden-
tité donne ‘

(2.9) V“JO\ = v“(éu"x + o’uf Hf‘x) =0

3. Variétés caractéristiques et bicaractéristiques des €quations de Mexwell,

En relativité générale, les éguotions de 1l'élsctronegnétisme sont constituées
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par l'ensemble des équations de Maxwell et des équations d'Einstein. Les ¢ , o g

étant des fonctions données de¢ x% , les variables de chanp sont les g‘XB ’
go’: A et u?® .
Considérons en particulier les équations de laxwell pour lesquelles nous étudions

le probléme de Cauchy. On se donne sur l'hypersurface S d'équction locale
0

X" =0, les valeurs des (Hy )
S des dérivées obliques ao Hy

Hy ﬁ’%’ u”™ . Les équations d'Einstein doivent déterminer les

et on cherche & déterminer les valeurs sur

« Les équations de Maxwaell sont équivelentes a
1l'enscnble des deux systenes

k 1 ,0ijk _

(3.1) < z5 M 30 Hyy + \pk =
= L - 2 1 0] 0.3
3.2) O = (g - é)(u))ao 01*,. (g7 - (1-gp w w)yH, C{Di grou
(o W et C‘Pi sont des quantités connucs sur S) ct aux deoux identités vérifides
sur S
- 0_1,0ijk —

(3.3) &5 Oy Hyp =0
(3+4) ®O= 5u0+5uo< g% 0

ou @0 ne dépend pas des 50 H. B (3.3) oxprine que le tonseur Hij induit
sur S dérive localement d'un potentiel vecteur.

Si 1'hypersurface S n'est pas exceptionnelle, 1'équation (3.4) fournit la

valeur de & , lss équations (3.1) déterminent les valeurs des O H,. et les

équations (3.2) celles des 60 Hy, sur S .

Les variétés caractéristiques des dquotions de Maxwell sont nécessairement telles
que
0 042
-0 -g® =0,
Dans un systéme de coordonnées localss a
par

arbitraire quelconque, elles sont définies

(3.6) A t=g o £3,£=0 o gh=gih-(i - gy utuh
et sont tangentes aux cbnes caractéristiques C,

6.7 g et ax? w0 B = G- G FR) s
Ces cbnes corsctéristigues des ¢quations de iinxwell sont en geénéral distincts
des cbnes coractéristiques des équations d'Einstein. Ils leur sont intérieurs
si ¢ t.a)l et cofincident avcc eux pour ¢t r: 1.

Les cBnes caractéristiques C,{ des 4quations de iinxwell définissent la métrique
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— — o A J5)
8 ds = dx* ax P = - (1 - = u o u dxXd .
(3.8) (g~ (= ) o, 9) axiax
Si nous introduisons la variété rienannienne V, définie par la varidété différen—

4
tiable portant l'espace~tenps et rmnie de la nétrique associée, les cBnes

carac=
téristiques des équations de Moxwell sont clnes élénenteires de V} o Les varié-

tés caractéristiques VM des équations de Maxwell sont alors des veoriétés tangentes
en chaque point aux COnes é1lénentaires de V4 « Une variété evaractéristique Vg
clest=a~dire une solution de (3.6) peut 8tre engendrée au moyen des bandes carac—
téristiques qui sont des bandes de Vk constituées par 1l'ensenble d'une courbe
Ly- et d'une famille & un paranétre de 3-plans élénentaires tangents i ces courbes
Les courbes Ly sont les bicaractéristiquesdes équations de Maxwell.

Introduisons le vecteur 1, = 60( f qui est isotrope d'eprés (3.6)e Sa direc—~

tion est la direction comune au cBne élémentnire C_ et au 3-plan tangent en

X & la variété car-~ctéristique V? o Par suite le vecteur 1y est tangent & la

bicaractéristique L, passant au point x considéré. Les bicaractéristiques
L0 sont les trajectoires du chanp de vecteur ld .

Or d'aprés sa définition, 1, est un gradient,

VL\%A - \% 1,=0

Par multiplication contractée avec 1% , 11 vient

propriété caractérisant les géodésiques. Nous énongons le théoreme

I \ .
THEOREME. Les bicaractéristiques des équotions de lMexwell sont les géodésiques de

longueur nulle de la variété riemannienns V} munie de la nétrique associée

(3.9) as* = éxﬁ &> ax .

Dans le language de la thdorie de la propagation par ondes, les variétés carac=
téristiques Vg jouent le r8le de surfaces d'ondes électronagnétiques. Les bicarac-
téristiques L sont les rayons ¢lectromagnitiques associése Pour qu'elles aient
une 51gn1f1cat10n physique il faut supposer que les variétés caractériques Vy

soient orientées dans le tenps ou & la riguear taengentes aux clnes elementulres
de V4 . ,
= P - o x
VAVE S-S o faﬁ £=(1-ep)u’ 9 £) ¢

On en déduitaﬂxg 1 ., La généralisation de 1l'hypothése d'Hugoniot permet d'évaluer
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ce qui constitue ici la vitesse de propagotion des ondes &lectronagnétiques

c (ua‘ ao\ f)z :]% 1
V= = T—_
~(g%p-ux uh )y, £0p £ \/& N

En introduisant 1'indice deréfraction n = Vg N du nilieu, nous pouvons
énoncer le r¢sultat suivant

4 \ ’,
THEOREMEs =~ Dans un nilieu transparent isotrope d'indice dereéfpcction n  varia-
ble, les rayons &lectronagndétiques sont les géodésiques de longueur mmlle de
1l'espace rienannien VZ nmuni de la nétrique associée

i, 1
(3.10) a5° = gqﬁdxxdxps(gqﬂ- Q- ;'f)uo( uﬁ)dx';(dxﬁ

ol go(ﬁ est le tenseur nétrique fondanental et u 4 le vecteur vitesse unitaire
d'univers définis en chaque point du nilicu considéré.

II., LE PRINCIPE DE FERMAT,

4. Espace=tenps stationnaire et nouvenent pernanment d'un fluide chargé.

Lt'étude des veriétés caractéristiquecs des équations de Maxwell a permis d'éta-
blir la loi de propagation des ondes électromagnétiques. L'étude géonétrique des
rayons électronagnétiques dans l'espace & trois dimensions fournira 1'énoncé
du principe de Fermat dont 1l'existence est lide & celle d'univers stationnaire.

On dit que 1l'espace=tenps V4 est stationnaire dans un donnine D, si la va-
riété riencnnienne défirie par D4 muni de la nétrique d'univers ds? admet
un groupe connexe a un paranetre d'isonétries globales ne leissant invariant
aucun point de D4 et & trajectoires 2z orientées dans le tenps. Pes lignes
z ou lignes de temps ¢tant supposées homéonorphes & la droite réelle, on appelle

1'espace la variété quotient D3 définie par la rclation d'équivalence du groupee.

Nous rapporterons dans la suite la variété D &des systenes de coordonnées
adaptés au groupe d'isométries tcls que les (xl) soient un systéme de coor-

données locales arbitraire de 93, la donnée des xi déternine les lignes de

temps. Les potentiels gauﬂ sont alors indépendents de xp et 800 > 0 « L'espace
D3 sera toujours supposé runi de la nétrique définie négntive

as?

. . < . R
=8, axt axd = (gl _M)dxl ax’
B J €00
qui est intrinsequenent définie sur D3 , c'est-4—dire invariante per le chan-

genent
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qui correspende & ce qu'on appelle un changenent du systeéme des ecctions d'es-
pacee.

Si 1l'espace=terps eststationncire dens D4 et si lc groupe d'isonétrics laisse
invariants les Hy A on peut dérontrer que le nouvenent du fluide est permanent
et que les quantités

o 1
= -1 -=u_u
Exp = By g ( n2) L Uy
redtent constantes le long des lignes de temps. I1 on résults que la variété
rienannienne 74 adnet aussi un groupc connexe & un paranetre d'isonétries glo-

bales ne laissent invariant aucun point de V4 s induit par cclui de 1l'espace~temps

- O i \ ’ rd
et pour lequel les (x |, xl) constituent un systenc de coordonnées cdapté.

5. Un probléne du calcul des varictionse

Considérons une variété différentiable V., nDunie d'une structure de variété
finslériemnes c'est-a-direc sur laquelle est donnée unc fonction $(x*, x#) posi-
tivenent honogéne de degré 1 par rapport aux xﬁ , & valeurs dnns l'espace fibrédes
vecteurs tangents auxdifférents pointsde Vn+1 . Supposonsque V +1 admette un groupe
connexe & un paranétre d'isondétries globales de générateur , ne laissant in-
variant aucun point de Vn +1( :c} # 0) .+ Supposons de plus que les trajectoires =
du groupe sont honéonmorphes & la droite réelle R et soit vV, la variété quotient
de Vn 41 bor la relation d'équivelence définie par lc proupc. Nous
identifierons Vn 3 1'espace dont les points 2z sont les trajecteires d'isonétric.

Dans un systéne de coordonnées adapté (xo , xi) 1o fonction §, est localenent
indépendante de la varirble xo,ﬁ. =L (xi , 3] , J?;O) « Nous allons montrer qu'il
est possible de douer la voriétdé quotient Vn ¢ structure de variété finslé-

rienne cu noycen de fonction L(xl 9 i‘]) de facon qu'aux géodésiques de

V.
n+l
extrénales de 1l'intégrole
.
: ,
(5.1) et , @3, P g =&
)
correspondent par projection sur V, les extréneles de
(%1 .
(5.2) . () L(x~ , & )du
’ ZO
. 3x
Nous supposerons Jae f- # 0 Gt nous posons 0. === .

00 A ox®
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Donnons nous unc extrénsle de (5.1) par une représentotion paranétrique x(u)
u désignant un paranétre arbitraire. Le systéme différentiel aux extrénmales de
(5.1)

[7aY
.

498 ok
du a}oc"\ axo'(

est caractérisé par le fait d'admettre 1l'invari-nt intégral relatif

=0

. X = ~

(503) =-\_-—£§£dx7\ =ako‘3ldxk+a.£dxoo
X=0 ox% )
En vertu de l'hypothése 6053 =0, on 2 l'intégrale preniere
(5.4—) . 5.2 = h .
0 0
Corme 5..£1 # 0 , on peut résoudre (5.4) par rapport & X
00

(5.5) 2= ¢, x%, n)

\f étent une fonction homogene de degré 1 per rapport aux iz dépendant effec=—
tivenent de h .

Considérons la fanille des extrénales (Eh) correcspondant & unc valeur déterm%née
de la constantec h . Pour cette fonille, le dernier terme dc <« a la valeur hdx
et définit un invariant intégrel relatif. Il en résulte que cette fanille admct
l'invariant intégral rclatif

% k
.6 Oe {,dx
(5.6) p

o«

.

Or d'aprés lthonogénéité de [ , on a

Fo, L o+2lo b= L
® 0
Par suite pour toute soluticn (5.4) ou (5.5), la quantité f?ék.ﬁ peut s'expriner
par une fonction L decs variables = ’ x4 , h
L, 2, ) =60, 2, g F, 2, m))-n @ OE , %%, n)

e

et 1'on a

Ainsi les projections des (Eh) sur V_ sont définies par un systéme différentiel
qui adnet l'invarient intégrzl ralatif 4qr= aRL dxk . Autrenent dit elles sont
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extrénales de 1'intégrale
L1
(5.7) % L, %%, n)au
%0
ou h a la valeur choisicetou L stobtient en élininsnt 30 entre (5.9) et
=06, 2,20 -0,

Appliquons le procédé précédent & la projection des géodésiques de longasur nulle

fb de la variété Vg supposée satisfaire aux hypothéses générales

L= \/gqﬁiqiﬁ

Le calcul conduit au résultat suivant

LEMME. - Les géodésiques de longmeur mulle de V, se projettent sur V., selon
£ . ’ 4 3
les extrencles de l'intégrale

' % A z. &
(5.8) g (g€ \/-:-1-—'5. % -ff%_-—-) du
‘24 ' Boo €00

oh § est le signe de Ebo et ¢' 1o signe de ébaﬁio‘ « Le long de ces extrémales
on a

bl oi
A . X
(5.9) o = e\ S A B e
€00 €00

Dans le cas ob Ebo = 0 , on obtient un énoncé analogue en rcmplagant (5.R) et
(5.9) par

L= 44 — i
g, ., X g.. X x
- “5%:"‘7f' du dxo = - "iéf—"'7f du .
/s ZgO)'c 2 g.. X
o 1 01

6. e principe de Fermat.

Nous avons ¢tabli que les rayons électroncgnitiques sont géodésiques de longueur
nulle de la variété riemannienns 71 « Nous pouvons les intcrpréter géométrique-~
nent dans l'sspace & trois dimensions si le milieu considéré est cn mouvenent
pernmenent. En effet le lerme fournit une dénonstrotion inmédiate du théoreme
suivant

THEOFFME,., - Si le nouvenent du nilieu considiré est permznent st tel que E%O £0
les rayons électronagnétiques dans l'espzce sont des lignes rénlisant l'extrerunm
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de l'intégrale
Zl ' A . z ii
(6.1) (e€\ /- 2%, & -i__i-——‘)du
g

Z4 : 00 €00

pour des varictions & extrdénités fixes, ol & est lc signe de EbO st ¢ le signe

de Eb« %% . Le tenps nis par un rayon pour aller du point zZy au point

%
est donné par )
Zl 'Lzl =% -g-o" :o{i
O 1 - (] L]
(6.2) = } (9&'\/:- gy £ % - =
ZO Z4 €00 €00
Ce tenps est extrerun.
Dans le cas ou Ebo = 0 , on rcnplacera (6.1) , (6.2) respectivenent par
7z — i o] z 2, - 1 &
1 g, 1 1 g % %
--347-——5— du dxo = g - i_. du
Zq 2 8oy X 4 24 2 801 X

Par le théoréme précédent se trouve dénontrée l'équivalence du principe géodési-
que et du principe du noindre terps.

En particulier, si l'univers est statique au sens de Levi-Civita, c'est-&~dire
s8i les lignes de courant coincident avec les lignes de temps, 1l'espace~temps V
est orthogonal et a pour métrique d'univers

d32 = U(dxo)2 + gij dxi dxj

4

i ’, » [ L3
Les u  étant nuls, la nétrique associée est

~

ds° = —Uz-(de)2 + gy b axd
n

On peut mettre (6.2) sous l= forne

1 )
dxo = L. ar
}Z- d

z 0

0

ou do =\\/£ gij dxi dxj « Dans le czs d'un espace-tenps sans gravitation de
Minkowski, U =1 , 1'énoncé du théoréne sc traduit p=zr

bgdxC’:E’Sndf =0
ou dg est 1'élénent lindaire de 1l'cspace euclidien ordinzire. Nous retrouvcus

1'énoncé du principe de Fermat en optique. Le théoréne que nous avons établi en
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constitue donc 1'énoncé généralisé en relativitée. I1 donne plus généralenent
la loi de propagmtion des ondes électronagnétiques dans un nilieu en nouvenent,
la vitesse du milieu interven-nt en effet dnns l'expression des E;/q

REMARQUE, - Le signe ¢’ de Eb %% peut &tre interprété. Sauf dans le cas stati-
que, le tenps nis par une cnde electromagnethue pour aller du point d'espace

(x ) au point d'espace (x + dx ) n'est pas le ueme que le tenps nis par une

autre onde électronagnétique pour allsr du point (x + dx ) au point (x )

7. Application & 1l'interaction de le gravitation sur le luniére.

Dens le cas général, 1'étude du principec de Fermet fait aepperaftre 1l'influence du

chanp de gravitation sur la propagation des ondes élsctronagnétiques sous deux
aspects

19 L'espace n'est pas euclidien, ce qui cst un feit propre a la théorie de la

rclativité générale ;

2) 1le potentiel principal de gravitation U = 00 intervient en nodifiant l'in-
dice du milieu.

C'est en ces effets que consiste l'interaction de la gravitetion sur la luniere
Elle donne une interprétation du phdénonéne de 1o déviation d'un rayon luminecux
passant au voisinage d'une masse attirante, déviction au sens des écarts de la

géométrie réelle de l'univers par repport & une géomnétrie plus simple, géométrie de
Minkowski par exemplee.

Considérons comne cxemple le champ créé par une messe sphérique. Dans le cas
statique on a le d52 de Schwarzschild

2
(7.1) as? = Q- %ﬁ-) 02 at® - r:ade2 - r2cosE> d ug)z
c’r 1 - 2p
=
c“r

(H coefficient de Kepler flgur“nt dans 1'expres ion de l'attraction pewtonlenne)
que l'cn psut comparer au ds® de tinkowski

2
(742) d52 = 2 2 dr 2 d62 - r2c0529 d\% .

Le théorénme de Ferret donne

1 j

s

dxo = 1 \\//}
Iz \/t-
%0 6 \/t - 2 v T
cT

- rzeﬁ - rzcos 9 ‘f du

oo™

Q
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On peut interpréter les écarts du d32 de Schwartzschild par rapport au d52

de Minkowski de la neniére suivante ¢ le chanp de groevitation modifierzit

1tétat de l'espace en lui dennant un pouveir diélectrique apparent défini dens le
repére naturel, si 1l'on suppose la pernéabilité nagnétigue tk égnle 4 1, par la

natrice 1
w-3*2 o 0
cr
(¢« o -yt 0
J cr
0 0 (1 - 3510’1
g Py A

La vitesse de propagation de la luniere verierait suivent la direction ds propa-

.

. \
gation. La vitesse radiale serait c(l _.Eé;t) et la vitesse transvorsale c(1 -gzt-f?
¢ r ‘ or
On dénontre que les extrénales de 1'intdgrale (7.3) passant par deux points

donnés Zo 0 %y sont des courbes planes. La dévintion est donnée par l'angle

des tangentes aux points 3, et Zy e Pour un rayon venant de 1l'infini, passant

au voisinage de la masse et s'en allant & 1'infini, la déviation & est donnée
par l'angle des dircctions des points & 1l'infini. Elle est donnée au prenier

2
ordre en 1/¢” par

o= 42

cr

m
ou T est la distance ninina du centrc attractif au rayon considéré. Le calcul
donne pour un rayon passant au voisinage du Scleil cn rasant sa surface, 1"7,

Dins le cas d'une masse sphérioue tcurnantc avec uns vitesss uniformc, l'espace-
temps est strtionnaire mais non plus orthogonal (gOi # 0) . Il scrait intéressant
d'étudier le comportenent des royons lurincux d~ns un tel univers.
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