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1. Introduction.

Le principe de Fermât en optique peut s’énoncer sous la forme suivante qui le

rapproche du principe de Maupertuis ou de moindre action. Dans un milieu transpa-
rent isotrope d’indice de réfraction n variable, les rayons lumineux sont les

extrêmales du chemin optique défini par l’intégrale

où est l’élément linéaire de l’espace.

On peut obtenir une démonstration de ce principe en partant de l’idée suivante.

La lumière est un phénomène électromagnétique gouverné par les équations de
Maxwell qui sont un système d’équations aux dérivées partielles auxquelles doivent
satisfaire les champs et inductions électromagnétiques. Les variétés caractéris-

tiques de ces équations représentant les surfaces d’ondes électromagnétiques
et les bicaractéristiques, les rayons électromagnétiques associés. Leur étude

permet de trouver les lois de propagation du champ électromagnétique et en particu-
lier celles de la lumière. Le principe de Fermât doit en être une conséquence.

Pour faire cette étude, il est nécessaire d’établir d’abord les équations de la
théorie électromagnétique de Maxwell en relativité générale. Or primitivement la
relativité générale est une théorie du champ de gravitation. Pour élargie la des-

cription de l’univers, on est conduit à introduire le champ électromagnétique.
On peut pour cela ajouter simplement les équations de Maxwell aux équations
d’Einstein en exprimant l’interférence des champs gravitationnel et électromagné-
tique grâce à des termes entrant dans leurs seconds membres.

L’étude de l’électromagnétisme en relativité restreinte conduit à représenter les

champs et inductions électromagnétiques par un couple de tenseurs antisymétriques
d’ ordre 2 : G ~ . Dans un repère orthonormé déterminée les 
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donnent les composantes du champ et de l’induction électrique et les Hij , G..
celles de l’induction et du champ magnétiques. Elles sont telles que

où E et  représentent le pouvoir diélectrique et la perméabilité magnétique au
point considéré. Comme la variété espace-temps V4 possède en chaque point un

espace vectoriel tangent du type de Minkowski,il est naturel pour décrire les

phénomènes électromagnétiques dans l’univers de se donner sur V4 un couple de

tenseurs antisymétriques d’ordre 2 qu’on rapporte aux coordonnées admissibles de

V4 .
Dans une première partie, rétablirai les équations relativistes de l’induction

électromagnétique ; j’étudierai les caractéristiques des équations généralisées de
Maxwell en montrant que les rayons électromagnétiques sont géodésiques de longueur
nulle d1une variété riemannienne associée V.. Dans une seconde partie~ je ferai

l’étude géométrique des rayons électromagnétiques dans l’espace à trois dimensions
Cette étude fournira l’énoncé généralisé du principe de Fermât dont l’existence
est liée à celle d’univers stationnaire.

1. INDUCTIONS ÉLECTROMAGNÉTIQUES.

2. Inductions électromagnétiques.

Considérons un domine D de l’espace-temps V4 rapporté à des coordonnées
locales x~ et muni de la métrique d’univers

Supposons que le domaine D soit occupé par une distribution énergétique schémati-
sée sous forme de fluide chargé et conducteur. Soit u le vecteur vitesse unitaire.

Une induction électromagnétique est définie sur le domaine D lorsqu’il existe

sur D deux champs de tenseurs antisymétriques et deux matrices

( E. ~ ) , (f~) dites matrices d induction tels que

Je me bornerai ici au cas où les deux matrices d’induction représentent deux homo-

théties. Les relations (2.2) se réduisent à
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où ~ et  sont deux scalaires. Ces équations de liaison permettent d’expriner G03B103B2
en fonctions de H03B103B2

Pour ê p = 1 , les deux tenseurs ~ et G~ ~ sont proportionnels.
Les deux champs de tenseurs et G03B1 "doivent satisfaire à deux systèmes de

quatre équations aux dérivées partielles qui ne sont autre que la traduction en
relativité générale des équations de Maxwell, soient

où l ’ est une constante que l’on peut réduire à 1 par un choix judicieux des

unités et J 03B2 le vecteur courant électrique qui décrit la distribution de l’élec-
tricité dans le domaine considéré. 0n peut faire l’hypothèse

Le vecteur courant électrique possède ainsi une composante u03B2 colinéaire à u03B1

qui représente le courant de convection et une composante orthogo-
nale à u03B1 qui représente le courant de conduction. Les scalaires S et repré-
sentent la densité de charge et la conductivité électrique du milieu.

On notera que le premier groupe des équations de Maxwell exprime les conditions
nécessaire et suffisante pour qu’il existe localenent un vecteur ~~ dont

est le rotationnel H p 
= ~03B1 "’V {3 - ~03B203C603B1 . 03C603B1 est dit potentiel-vecteur pour

le champ électromagnétique. On démontre que les vecteurs G et dê)0B. qui figurent
aux premiers membres des deux groupes d’équations de Maxwell vérifient les identités

qui traduisent la conservation de l’électricité. En particulier la deuxième iden-

tité donne

3. Variétés caractéristiques et bicnrnctéristigu6s des équations de Maxwell.

En relativité générale? les équations de l’électromagnétisme sont constituées
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par l’ensemble des équations de Maxwell et des équations d’Einstein. Les ~ ,  , 03C3
étant des fonctions données de x~ . les variables de champ sont les 

u ! Les équations d’Einstein doivent déterminer les go!’!&#x3E; et u~ .

Considérons en particulier les équations de Maxwell pour lesquelles nous étudions
le problème de Cauchy. On se donne sur l’hypersurface S d’équation locale
X = 0 , les valeurs et on cherche à déterminer les valeurs sur

S des dérivées obliques Les équations de Maxwell sont équivalentes à
l’ensemble des deux systèmes

sont des quantités connues sur S ) Gt aux dcux identités vérifiées
sur S

où P0 ne dépend pas des ~0 H03B103B2 . (3*3) exprime que le tenseur Hij . induit

sur S dérive localement d’un potentiel vecteur.

Si l’hypersurface S n’ est pas exceptionnelle, l’ équa tion (3 .4) fournit la
valeur de S , les équations (3 .1 ) déterminent les valeurs des a H . , et lss

équations (3.2) celles des dO H0i sur S . 

Les variétés caractéristiques des équations de Maxwell sont nécessairement telles

que

Dans un système de coordonnées locales arbitraire quelconque, elles sont défini6S

par

et sont tangentes aux cônes caractéristiques ~ ~t.

Gss cônes caractéristiques des équations de sont en distincts

des cônes caractéristiques des équations d’Einstein. Ils leur sont intérieurs

si ~ &#x3E;1 et coïncident avec eux 1 , 
.

I

Les cônes caractéristiques C dL.: de définissent la métrique
. ~ 

.
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associée

~*J~ ~ !~ 
’’ ~’

Si nous introduisons la variété riemannienne V 
4 

définie par la variété différen-

tiable portant l’espace-temps et munie de la métrique associée, les cônes carac-
téristiques des équa.tions do Maxwell sont cônes élémentaires de 7 . Les varié-
tés caractéristiques 1# des équations de Maxwell sont alors des variétés tangentes
en chaque point aux cônes élénentaires de T.. Une variété caractéristique VM3
c’est-à-dire une solution de (3.6) peut être engendrée au moyen des bandes carac-
téristiques qui sont des bandes de V constituées par l’ensemble d’une courbe
L~ et d’une famille à un paramètre de 3-plans élémentaires tangents à ces courbes
Les courbes L0 sont les bicaractéristiquesdes équations de Maxwell.

Introduisons le vecteur 1~ == ~ f qui est isotrope d’a.près (3~6). Sa direc-
tion est la direction comnune au cône élémentaire C et au 3-plan tangent en
x à la variété caractéristique V.. Par suite le vecteur 103B1 est tangent à la

bicaractéri stique L0 pas sant au point x considéré . Les bicaractéristiques

L~ sont les trajectoires du champ de vecteur 1..
Or d’après sa définition, 1~ est un gradient. ~~~~B~ X ~ ’~"2014"-~’~X

Par oultiplication contractée avec 1 rA. , il vient

propriété caractérisant les géodésiques. Nous énonçons le théorème
/, ,

Les bicaractéristiques dcs équations de Maxwell sont lcs géodésiques de

longueur nulle de la variété riemannienne V4 munie de la nétrique associée

Dans le language de la théorie de la propagation par ondes, les variétés carac-

téristiques VM3 jouent le rôlo de surfaces d’ondes électromagnétiques. Les bicarac-

téristiques L0 sont les rayons électromagnétiques associés. Pour qu’elles aient

une signification physique il faut supposer que les variétés caractériques V~
soient orientées dans le tenps ou à la rigueur tangentes aux cônes élémentaires

On en déduit ~  1 . La généralisation de d’Hugoniot permet d’évaluer
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ce qui constitue ici la vitesse de propagation des ondée électromagnétiques

En introduisant l’indice deréfraction n = du nous pouvons

énoncer 16 résultat suivant

Dans un miliou transparent isotrope d’indice deréfraction n varia-

ble, les rayons électromagnétiques sont les géodésiques de longueur nulle de
l’espace riemannien V4 muni dG la métrique associée

où g03B103B2 est le tenseur métrique fondanental et le vecteur vitesse unitaire

d’univers définis en chaque point du nilieu considéré.

II. LE PRINCIPE DE FERMAT.

4. Espace-temps stationnaire et mouvement permanent d’un fluide chargea

L’étude des variétés caractéristiques des équations de Maxwell a permis d’éta-

blir la loi de propagation des ondes électromagnétiques. L’étude géométrique des

rayons électromagnétiques dans l’espace à trois dimensions fournira l’énoncé
du principe de Fermât dont l’existence est liée à celle d’univers stationnaire.

On dit que l’espace-temps V4 est stationnaire dans un domaine D4 si la va-

riété riemannienne définie par D nuni de la métrique d’univers ds2 adnet

un groupe connexe à un paramètre d’isonétries globales ne laissant invariant
aucun point de D 4 et à trajectoires z orientées dans le temps. lignes
z ou lignes de temps étant supposées homéomorphes à la droite réelle, on appelle
l’espace la variété quotient D~ définie par la relation d’équivalence du groupe.

Nous rapporterons dans la suite la variété § à des systèmes de coordonnées

adaptés au groupe d’isométries tels que les soient un système de coor-
données locales arbitraire de D~, la donnée des xi détermine les lignes de

temps. Les potentiels sont alors indépendants de x 0 et g~ ~ 0 . L’espace
D~ sera toujours supposé muni de la métrique définie négative

qui est intrinsèquement définie sur par le chan-

genent
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qui corresponde à ce qu’on appelle un changcnent du système des sections d’es-

pace.

Si l’espace-temps eststationnaire dans D et si le groupe d’isométries laisse

invariants les H03B1 n on peut dénontrer que le nouvenent du fluide est Rémanent
et que les quantités

 11

restent constantes le long des lignes de temps. Il en resulte que la variété

riemannienne V. admet aussi un groupe connexe à un paramètre d’isométries glo-
bales ne laissant invariant aucun point de V4 , induit par celui de l’espace-temps
et pour lequel les (x0 , x ) constituent un système de coordonnées adapté.

5* Un problème du calcul des variations.

Considérons une variété différentiable V . munie d’une structure de variété

finsiérionne c’est-à-dire sur laquelle est donnée une fonction (x03B1 x03B2) posi-
tivement homogène de degré 1 par rapport aux à valeurs dans l’espace fibrédes

vecteur s tangents aux différents points de Supposons que V . admette un groupe

connexe à un paramètre d’isométries globales de générateur 03B6 , ne laissant jm-
variant aucun point de Vn+1(03BE ~ 0) . Supposons de plus que les trajectoires z

du groupe sont homéomorphes à la droite réelle R et soit V 
n 

la variété quotient

de V . par la relation d’équivalence définie par le groupe. Nous
identifierons V 

n 
à l’espace dont les points z sont les trajectoires d’isométrie.

Dans un système de coordonnées adapté (x0 , x ) la fonction  est localement
indépendante de la variable x ~ (x~ ~ x~ ~ ~ ) . Nous allons montrer qu’il
est possible de douer la variété quotient V de structure de variété finsle-

rienne au moyen de fonction L(xi , xj) de façon qu’aux géodésiques de V .
extrémales de l’intégrale

correspondent par projection sur V les extrénales de

Nous supposerons ô« f~ ~ G et nous posons d. = 20142014 .
00 . 

~ 3x~
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Donnons nous une extrrêmale de (5.1) par une représentation paramétrique 
u désignant un paramètre arbitraire. Le système différentiel aux extrêmales de

(5.1)

où X 0( satisfait à

est caractérisé par le fait d’admettre l’invarint intégral relatif

En vertu de l’hypothèse = 0 , on a l’ intágrale première

Corme ù 0 ~ on peut résoudre (5.4) par rapport à x
00

Lf étant une fonction homogène do degré 1 par rapport aux x dépendant effec-
tivenent de h .

Considérons la fanille des extrêmales (Eh) correspondant à une valeur déterminée

de la constante h . Pour cette famille, le dernier terme a la valeur hdx
et définit un invariant intégral relatif . Il en résulte que cette famille admet

l’invariant intégral relatif

Or d’après l’homogénéité de  on a

Par suite pour toute soluticn (5.4) ou (5 .5), la quantié xk ~k  peut s’expriner

par une fonction L des variables xk , xl , h
- _ - - *~

et l’on a

Ainsi les proj ections des sur V n sont définies pr’.r un système différentiel

qui admet l’invarient intégral Autrement dit elles sont
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de l’intégrale

où h a la valeur choisie et où L e~ obtient en éliminant x entre (5.9 ) et

Appliquons le procédé précédent à la projection des géodésiques de longueur nulle

L 0 de la variété V 4 supposée satisfaire aux hypothèses générales

Le calcul conduit au résultat suivant

. LEMME. - Les géodésiques de longueur nulle de V4 S6 projettent sur V3 selon

les extrémales de l’intégrale

où ~ est le signe de g 40 et &#x26; le signe clé g003B1 x03B1 . Le long de ces extrémales
on a

~

Dans le cas où g00 = 0 , on obtient un énonce analogue en remplaçant (5*P) et
(5.9) par .

6. Le prinçipe de Fermat.

Nous avons établi que les rayons électromagnétiques sont géodésiques de longueur
nulle de la variété riemannienne V.1 . Nous pouvons les interpréter géométrique-
ment dans l’espace à trois dinensions si le milieu considéré est en mouvement

permanent. En effet le lemme fournit une démonstration immédiate du théorème

suivant

" ~ 
__

Si le mouvement du milieu considéré est 6t tel que 0

les rayons électromagnétiques dans 11 espace sont des lignes réalisant l’extremum
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de l’intégrale

pour des variations à extrémités fixes, où f est le signe (le g00 et ~’ le signe
de g003B1 i . Le temps mis par un rayon pour aller du point z0 au point z1
est donné par

r /r~

Ce temps est extremum.

Dans le cas où 0 , on remplacera (6.1 ) , (6.2) respectivement par
~ ~~  * ~* m *

Par le théorème précédent se trouve démontrée l’équivalence du principe géodési-
que et du principe du moindre temps.

En particulier, si l’univers est statique au sens de Levi-Civita, c’est-à-dire
si les lignes de courant coïncident avec les lignes de tenps, l’espace-temps V 4
est orthogonal et a pour métrique d’univers

.

Les û étant nuls, la associée est

On peut nettre (6 .2 ) sous la forme

où =ùg. , dx dx" . Dans le cas d’un espace-temps sans gravitation dej-j
Minkowski, U = 1 , l’énoncé du théorème se traduit par

b ) dxJ = &#x26;} nd Õ =°
où d Õ est l’élément linéaire de l’espace euclidi 6n ordinaire. Nous retrouvons

l’énoncé du principe de Fermât en optique. Le que nous avons établi en
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constitue donc l’énoncé généralisé en relativité. Il donne plus généralement
la loi de propagation des ondes électromagnétiques dans un milieu en mouvement,
la vitesse du milieu intervenant en effet dans l’expression des 

REMARQUE. - Le signe ~’ de g003B1 x03B1 peut être interprété. Sauf dans le cas stati-

que, le temps mis par une cnde électromagnétrique pour aller du point d’espace
(x ) au point d’ espa.ce + n’est pas le mène que le temps mis par une

autre onde électromagnétique pour aller du point (x + dx: ) au p oint x 1

7. application à l’interaction de la gravitation sur la lumière.
Dans le cas générale l’étude du principe de Fermât fait apparaître l’influence du

champ de gravitation sur la propagation des ondes électromagnétiques sous deux

aspects :

1° l’espace n’est pas euclidien, ce qui est un fait propre à la théorie de la

relativité générale ;

2) le potentiel principal de gravitation U = intervient en modifiant l’in-

dice du milieu.

C’est en ces effets que consiste l’interaction de la gravitation sur la lumière

Elle donne une interprétation du phénomène de la déviation d’un rayon lumineux

passant au voisinage d’une masse attirante, déviation au sens des écarts de la

géométrie réelle de l’univers par rapport à une géométrie plus simple, géométrie de
Minkowski par exemple.

Considérons comme exemple le champ créé par unc masse sphérique. Dans 10 cas

statique on a le ds 2 de Schwarzschild

(F coefficient do Kepler figurant dans do l’attraction newtonienne)
r

que l’cn peut comparer au ds2 do inkowski

Le théorème (le Ferrât donne
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On peut interpréter les écarts du ds 2 de Schwartzschild par rapport au ds 2
de Minkowski de la naniëre suivante : le champ de gravitation modifierait

l’état de l’espace en lui donnant un pouvoir diélectrique apparent défini dans le

repère naturel, si l’on suppose la perméabilité magnétique  égale à 1, par la
matrice 

~ 1

La vitesse de propagation de la lumière varierait suivant la direction de propa-

galion. La vitesse radiale serait c(1 - 2  2) et la vitesse transvorsale c(1 
c r 

’ 

(3 .r

On démontre que les extrênales de l’intégrale (7.3) passant par deux points
donnés z  , zl sont des courbes planes. La déviation est donnée par l’~ngle
des tangentes aux points Zo et Pour un rayon venant de passant

au voisinage de la nasse et s’en allant à l’infini, la déviation est donnée

par l’angle des directions des points à l’infini. Elle est donnée au premier

ordre en 1/c par

où r m est la distance minima du centre attractif au rayon considère. Le calcul

donne pour un rayon passant au voisinage du Scleil en rasant sa surface,

Dans le cas d’une masse sphérique tournante avec une vitesse uniforme,
temps est stationnaire mais non plus orthogonal serait intéressant

d’étudier le comportement des rayons lumineux dans un univers .
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