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ETUDE DES EQUATIONS DU MOUVEMENT EN RELATIVITE GENERALE
PAR TA METHODE DES SINGULARITES

par PHAM TAN HOANG

Dans la méthode du tenseur d'énergie, que Mme HENNEQUIN a exposée, la matiére est
représentée explicitement par un tenseur d'impulsion-énergie prA L'approxima-
tion perte sur les équations du cas intérieur, et on obtient les équations du mou-

vement d'un corps en intégrant les conditions de conservation du tenseur d'énergie
sur le volume & trois dimensions occupé par ce corps.

Dans la méthode des singularités, étudide par EINSTEIN, INFELD et HOFFMANN, on

ne considére au contraire que les équations du cas extérieur. La matidre est

alors représentée par les singularités du champs

EINSTEIN en effet n'a admis la présence du tenseur d'énergie qu'avec réticence.

I1 a toujours pensé que le développement le plus souhaitable de la relativité gé-

nérale devrait éliminer des équations du champ le tenseur TR pelatif aux

sources, tenseur dont l'origine phénoménologique lui semble inconciliable avec 1le
principe d'une théorie du champ pur.

Get exposé est destiné & 1'étude des équations du mouvement par la méthode des

singularités. Mals auparavant je voudrais faire une remarque sur le choix des va-
riables de champ.

Soit gy A le tenseur métrique fondamental. Posons

= ; + h
gcx;}S * ®ag
ol %Kﬁ désigne les coefficients du ds” de Minkowski rapporté aux variables ga-—

liléennes réduites (xo = ct) . Comme EINSTEIN j'avais pris, dans ma thése, non

pas le tenseur €y 5 lui-m€me coime inconnue, mais une combinaison linéaire des

hx;3 y dont l'introduction a pour but de simplifier 1l'écriture des égquations. Cette

combinaison linéaire a pour expression

-

_ NE
XM - h«ﬁ - é’°\/’5° h€6

Or, nous pouvons observer qu'elle ne représente autre chose que 1l'expressien li-
néarisée de g X b / /=g en fonction des h,

ko)
[

, donc aussi (au signe prés)

B



4-02

ltexprescion linéarisée de ﬁ‘xﬁ = g"ﬁ \/- g qui est la quantité conjuguée de

8x ) / \/= « leg simplifications résultant de l'emploi des ‘{ % p s'expliquent

par les propriétés du tenseur d'Einstein en ce qui concerne les dérivées secondes @

dans un systéme de coordonnées isothermes, chaque composante be (ou S¢‘B ) ne

contient comme dérivées secondes que le dalembertien de gxub / \/=g (oude {K“B) .

La densité tensorielle qwﬁest bien adaptée & 1'étude mathématique du systéme

des équations d'Einstein. D'autre part, elle intervient dec fagon naturelle dans
les cenditions d'isothermie qui s'écrivent en effet

1 P
Vs r e

Par conséquent, il est plus satisfaisant, et aussi plus avgntageux de prendre C{ﬂﬂ
comme inconnue . h

rA s

Nous avons vu que dans la méthode du tenseur d'énergic il est avantageux d'utili-

ser aussi la densité tensorielle ®P | Liintroduction de cette densité dans la

méthode des singularités permettira de faire unc comparaison plus naturelle entre
les deux procédés.

1. Principe de la méthode.

Considérons une variété différentiable V& n dimensions, de classe de diffé-
rentiabilité (c2‘, ot par morcesux) comme la variété espace—temps qui intervient
en relativité générale. Sur la variété v, est définie une métrique riemannienne
du type hyperbolique normal. L'expression locale de cette métrique est

d52

- A o B
=y p (x1) dx* ax
Les indices grecs & , A ... prennent les valeurs

la suite les indices latins 1 4, J 5 eee

prendront les valsurs 1 , eee yn =1 &
Soient %xﬁ le tenseur de HRicel de Vn s et S, 45 le tenseur d'Einstein
. f

1
Sap =Exy 7 RE,,
La structure géemétrinue de V

est déterm:née par les écuations généralisées
d'Einstein. Le tenscur

€y ©St astreint & vérifier lc systémc des équations
d!'Einstein du cas extérieur :

éxﬁ =0

excepté & l'intérieur des domaines de Vn , que nous appelons pour abréger "tubes
d'univers".
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Supposons que la variété Vh ait été rapportée 2 unsystéme de coordonnées dans

lequel x  joue le rble de variable temporelle (g00‘7 0) ot lea xi celui de

variables spatiales £g00f>-0) o Sur les sections d'espace W ) choisissons la
e *2 . n

métrique ds intrinsequement définie

.

g Ens s R
as* = (g, - =0 b ad

1] €00
Nous faiscms les hypotheses suivantes sur la métrique et sur les tubes d'univers
de Vn .

a. La métrique est quasi-cuclidienne, & comportement asymptoticue euclidien. Les
potentiels admettent des développements limités en fonction de l/c2 s, © = vitesse

de la lumiére dans le vide. Pour des raisons d'interprétation physique, nous
verrens que ces développements limités contiennent seulement soit des puissances

paires, soit des puissances impaires de 1/c . C'est pourquoi il est préférable de
les écrire sous la forme geneérale

30(;,:&0({5*. /\h ﬁx’a+ O(}pﬂ) (}:%)
h

étent entendu que certains des cesfficients qu peuvent &tre nuls.

b. Les tubes d'univers, c'est-a-dire les domaines intérieurs de Vh sont en

nombre fini N , Dans une section d'espace, chacun d'eux cst représenté par un

domaine connexe et borné & (n - 1) dimensions,
/
/ / que nous appelone un corps pour simplifier le
langage.
(/ cc. Nous supposons qu'on psut définir pour

chaque corps une vitesse moyenne de translation,
et cette vitesse moyenne est petite devant ¢ o

Lla dérivée particlle 50 est alors d'erdre 1/c @

50 = 0(1/0)
C'est l'hypothése quasi-statique.

Nous allons maintenant considérer sans Wn__.1 un champ d'intégration a (n -1)
dimensions contenant dans son intéricur un corps déterminé. Soit Cn_l s c& champ
d'intégration et GCn—l sa frontiére. Hous allons <tudier les propriébés de
1'intégrale sur st d'une forme différentislle extérieurc dlordre (n - 2)

définie & partir du tenseur d'Einstein de la fagon suivante
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%
le tenseur g% e induit un vecteur §§( ) de composantes contra-

Sur W
-l
S (V%

variantes S

e » 1'indice @ ayant une valeur fixée quelconque. Au vecteur
» (K
S

correspond la (n - 2)-=forme :
ni i
() _ 1 "k ( n-1 . i n=2

Q._ —W?%.'.indls dX /\ooc/\dx
ou \721 eee ipa est le tenseur complétement antisymétrique attaché & la forme
é1ément de volume de wn__'1 + Les notations étoilées sont relatives & la section
d'espace wn—l o L'intégrale que nous voulons étudier est @

Cfd = Sacn'i A:L«N)

Elle représente par définition le flux du vecteur §°0A) 4 travers le (n - 2)
champ acnt .

R

6§ = = flux” 1 §’(%)

& acn-l acn"'

Relativement & 1'intégrale 6N nous allons établir les deux propriétés suivantes ¢
, N , . . ’ . -1
1° Cette intégrale a une valeur indépendante du choix du champ d'intézration ¢

2° Elle n'est pas identiquement nulle lorsqu'on substituec dans JQK“) un systéme
GKQIS solution des équations du champ extérieur.
Ces deux propriétés sont en effet indispensables pour que 1l'étude de l'intégrale

§ conduiss a un résultat utilisable. Leur démonstation fait intervenir d'une

" maniére essentielle l'hypethésé Ce

Lla premidre propriété résulte des identités de conservation

aB _ 5 ok f « B P
Uy 8™ =08 + ps +Kﬁs =0
Désignons en efret la divergence d'espacs de §§(¢Q par

) 2 Tro@i _, @4, rxgue
i hi

Nous avons & démentrer que lz condition E(m) =0

de conservation peuvent s'éerire

cst satisfaite. Or les identités

~

£{®) £3, 870 4 TX gh P 4 P g% r;is"‘h =0
’

B AB
Elles montrent que la condition E(A) = O nc pout pas €trc satisfaite identique-

ment. Mais cela n'a pas d'importance pour la méthode d'approximation.

La dérivée partielle 60 étent d'ordre 1/c et les symboles de Christoffel

d'ordre l/c2 , 80 voit cue la divergence E(u‘ d'ordre { cst nulle si les équabions
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du champ>d'ordre ( g - 1) sont vérifides. Dans un calcul par approximatien cettc
propriété exprimeg d'apres le thdoreme de Stokes, qus le flux &  d'ordre quslconqgue est

indépendant du choix de B . On peut en particulicr évaluer ce flux en déterni-

nant sa valcur sur la frontiére du corps considéré.

La deuxiéme propriété se démontre en examinant de prés la maniére dont les pe-

tentiels des divers ordres interviennent dans l'intégrale &

Pour calculer cette intégrale nous utilisons un espace euclidien de représentation
Cp1 2 (n = 1) dimensions. Désignons par [ le domaine représentatif de Bt ’
et par 04\ sa frontidre que nous rapportons & des paramdtres (tl s sos y tn-2) .
sur & 1a forme Q~0\) adnet une forme induite TI¢

qui peut s'exprimer
3 1'aide des variables (1:1 y eve s tnqz) par la formule

TP 2™ gt A Lo A

(), i i
Tn-l D(x 1,...,x n-—2)

Dth, .ee, t7)

L'intégrale de la forme .Q(d\) sur le champ 6Cn-1 n'cst autre que 1l'intégrgle
de la fonction f %)

£

1 L3
= . S
t - 5: A .
n-2)% ‘Z.:“' -oln_l

sur la champ OA . On sait qu'elle peut se mettre sous le

fomeo
6% = g [Sakyk VTe™1 ]dtl/\ oo Nath™
on -
o ())k) = nornale unitaire & OC°T
g! = déterninant de la forme quadratique fondamemtale de acn"l rapperté
. 1 n-2
aux variables (t 4 eee y t )
Explicitons maintenant 1l'expression S(xk qui figure sous le signe }’ « Nous
avens d'aberd ¢
s%P = L (g o, g“ﬁ‘ - ofFy 7h _355? 5 TP 4 3“/5 o, Ff) + HX A
Vg M A f f

gx A désignant une fonction des potentiels et de leurs dérivées premieéres.
D'el, en faisant A=k :

éxk:z'iﬁxk + /fﬂk
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Wk _ 1 ah , %y Nmk _ & mh
=70 SO QT e T Sy YT - S0, )

est 1l'ensemble des termes linéaires qui ne comportent aucune dérivation partielle
par rapport a xo et ¢

*k k v o
N =¢‘7‘(ao7‘jf‘)+s'k
désigne les autres termes lindaircs et les termes non linéaires S'odc S"\k

de

Nous avons séparé les termes dc s* en deux groupes. La raison en est la

suivante 8 si l'on considére l'expression S°<k d'ordre £ quelconque, seul C‘P“k
contient les potentiels d'ordre A tandis que /\0(k
potentiels dlordre au plus égal & (£ —=1)
Ce

ne fait intervenir que les

+ C'ast une conséquence de 1l'hypothése

On constateque {Pmk estde la forme 5h F«vg‘kh ol F(cx)kh est antisynétrique

par rapport aux indices k , h o On psut alors montrer que dans l'espace eucli-
dien de représentation rapportée & des coordennées rectilignes, la partie de 1l'in-
tégrale ¢ qui pm‘tesurcf’w‘,‘ peut se ranener & 1l'intégrale sur 0/ d'une

(n - 2)=forme homologue & zéro. Le champ d'intégration O ayant ume frontiére
nulle, une telle intégrale est donc toujours identiquement nulle. Ce résultat
généralise simplenent une formule classicque de la géonétrie élémentaire, formule

selon laquelle 1l'intégrale d'un retationnel sur une surface fermée est toujours
dgale & z€ro.

Ainsi, seul /\O(k contribue & 1l'intégrale 6 , ce qui nontre que l'intégrale

6 d'ordre ¥ ne dépend effectivement que des potentiels d'ordre (2 - 1) . Cette
. propriété importante signifie que si 1l'on substitue aux < *£ une solution des
équations S°"/'3 =0, 1l'intégrale ¢ ne sera pas identiquenent nulle (1).

Or les équations s = 0 impliquent nécessairement

50(=O

En raison des propriétés de &% , ces conditicns ne sont pas vides. Elles cons—

tituent des relations que doit vérifier toute solution des équations du champ

( ) Les vitesses etant supposees falbli,s on peut penser que le donaine singulier
contenu dans le chemp d'intégration C© peut €tre meublé par une nasse, ce qui
expliquerait la deuxiéme propriété du flux < %. :
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N $ AL nd \
extérieur, relations quine dépendent quo de la frontiere du corps considéré. Nous
pouvons donc les prendre com-e définition des équations du nouvenent. Sous forme

développée, clles s'écrivent .
ks L +2
'6°\=g A 6€\+0(Ap ) =0

by

1tindice o variant de 0 & (n -1) , nous aurons n équations pour chaque
corps. La trajcctoire d'univers du centre de gravité d'un corp cst définie si

1'on connait lcs (n - 1) coordonnées d'espaces ( g i) du centre dc gravité en
fonction du tenps. Fes (un - 1) fonctions Elft) scront donndes par los (n -1)
dquations

o =0

et 11 nous reste une équation supplénentaire, 59 = 0:4 Celle~ci jouera un réle
dans 1'approxination des équations du champ. Elle servira, conjointenent avec

les conditions d'isothernie, pour préciser les fonctions harmoniques qui s'intro-
duisent dans la solution decs équations du champ cxtérieur.

%

x %
) ; it ™ otesbeded @)
Revenons sur le choix de l'inteégrale o ™, c'cst-a-dire du vectour S .

I1 est clair que nous devons considérer une intégralec qui préscntec un caractérec
intrinséque, c'est-a-dire que sa valeur ne doit pas dépendre de la forme du
champ d'intégration Cn'l pais uniquenent du corps contcnu & l'intérieyr ¢ ceci
conduit & prendrc un vecteur ayant unc divergence d'cspace nulle, c'cst=a-dire a
définir cc vecteur & partir d'un tenseur conscrvatif.,

Fnsuite, la solution des équations du champ extéricur m'cst définic qu'a des
fonctions harmoniques additives prés, que lecs conditions de coordemnées 2 ellcs
scules ne suffisent pas 2 déternincr. Il nous faut donc une équation supplémen-
taire en dechors des f{(n - 1) conditions nécessaires pour le déduction des équa-

tiong du mouvement.

I1 semble alors que le plus simple est de procéder comme nous l'avons fait. Nous

prenons un tenseur conscrvetif d'ordre 2, c'est-a-dire lc tenseur d'Einstcin. Ses
cemposantes forment une matrice carrée dlordrec n , qui pernct de définir exacte=-

nent n vecteurs satisfaissant bien aux conditions requiscs.

Nous avons tenu jusqu'ad présent & présenter le probléme du mouvenent par la

néthode decs singularités d'une nanildre aussi autoneme que possible.Nous avons
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considéré: un chanp extéricur avec des donaines singuliers, sans nous préoccupcr
de la nature des singularités. Dans les applications ccpendant,nous idcntifierons
les singularités du chanp avec les masses, cé qui senble raisonneble parce que
les vitesses sont supposées faibles. On pcut penser aussi que cette interprétation
des singularités sst en accord avec la propriété du vectour §QQX) d'avoir un

flux qui peut &trec non identiquement nul.

Indiquons naintenant le rapport entre l'exposé précédent et les travaux d'EINSTEIN
INFELD et HOFFMANW,

En relativité générale, EINSTEIN considére des particules natérielles supposées

reprégentées par des singularités ponctuelles du champ. EINSTEIN est parti des
équations du cas extérieur prises sous la forme

Rk‘ﬁ =0
et il définit les dquations du nouvement par lcs conditicns

1 ( 1 . .f(;’ N k
T v——— - - Yy 2 -
Oy =737 | = 2Ry =7 4y S Rpet Vo es = 0

ou l'intégrale est étendue & une surface fermée quelconque renfernant une seule
singularité. '
On nontre facilement que 1l'on a & chaque ordre d'approximation

1 i
1737 ¢

les équations du mouvenent Gi =0 6t a; = 0 sont alors équivalentese.

C

Les résultats obtenus .par EINSTEIN et ses collaborateurs apparahssent donc corme

un cas particulier, celui d'une variété & 4 dimensions et des singularités ponce
tuelles.

2+ Application & la relativité générale.

Appliquons la néthode précédente & la rclativité générale. la déduction des équa-
tions du nouvenent par la néthode des singularités exige des colculs compliqués.
Nous nous liniterons, bien que la néthode ne 1l'impose pas, au cas ou les singula-
rités du chanp sont ponctuelles et & synétrie sphérique.

Nous allons chercher une solution aporochée des équations du champ extérieur,
nous calculons 1l'intégrale g A correspondante et nous en déduisons les équations

du mouvenent en annulent cettec intégrale.

Nous utilisons les coordonnses isothernes en rzison de leur signification géo-

nétrique et des sinplifications qu'elles apportent.
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D'autre part, confornénient & 1lthypothése du conporteiicnt asympdetique euclidien

nous prendrons comre solution de 1'équation de Laplace A u = 0 la solution élé=-
mentaire

__1
u=g

4 un coefficient dc proportionnalité prés (2). La solution des équations du chanmp
sera alors conplétenent détermindes.

Quels sont les développements limités que nous utiliserons ?

La condition d'isothernmie FO =0, c'est—-a-dire

i0 00
J. (:‘{ + 60 g
¢t l'hypotheése c. nontre que a 4 est d'un ordre infinitésimal supérieur &
1
ﬁOO -1 ., 5i 1'on convient que 300 -1 est d'ordre -

5 s 6L cette convention

v a
peut se justifier, on aura @

Mais & 1a premere approximation, l'expression SDU3 se réduit au laplecien de la

quantité - 5 Ofk et les équations du chanp sont des équations de Laplace. L'hy-—

pothése falte sur la solut:\.on de Hu=0 , nontre alors que la quantité 9110
elle-méne est d'ordre -5

Pour les mémes raisons, la condition d'isothermie Pl

gla + é; = 0('-4-)

0 iomplique ¢

c
Nous ferons donec lss développements limités suivants :
ﬁoo':l""‘]é'ﬂoo"'-l'@' gOO +0(_l4_)
c 2 c 4 c
i0 1 io 1 10
=y T o
c c

ij:'—éj,'-!-—— l‘]+0( )
3 J 0434 :6-

Notons que ces développements ont été obtenus sans 1l'intcrvention du teneur d'é=

nergie st on peut souligner l'autonomie que la néthode acquiert ainsi.-

(2) Nous n'avons pas ¢tudié les cas des dip8les et des pBles rultiples qui
doivent présenter beaucoup de difficultés.
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A la premiére approximation les équations du champ s'écrivent simplenent

%“ﬁ = -%— Qﬂ“’gz o ( =2 ou 3 suivant les indices « ,p )
Leur solution est donnée pag:z
A A
7ok

1ltindice placé au-dessus d'une lettre sert i spécifier une singularité, désigne

la distance de la s-ilme singulsrité au point (x*) ol l'on considére le champ.

s
Les coefficients a* R peuvent dépcndre du temps et des vitesses.
s

Nous avons d'abord, en posant a 0= 4 G gO » G = constante d'attraction uni-
verselle s
N Gnm
0
fi 0 _ 4 EE:: 0
2 s=1 i

L'interprétation du coefficient %0 sera donnée par les conditions 6'i =0 c'est-
d=dire les équations du mouvement.
Compte tenu de la condition c% =0 qui s'éerit

S S
fig + 0() =0 (5 o = 2 )
C

et de la condition d'isothermie

SO _
agfj =0

on obtient
i s s
=0 52 8

En portant la solution précédentc dams la formule domnant le flux et en inté-

‘s i
grant, nous obtenons les conditions 5~ = 0 sous la forme

k

e o G]%_

i J. 97 + 0 1/02 =0
LS ;:El(in (1/c°)

03 = (51) i

k.
X = 51



4-11
Ainsi 3 la premi&eepproxination,Coivoit que ~T =0 donne les équations newto-
niennes du mouvenent. Css équations montrent que féOO/A représente le potentiel

newtioniene Ce qui nous conduit & interpréter lcs singularités ponctuelles du

chanp comme des particules matérielles dont la masse au repos serait précisément
représentée par ls coefficient 30 . L'éguation cfo = 0 mnontre que go ne
dépend pas du temps en premiére approximation.

Le calcul peut se poursuivre & des ordres d'approximation supérisurc. On aura
3 intégrer chaque fois des équations du champ de la forme

A :V\P-l- /b =0
ap o s %g Lef . ,
ou kQ est une quantité connue en vertu dcs approximations antérieures.
4

. i . , .
On calcule les intégrales 6 pour cette solution et on forme les équatiors
- ces i
du mouvement en derivant les conditions o =0 .

A la seconde approximation les calculs font. apparaltrc des terumes corpPectifs

dtorigine relativiste. Dans le cas simple de deux particules, les équations du
mouvenent s'éerivent

k ¢ kX ¢t N Grg Gi 4
ere T . . . ° . ° A
e L R A e e e
6§i c S i
Xk ¢ k x t ¢ L l
D ,.' ..: * N 1
+{A§S (1 -8 w3071 et T ‘%‘(?)
) e
D
3 k k
g £ 47 3 e 0 (eh)

s T \ti
’ 365 3¢ oY
A = constante d'intégration

(k , {) = permutetion de (1 , 2)
r = distance des 2 particules.

Ie terme A est nouveau, les autres tcrmes sont les nfme que ceux obtenus par
EINSTEIN et ses collaborateurs.

Les dquations du mouvenent ont été Stablies en coordonnées isothermes. Au sujet

de leur dependance vis-~a-vis des conditicns de coordonnées, EINSTEIN et INFELD ont

dénontré le résultat suivant : les dquations du mouvensnt 2 une approxination donnée
ne sont pas influencées par les conditicns de cocrdonnées & cctic apprexination,

elles ne Adependent que des conditions de cocrdennées utilisées dzns lcs approxinmation
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antérieurcse.

I1 nous reste & faire le rapprochenent entre la néthode du tenseur d'énergie et
la néthode des singularitése. En vertu du raccordenent entre chzmp intérieur et
chanp extérieur dans un ncdéle d'univers, nous pouvons dire que les deux ndthodes
présentent certainement des rel tions, sans qu'elles puis.ent cependont se ramener
complétenent l'une & 1l'autre. On s'en rend conpte d'aprés les prepriétés bien
connues du prolongement. Si le prolongement de 1'intéricur vers 1l'extérieur existe

et est unique, il n'en est pas de néme du probléne inverse

¢ un chanp sxtérieur
étant donné, il peut ne correspondre & aucune distribution énergétique ou au contraire

3 une infinité. La donnée du chemp extérieur n'est donc pas entiérement équivalente
a celle du champ intérieur.

Une autre remarque doit &tre faite sur la manidre différente dont les conditions
d'isothermie interviennent .dans les deux méthodes. Dans la méthode du tenseur
d'énergib, Mne HENNEQUIN a montré qu'il y:a équivalence entre conditions d'isothermis
et équations du mouvement pour toute solution approchée des ¢quations du champe Dans
la méthode des singularités, les conditions d'isothermie interviennent dans les

équations du mouvement seulement par 1l'intermédiaire des fonctions harmoniques
qu'elles déterminent.

I1 serait trés intdéressant d'établir la liaison entre les deux points de vue du

champ intérieur et du chanp extéricur. Cela nous anénera, sans doute, a une meilleure
conpréhension de la néthode des singularités.
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