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1. Identités de conservation.

Dans la variété espace-temps douée de la structure riemannienne hyperbolique nor-

male à un carré positif et trois carrés négatifs définie par :

les équations tensorielles du champ sont

Les premiers membres de ces équations ne sont pas indépendants : des identités de

Riccirelatives au tenseur de courbure de la variété riemannienne on déduit

Comme n est une constante, il en résulte

Ces relations sont appelées identités de conservation du schéma considéré. Le ten-

seur T~’ s’exprime en fonction de données physiques représentant les énergies
du champ (masses, pressions, vitesses, champ électromagnétique s’il y a lieu). Les
identités de conservation nous fourniront donc quatre relations automatiquement
vérifiées par ces données physiques. Examinons ces relations pour les tenseurs

associés aux schémas usuels.

a. Schéma matière pure. - Le tenseur associé est de la f-rme

f est une fonction scalaire destinée à représenter la masse, u~ désigne les

composantes du vecteur unitaire d’espace-temps u
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Les identités de conservation s’écrivent

Formons la combinaison linéaire E = u~ Ep . Il vient :

Comme lo est unitaire u03B2 u = 1 ; cn différentiant, on obtient :
,

Par conséquent

c’est une équation de continuité. Les équations se réduisent alors à

Ces relations expriment que les trajectoires du vecteur u ou lignes de courant,
sont les géodésiques de la variété riemannienne. Evaluons la divergence covariante

d’espace-temps à l’aide d’une divergence ordinaire (03B403B1 f désigne la dérivée
1r . "

Or :

Par conséquent

La comparaison avec l’écriture classique des conditions de continuité nous con-

duit à choisir comme densité (le masse la quantité

alors

Dans les applications aux problèmes célestes, la métrique est voisine d’une métrique
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de Minkowski

u0 est alors voisin de 1 , m est alors voisin 

b. Schéma fluide parfait. - Le tenseur représentant un schéma fluide parfait
fait intcrvenir en plus du facteur de masse p une pression partielle p . Les

effets de pression sont faibles devant les effets de masse ; l’étude de la 

mique des mil16ux’continus en relativité restreinte conduit à prendre comme tenseur

impulsion-énergie ([4] , p. 186-191)

v li

Remarquons que la densité de masse P et ~ .nt pour équation de dimension

ML ; ces quantités sont donc homogènes. 
c

Ecrivons les identités d6 conservation pour ce tenseur, il vient
~ __

Alors

qui se réduit à

comme

Donc les conditions de conservation E~ =0 s’ écrivent
~

on démontre ([5J , p. 74) que ces équations définissant les géodésiques d’une me-
t . n ’1 "t... d 

2 F2 d 2 ,la f t. F ttrique conforme à la métrique riemannienne s = F s ou la fonction F est

; .. ÔOB F 
définie par 2014r;2014 

= 
2014~-2014 .
fC +p
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2. Equations spatio-temporelles du mouvement.

Nous venons de voir que les identités de conservation ont un contenu physique

important, en particulier elles dé terminent les lignes de courant.

Nous donnerons donc la définition suivante :

Les équations spatio-temporellesdu mouvement d’une masse d’épreuve placée dans
un chajpp sont fournies par les identités de conservation du tenseur impulsion-énergie
représentant les distributions énergétiques du champ.

Il revient évidemment au même de considérer des combinaisons linéaires indépen-
dants de ces relations. Les quatre identités de conservation correspondent à trois

équations de mouvement au sens classique (E. =0) et à une équation de continuité
E = 0 .

a. équations de mouvement au sens classique. - Somme

nous introduisons les densités tensorielles

et nous écrivons les trois équations spatio-temporelles, généralisant les équations

classiques de mouvement, sous la forme

Les équations spatio-temporcllcs du mouvement d’un corps seront obtenues en inté-

grant leséquationsspatio-temporellesd’une masse d’épreuve sur le volume d’espace

occupé par le corps.

Plaçons-nous maintenant dans le cas d’un schéma du type fluide parfait. On a

Les équations de mouvement d’un corps A sont

soit
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Or p et les potentiels sont des fonctions continues dans A et sur le bord de

A ; leurs dérivées premières sont continues dans A . L’intégrale  dv

est égale au flux de p à travers le bord ce flux est nul puisque

p s’annule sur le bord de A. On a donc

b. Equation de continuité - Intégrons l’équation (6) sur un domaine D4 à quatre
dimensions limité par un. tube de courant T et deux sections d’espace Y

- a. , ":1

Og?

Le flux (le mV à travers le bord de D comprend :

a. Le flux à travers le bord du tube T engendré par u ; comme u03B1 = V dx0 ds
ce flux est nul ;

b le flux a travers les sections d’espace 03A33 et 03A3’3 soit

Appelons la masse du corps A à l’instant t ; l’intégrale précédente
vaut M(t ) ~ 1"1(t ) .

On a donc :

La variation dc la masse M au cours du temps est uniquement liée aux termes de

pression p . Dans lE cas d’un schéma matière purE p = 0 , la masse est eons-

tante au cours du temps. Le choix nous donne dans le 
i : 

parfait la la plus conservative, on no peut sn es s
(~ r~ ,£_, ’B...,.. ,

termes contenant p . !’:.:/ 

Si on tendre t il vient 
... 

’.2: 

; . ’-" .;7 , J 
1
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3. Reoherche d’une solution approchée des équations de champs

Une solution sera un ensemble de dix potentiels satisfaisant aux équations de

champ °3 par morceaux pour lesquelles les hypersurfaces de discontinuité

sont les frontières des régions contenant de l’énsrgie, ces discontinuités étant
du type de Schwarzchild. Pour avoir des résultats qui puissent être interpréta-
bles physiquement, il nous faut choisir parmi l’ensemble des systèmes de coordon-
nées un système qui soit adapté le mieux possible à la réalité physique. A ce
point de vue, les coordonnées qui s’imposent sont les coordonnées ispthermes

(G. DAm10IS) .. Rappelons que dans un système isotherme

Introduisons les densités tensorielles

On peut montrer 1 ] que peut être écrit sous la forme suivante
r, . n . n

avec

Dans un système isotherme, = 0 , se réduit à S /. x . Dans chaque
équation -C;I. ,i B == TO(..6 ne figurent q ue les dérivées secondes de G ft ;

c’est cette propriété qui va nous permettre de faire usag6 d’une méthode en casca-
d6 d’approximations. Quand nous aurons à notre disposition une solution approchée)
nous appellerons équations approchées du mouvement, C6 qu’on obtient en substi-
tuant la solution approchée dans les équations de mouvement. Nous montrerons

plus loin qu’alors 16s conditions d’isothermie approchées sont automatiquement
vérifiées

Nous allons maintenant exposer en détail les différentes hypothèses faites pour
construire une solution approchée des équationsde champ correspondant à un sché-

ma fluide parfait; le modèle d’univers étant composé d’un nombre fini de masses
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gravitantes situées à distance finie . (Ce modèle pourra représenter n corps

célestessoumis à la gravitation).

4 . Hypothèses concernant les potentiels.
a. Comportement asymptotique euclidien du Nous supposerons que les

potentiels se comportent dans le domaine à l’infini des sections d’espace comme

des potentiels de Newton.

Pour une définition précise du comportement asymptotique euclidien on pourra
consulter [ 5 ] .

Considérons la métrique ds * 2 = (g~ . - 2014~20142014sL) dx~ dx~ qui est définie sur
J ËQQ

3 . Gette métrique permet de définir une distance sur les sections d’espace W 3
Les potentiels relatifs à un système de coordonnées locales ont un comportement
asymptotique euclidien si

dès que la distance r du point x à un point fixe est suffisamment grande. Si

l’on a supposé que V4 est homéomorphe au produit de R3 par un segmenta on

peut montrer que les points du domaine à l’infini de W 3 sont les images par
les cartes locales réciproques dcs points du domaine à l’infini de R3 muni

de la métrique euclidienne - 

b. Champ faible. - Un espace-temps extérieur (sans masse) complet, à comporte-
ment asymptotique euclidien est localement euclidien [ 5 ] . Nous
traduirons l’hypothèse de champ faible 6n considérant des potentiels voisins des

potentiels de l’espace vide (c2, - 1 , - 1 , - 1) . Nous supposerons que les
potentiels admettent des développements limités suivant les puissances de (2014~-)
que nous considérons comme un paramètre. 

c

Dans lcs applications, c représente la vitesse de la lumière.

Nous poserons donc
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Les coefficients 03B1 admettent alors des majorations du type 2014 à l’infini sur

les sections d’espace ; leurs dérivées sont majorées par M 2 .
r

c. Coordonnées isothermes. - Nous supposerons qu’il existe un système global
de coordonnées Isothermes tel que les potentiels correspondantssatisfont aux

hypothèses a. et b.

5. Hypothèses concernant les distributions énergétiques.
- Le schéma est fluide parfait : f et p sont différents de zéro, dans un
nombre fini N de domaines d’espace bornés et connexes.
- Les distances mutuelles des corps sont supposées grandes devant leurs dimen-

sions ; le mouvement de chaque corps sera défini par la vitesse de son centre de

gravité, on néglige les rotations autour du centre de gravité.
- Les vitesses des corps sont faibles devant la vitesse de la lumière.

Ces hypothèses nous serviront lors des calculs effectifs des termes correctifs
à l’action newtonienne. Nous nous sommes bornés à calculer les termes correctifs

du 1er ordre. Pour des calculs plus poussés, je pense qu’il faudrait tenir compte
des rotations des corps autour de leur centre de gravité. Avec ces hypothèses on
a pour équations de mouvement

6. Technique d’approximation.
Nous prendrons les équations de champ en coordonnées isothermes sous la forme

Nous avons supposé que les potentiels avaient des développements limités suivant

les puissances de 2; les densités tensorielles G03B103B2 admettent alors des déve-

loppements limités 
C 

du type i
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La notation P désigne le coefficient du krme en 2014 dans le développement
c

limité de la quantité P .

II est donc possible dd calculer en fonction des 03B1(k)03B1 , ou des G ’ des

développements limités des premiers membres de (12).
Comme

on pourra obtenir un développement limité dE u dont les coefficients seront des

fonctions des 03B1(k)03B103B2 ou G03B103B2(k) , et des vitesses d’espace le premier
~ 
1 0 ~ 1terme est 2014 . u == --’ + o ~2014) ,c ~ c c 

Le développement limité du 2e membre pourra donc être calculé en fonction de
--:1 (k) ~~(k)

m , p , v , ~~ ou G .

Portons ces développements limités dans Inéquation (12).

Egalons les termes de degré minimum en (1 c) dans les 10 équations; on obtient:

B

0394 désigne le Laplacien ordinaire dans l’espace euclidien à trois dimensions.

L1 = dll + Ô22 + Ô33 . On constate que les parties principales du second membre ne
dépendent pas des GO03B1(3), G1J(1). Ce système nous permet donc de résoudre en
GO«(3), puisque nous connaissons le comportement de ces quantités à

l’infini sur les sections d’espace. Egalons les coefficients des termes contenant
- à une puissance immédiatement supérieure
c , ... -  .
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ce qui détermine L1 GO 0B. (5 ) 
B 

et 0394Gij (3 ) B 
sn fonction de quantités connues .

En itérant on obtient le système :

Comme les termes (le S /. B g autres que 1 2 g)p ~03BB  G03B103B2 contiennent tous

des produits s de dérivées premières par d’autres dérivées premières, 03C603B103B2(2k+1)
ne dépend que des GX 03B2 (2k t +1 ) 

avec kt .. k et de leurs dérivées premières. Par

conséquent la résolution des systèmes tels Que (15) avec p’  p permet de déter-

miner explicitement 03C6ij(2p-1) , (B0( (; ij )2P-l ne dépend que des potentiels
précédemment calculés. Nous pouvons donc déterminer GiJ(2p-l) . Ensuite on raisonne
de façon analogue pour G 

o 03B1003B1(2p+1) 
.

On peut donc, théoriquement, (car on sera vite arrêté par la complexité des cal-
culs) calculer une solution approchée à tel ordre p que l’on voudra.

Equations approchées du mouvement : la substitution de la solution approchée
d’ordre p dans les équations de mouvement nous fournira - les équations appro-
chées de mouvement d’ordre p .

7. Rôle de la condition d’isothermie.

Notre but initial était la résolution de
.. ,... /]

En choisissant un système de coordonnées isothermes y nous nous sommes ramenés au

système plus simple

- 

pour lequel nous avons écrit les équations de mouvement sous la forme habituelle

;!~ = 0 ; on peut se demander si les conditions d’isothermie sont vérifiées

par la solution trouvée, c’est-à-dire si le problème premier a bien été traité
dans sa généralité.

Montrons que les équations de mouvement d’ordre p entraînent la vérification

des conditions d’isothermie approchées d’ordre p.

Pour une solution de (16). les identités de conservation 0
- ~ ~ _ ~. ~ f~ 

’ ~-~
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Soit

Les équations du mouvement d’ordre p sont équivalentes à

Nous verrons dans 16 paragraphe suivant que n est d’ordre 2014 . On a donc

Les équations de mouvement du premier ordre entraînent

qui se réduit ~ 6F J3 (2) = 0 . On a donc F ~ ~ ~ = 0 . Les équations de mouvement
d’ordre 2 entraînent p,8(4) = 0 . Or étant nul p,8(4) = ~F ’ ~ ~ = 0
donc = 0 et ainsi de suite : les équations approchées de mouvement d’ordre
p entraînent F fi (2p+2) = 0 . 

,

Certains auteurs (FOCK, PET ROVA) ont utilisé effectivement les conditions d’iso-

thermie pour former les équations approchées de mouvement~ PAPAPETROU a utilisé
les conditions de conservation. ’

8. Première approximation*

Nous poserons

on en déduit
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Les équations de la première approximation sont de la forme (14) x est donc

d’ordre 2014 et
c~

Appelons ua la solution nulle à l’infini de

, 0394ua=-xc 2 m a (ma:::: masse sur le corps A).

On a UOO = la sommation est étendue à tous les corps situés dans le champ

A , ... , N .

où â~ désigne la composante de la vitesse du centre de gravité du corps
A .

a. Equations de mouvement du corps A : .

Il vient

Connue nous avons supposé que les distances sont grandes devant les dimensions des
corps la fonction u .(x) varie très peu quand x décrit A . D’autre part (17)

entraîne -rr == o (1 4) donc
c
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La notation ~_~ indique que la sommation est étendue à tous les corps execpté
A . Dans le cas où le corps A possède la symétrie sphérique,  ma d. :1. u a dv = 0
et l’on a exactement l’écriture classique’ u est donc exactement le potentiel
newtanien créé par le. A et par conséquent 2 = 4 1T G où G est la

constante d’attraction universelle .

Dans ces conditions
~ rBrB

cette formule évoque la formule de relativité restreinte écrite avec les notations

usuelles

la masse en varie doncavecla vitesse de la particule on première approximation comme

la masse de la relativité restreinte. On a en plus un facteur contenant les po-

tentiels, la masse m apparait donc comme une masse dynAmique, P caractérise
physique du corps au repos.

9. Deuxième approximation.
La manière de procéder est la même, nous donnerons simplement les équations de

mouvement correspondantes.Dans le cas général les équations sont
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b. Cas de corps sphériques. - Dans le cas particulier d’un schéma purement maté-

riel (p= 0) associé à deux corps A et. B présentant la symétrie sphérique, ces

équations se simplifient. Soit r a b la distance des deux corps et g~ la solution

régulière à l’infini de A gYt = ~ ~ ~ . On obtient :
, ~ ,

Les deux derniers termes ne sont pas obtenus par A. PAPAPETROU et EINSTEIN-

INFELD-HOFFMANN. La comparaison avec Einstein-Infeld-Hoffmann est malaisée en rai-

son de la dissemblance des méthodes,. nous pensons que la différence provient d’une

relation 
. 

.. du-

utilisée par PAPAPETROU. Si l’on admet cette relation, on ne peut pas faire bruta-

lement p = 0 dans les équations du schéma fluide parfait.

. APPENDICE

,

Rappelons ici brièvement comment PAPAPETROU obtient la relation entre p et

f dont il vient d’être parlée

PAPAPETROU utilise les identités de conservation non intégrées sous la forme
~

soit

En appliquant les résultats de la première approximation il vient :

soit
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A. PAPAPETEOU postulant qu’en mécanique newtonienne on a

en déduit qu’en mécanique relativiste on a :
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