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Séminaire de MECANINUE ANALYTIOUE ,
ot de MECANIQUE CELESTE i4lcllec.:embx"e 1?57
Annéde 1957/58 e janvier 1958

. . ¢ [/
éQUATIONS APPROCHEES DU HOUVEMENT EN RELATIVITE GENERALE
METHODE DU TENSEUR IHPULSION—éNERGIE

par Mme F. HENNEQUIN

1. Identités de conservation.

Dans la variété espace-temps douée de la structure riemannienne hyperbolique nor-

male & un carré positif et trois earrés négatifs définie par :
2

as” =g, g X ax” Ay Bp=0,1,2,3

les équations tensorielles du champ sont
S p =% Tapg o
Les premiers membres de ces équations ne sont pas indépendants :

: des identités de
la variété riemannienne on déduit

vsq}3=01

Cemme m est une constante, il en résulte

Ricei relatives au tenseur de courbure de

(1) Bg = Z_T“ﬁ =0 .

Ces relations sont appelées identités de conservation du schéma considéré. Le ten=

? ’ » rd L3
seur XA s'exprime en fonction de donndes physiques représentant les énergies
du champ (masses, pressions, vitesses, champ electromagnétique s'il y a lieu). Les
identités de conservation ncus fourniroré donec quatre relations automatiquement
vérifiées par ces données physiques. Examinons ces relations pour les tenseurs

associés aux schémas usuels.,

a. Schéma matiére pure. — Le tenseur associé est de la ferme

leg =Fu0‘\ uﬁ
f est une fonction scalaire destinée & représenter la masse, u*  désigne les

. . Y
composantes du vecteur unitaire d'espace-~temps u

o _ ax® x 2
v =73 gxﬁ u
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Les identités de conservation s'écrivent

Eﬁivd T/;\ = v‘h(fu"“).u/e + fu‘* . Vo\uﬁ

Formons la combinaison linéaire E = u’e E « 11 vient :

E = \Z((?u‘x)uﬁ ug +fu°‘(u‘6vo( uﬁ)=0

Comme le vacteur © est unitaire u® u, =1 ; en différentiant, on cbtient 3

uﬁKZ( u/3=0

Per conséquent

0

(2) EEWm(g’u“‘)

c'est une équation de continuité. Les équations E B = 0 se réduisent alors a

b -
Ces relations expriment que les trajectoires du vecteur G.) ou lignes de courant,

sont les géodésiques de la variété riemannienne. Evaluons la divergence covariante

d'espace=temps & 1l'aide d'une divergence ordinaire (Jy f désigne la dérivée

of )
X,
V(fu )"C) (fu:x)*‘ fu.
Or []
o > g€
):;&(.ﬁ:l/zgx ag ga’ _i__.é.._—

Par conséquent

a (pu*V gl
V lel
i dx . 0
Introduisons la vitesse d'espace V- = —= (i=1,2,3) posons V =1

0
o 0 .o dx

u =u V3 il vient :
o (pu® Vgl 7%) = 0

La comparaison avec 1l'éeriture classique des conditions de continuité nous con-
duit & choisir comme densité Ge masse la quantité

1l

A

(4) m = WV el
alors
(5) EVlegl = o, @v™) =

Dans les appliéations aux problémes célestes, la métrique est voisine d'une métrique
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de Hinkowski

F@d)? - (@x)? - (@) - @)

PR 4 PR
u~  est alors voisin de 5 » m est alors voisin de ? .

be Schéma fluide parfait. - Le tenseur représentant un sohéma fluide parfait
fait intervenir en plus du facteur de masse F une pression partielle p . Les

effets de pression sont faibles devant les effets de masse ; 1'étude de la dyna-

mique des milisux continus en relativité restreinte conduit & prendre comms tenseur
impulsion-énergie ([(4], p. 186-191)

T“ﬁ:=(f + By) u® u? _Ezgmﬁ
c c

Remarquons que la densité de masse f et -P-z- ent pour équation de dimension

c
ML 3 3 ces quantités sont donc homogénes.

Ecrivons les identités de conservation pour ce tenseur, il vient

9, P
E'Bzu/bvok[(f+-§2-)uo\]+(f+iz)u°\ d\uﬁ -_fsz—=o
Alors 3
] , P
E :uﬂ’E’Bg,vo([(\ul’?.Qlf‘]uﬁ a, + (g_+-§-2-) N u’si;zluﬁ-uﬁ “’:;2“ =0

E ’.—"V;‘[( f+%)u“]—uq ao(%
c c

qui se réduit a

E= V (fu*) +§2- Vu* =0
comme va&tm =_...l_..l. o, (8% Vlgl) il vient
g
(6) EV]gl = o, mv™) * By o (a? Vgh =0
Done les conditions de conservation E g = 0 s'éerivent

SIS
o ("8 = o
(f*%)u vu\ uﬁ'-:(g/g -u u’s)—z_-c

on démontre (5], p. 74) que ces équations définissant les géodésigues d'une mé-
. 2 .2 .

trique conforme & la métrique riemannienne ds'2 =F" ds ou la fonction F est

60\ F 6% P

définie par 5

o
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2+ Equations spatio-temporelles du mouvement.

Nous venons de voir que les identités de conservation ont un contenu physique
important, en particulicr elles déterminent lecs lignes de courant.

Nous dennerons donc la définition suivante @

Les équations spatio~temporellesdu mouvement d'une masse d'dpreuve placée dans

un charp sont fourniespar les identités de conservation du tenseur impulsion—énergie
représentent les distributions énergétiques du champ.

I1 revient évideciment au m€me de considérer des combinaisons linéaires indépen-
dants de ces relations. Les quatre identités de conservation correspondent & treois
€équations de mouvement au sens classigue (Ei = 0) et & une équation de continuité
E=0.

a. Equations de mouvement au sens classique. — Gomme

N oA N /3_ p A _
ZTi—aq Ti+r T U ..

A gL A A~
3. (1% v/1gD
Vel

nous introduisons les densités tensorislles
o B 0\
G = PV gl Q%S =T”“)5\/—Tg-‘l

et nous écrivons les trois équations spatio-temporelles, généralisant les équations
classiques de mouvement, sous la forme

e el = AL G -
5, Viel = 3, €, -5 C%o, g, =0

Les équations spatio-temporcllcs du mouvement d'un corps seront obtenues en inté-

grant leséquationsspatio=temporellesd'une masse d'épreuve sur le volume d'espace
occupé par le corps.

Plagcons-nous maintenant dans le cas d'un schéma du type fluide parfait. On a

-] s e s o\ ;
%i = vJ ES - Si E—\'?zil S‘i: symbole de Kronecker.
Les équations de mouvement d'un corps A sont ‘
3 B, Viglav=0 (dv = ax* A & ~aP)
A

soit —
jA[éd\(@iv )—-5{ Oigo'\ﬁ—ai - Jdv =0



2=05

Or p et les potentiels sont des fonctions continues dsns A et sur lec bord de

A ; leurs dérivées premiéres sont continues dans A . L'intégrale S'ai(p\/ lgl) av
~ A

est égale au flux de p \ lg|l & travers le bord de 4 , ce flux est nul puisque
p stannule sur le bord de 4 . On a donc

(§ 70 4 _i [ genB
(1) f, o @V ar =5 | T8 ap av
be Equatisn de continuité. — Intégrons 1'équation (6) sur un domaine D, a4 quatre
dimensions linmité par un tube de courant T et deux sections d'espace z___
(x,=t) et 3 (xy = t') « I1 vient 3
3 [ @7 ™) + B30 ™V ghlal a ad'nad nad = 0
D4 c
g 3o (V*) ax® A dax" A ax” A ax - nt ao
Py oD,
Is flux de m? a travers le bord de D, comprend @

4
a. Le flux & travers ls bord du tube T engendré par z;

0
3 comme u> = yr &
ce flux est nul j

ds

be le flux & travers les sections d'cspace ) et 7 __ ' soit
3

] 3
mav .
2t
3 3

hppelons #(t) 1a masse du corps A & 1'instant t ; 1'intégrale précédente
vaut M(t') = M(t) . |

On a donc _
() - u(t) + | Bro, (2 U gl) aaav =0
4 c

eu cours du temps estuniquement liée aux termes de

pression p . Dans le cas d'un schéma matiére pure p =0 , la masse est cons-—

La veriation de la masse M

tante au cours du temps. Le choix d¢ m nous donne dans lec cas A seicms luide

termss contenant p .

Si on fait tendre t' vers t , il vient
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(8) %%S, Bro, @ [gl) av =0
23°¢

3. Recherche d'une solution approchée des équations de champe.

Une solution sera un ensemble de dix potentiels satisfaisant aux équations de
champ ;5 O par morceaux pour lesquelles les hypersurfaces de discontinuité
sont les frontieres des régions contenant de 1l'énergie, ces discontinuités étant
du type de Schwarzchild. Pour avoir des résultats qui puissent Etre interpréta-
bles physiquement, il nous faut choisir parmi l'ensemble des systemes de coordon=-
nées un systéme qul soit adepté le micux possible & la réalité physique. A ce
point de vue, les coordonnées qui s'imposent sont 1les coordonndes ispthermes
(G.DARMOIS) . Rappelons que dans un systéme isotherme

_ P eA__1 x _
PP = [ = F=ac e P lgl) =0

Introduisons les densités tensorielles
xR AR
= P gl

On peut nontrer [1] que Sdﬁ) peut &tre écrit sous la forme suivante
AP & fR 1 .«

S =S(i) -
avec /B
A o
TRTEG =18 oy, - 20 % 5, & - v e 03 [T
(9) Aw —f (9 1 f v
+ & Lgt \Mrfry + 3 ‘;Waf &
(10) AG‘/8 - goc(’ a%’ F’g + g?i’ % P F(’ a? gw% B g‘><15 (af Ff’ ”{_; FP)

"

Dans un systéme isotherme, A?Ja =0, v se réduit a S?i) o Dans chaque

équation S?i; ='xTcxp ne figurent que les dérivées seccondes de Gu(ﬁ H
c'est cette propriété qui va nous permettre de faire usage d'une néthode en casca—
de d'approxinations. Quand nous aurons & notre disposition une solution approchés,
nous appellerons équations approchées du mouvement, ce gu'on obtient en substi-
tuant la solution approchée dans les équaticns de mouvement. Nous mentrerons
plus loin qu'alors les conditions d'isothermic approchécs sont automatiguenment
vérifidese.

Nous allons naintenant exposer en détail les dif:dérentes hypothéses faites pour
construire une solution aporochée des équationsde champ correspondant & mn sché=-

na fluide parfait ; le modéle d'univers étant composé d'un norbre fini de masses
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gravitantes situdes & distance finie. (Ce modéle pourra représenter n corps

célestessoumis & la gravitation).

4, Hypothéses concernant les potentiecls.

a, Conportencnt asymptotique euclidien du chemp. - Nous supposerons que les

potentiels se comportent dans le domaine & 1l'infini des sections d'cspace comme
des potentiels de Newton.

Pour une définition précise du comportenent asymptotique euclidien on pourra
consulter [5] «
. . *2 €01 €0j Jj
Considérons la métrique ds” = (giJ -—z;—-JL) & dx qui est définic sur
00
WB o Gette nétrique permet de définir une distence sur les sections d'espace W

3

Les potentiels relotifs & un systeéme dec coordonnées locales ont un comportement
asymptotique euclidien si

T
M
dés que la distence r du point x & un point fixe est suffisamment grands. Si
1l'on a supposé que V& est homéomorphe au produit de R? par un segment, on
peut montrer que les points du domaine a 1'infini de w3 sont les images par

les cartes locales réciproques des p01nts du domaine a 1l'infini de R3 nuni
de la métriquc cuclidienne = (ax™ )

be Champ faiblee = Un espace~tenps extérieur (sans masse) conplet, & comporte-
ment asynptotique ecuclidien est localement euclidien [ 5] . Nous

traduirons 1'hypothése de champ fzible en considérant des potenticls voisins des

petentiels de l'espace vide (c2 y =1L, =1, - 1) . Nous suppeserons que les

potentiels admettent des dévecloppements limités suivant les puissances de sz)
gue nous considérons comme un paranetre.
Dens les applications, ¢ représente la vitesse de le lumiere.

Nous poserons donc
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. g
{ g2 = C + q + eee * (] ( )
{ 00 00 P Zp
\ & o . (p+l)
_ Oi Oi ( )
(11) gOi = —r"‘ cee +_TT—'p+ + o TTP""
] (o]
X (p"'l)

o]
3
[
1}
i
o
=
[
+
1\4":
+
-+
[« I Lad
[®]
-+
+
o
7~
kol Lo
+
e’

Mo . R
Les coefficients of admettent alors des majorations du type 7 @ 1'infini sur

. s . 5 - ’ bl
les sections d'espace j leurs dérivées sont majorées par -
r
¢« Coord-nnées isothermes. - Nous supposerons qu'il existe un systéme global

de coordonnées isothermes tel que les potentiels correspondantssatisfont aux
hypothéses a. et b.

5. Hypothéses concernant les distributions énergétiques.

- Le schéma est fluide parfait f et p sont différents de zéro, dans un

nombre fini N de domaines d'espace bornés et connexes.

~ Les distances mutuelles des corps sont supposées grandes devant leurs dimen-

sions ; le mouvement de chaque corps sera défini par la vitesse de son centre de

gravité, on néglige les rotations autour du centre de ygravité.

- Les vitesses des corps sont faibles devant la vitesse de la lumiére .

Ces hypotheses nous serviront lors des calculs effectifs des termes correctifs
a4 l'action newtonienne. Nous nous sommes bornés a calculer les termes correctifs
du ler ordre. Pour des calculs plus poussés, je pense qu'il faudrant tenir compte

des rotations des corps autour de leur centre de gravité. Avea ces hypothéses on
a pour équations de mouvement

, d { #0 . 1| 7P
(12) w ), d"—"z'L{“ % Eyp &

6. Technique d'aspproximation.

Nous prendrons les équations de champ en coordonnées isothermes sous la forme
" % A ool B
(13) Vel sigy = « G707

Nous avons supposé que les potentiels aveient des développements limités suivant
. 1 " . ~ A
les puissances de = 3 les densités tensorielles G

admettent alors des déve-
loppenents limités ¢ 4qu type @
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o O (2p+l)
EGOd =—§£C——+ -..A--G—-T-T—- +Q(TT)
\ 13(2p-—1)
(13—-c£3+...+———-—r— +0 2p-1)

(x)

‘s . 1 ,
La notation P désigne le coefficient du tcrme en - dans le développement

k
¢é

limité de la quantité P .

s . (k « B(k)
Il est donc possible d¢ calculer en fonction des s oudss G des

oA
développements limités des premiers membres de (12). '
Comme
2
. 0 A
go<Q O(uﬁ=1 u (gO(BV‘\Vﬁ)-_-l

on pourra obtervlr un développement limité de uo dont les coefficients seront des

fonctions des ec(,(k) ou G(X’S(k) s 6t des vitesses d'espacs v s le premier
O 1 1
terme est ST B =gtrolm),
Ve AR . 2
B e @ X ys vV lel “2l @ v™ vP - g8y
c

Le développement linité du 2¢ membre pourra donc &tre calculé en fonction de
A o) x B(k)
m, p, s ®g g ou G .

Portons ces développements limités dans 1'équation (12).

Egalons les termes de degré minimum en (%) dans les 10 équations;on obtient:

_i 0600 = (160 3)

|

(14) -
[ - 1 AWES1SY; - (,,lo'GlJ)(l)

A désigne le laplacien ordinaire dans l'espace euclidien a trois dimensions.

A = 611 + a + 633 « On corstgﬁ:,e que les parties principales du sccond membre ne
dependent pas des « (3 ) aHd (1) . Ce systéme nous permet donc de résoudre en
00((3) 13 (1) puisque nous connaissons le comportement de ces quantités a
l'lnflm sur les sections d'espace. Egalons les coefficients des termes contenant
% 4 une puissance immédiatenent supérieure

AO*5) 4\ 0x(5) IPURLENC)

N zo| =

AN (3) + ‘% i3(3) = o 1] )(3)
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ce qui détermine Zl *0) et NG 150) en fonction de quantités connues.

En itérant on obtient le systeéme ¢

o5) ____l2 AGO A(2p+l) . \\)O % (2p+1) = ( Jéacg)(gp...l)
15
_..12_ Ngli(p=l) L{,ij(Zp—l) R ASNG Y

\

Comme les termes de SZ;? vV lg| autres que %-gAP aAP C‘:-o("6 contiennent tous
«B(2k+1)
des produits de dérivées premiéres par d'autres dérivées premiéres,
k! N
ne dépend que des qus( ki) ¢ k'< k et de leurs dérivées prcmiéres. Par
conséquent la résolution des systdmes tels oue (15) avec p'<« p permet de déter-

miner explicitement L?la (2p-1) , qglj)ZP 1 e dépsnd que des potentiels

précédemment calculés. Nous pouvons donc déterminer G;J(ZP—J) . Ensuite on raisonne
0 A(2p+l)
de fagon analogue pour G .

On peut donc, théoriquement, (car on sera vite arrété par la complexité des cel-

culs) calculer une solution approchée & tel ordre p que l'on voudra.

Equations approchées du mouvement : la substitution de la solution approchée

d'ordre p dans les équations de mcuvement nous fournire -
chées de mouvement d'ordre p .

les équations appro-—

7. B8le de la condition d'isothermiec.

Notre but initial était la résolution ds

En choisissant un systéme de coordonnées isothermes, nous nous sommes ramenés au
systeéme plus sinple

' d“B ® B
(16) 51y =w T

pour lequel nous avons écrit les €quations de mouvenent sous la forme habituclle
:2; TOSG = 0 ; on peut se demander si les conditions d'isothermie sont vérifiées
par la solution trouvée, clest-a-dire si le probléme premier a bien été traité
dans sa généralité.

Montrons que les équations de mouvement d'ordre p entrainent la vérification
des conditions d'isothermie approchécs dtordre p .

AP
Pour une solution dc (16), les identités de conscrvation entrainent §7S(1) 0
Or y;S BEZO done Y;A?;j I’ﬁ
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Soit

B_ B ) =F T

PF = gp a”‘l“ PEov2glh o F?\,H, Ffafgr\y e =0

Les équations du mouveient d'ordre p sont équivalentes a

P v To(,a(z.k)
> =0
= kK

1
Nous verrons dans le paragraphe suivant que w est d'ordre . On a donc

(¢}
p_ pP(2k+2)

C

Les équations de mouvement du premier ordre entrainent

P/3(2) =0

qui se réduit a AF P(2) =0 .0na donec F p(2) = 0 . Lles équations de mouvement
B
d'ordre 2 entrafnent P’ (4) =0 ., Or Fﬁ(z) étant nul Pﬁ(d') = AFﬁu) =0

donc F Al4) = 0 et ainsi de suite : les équations approchées de mouvement d'ordre
p entrainent F)6 (2p+2) =0 .

Certains auteurs (FOCK, PETROVA) ont utilisé effectivement les conditions d'iso-

thermie pour former les équations approchées de mouvement, PAPAPETROU a utilisé
les conditions de conservation.

8. Premiére approxination.

Nous poserons

2 00 1
(goozc - 2u +0('07)
X3 1
< Boi = ;2"‘“"(;?)
X ..
-_S 1
(515 T ij+-:2'l+°(c4)
on en dédyit
/ 00
OO 1 u 1 < 1
G ==+ - 2 X.. +o0 )
c 03 203 ii :5’
e _3__0‘\1
) T
. 00 PN . 1
ij S I ii _ i L
G ’—°°i+éi(c'* = - )+0(63)
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— 00 . ¥,
Vlgl=c @ -'372—-%-'—-—-23“3+o (-1-3))
(] Cc
Lol ds
c c3

WO w27+ o (3]
(]

13 \

“-Jzy(mViVj*_Bg.:)

&} ¢ 1

Les équations de la premidre approximation sont de la forme (14) x est done
d'ordre % et

c

00 R s
A(u _Z 211)

A%i :—Zucszi
AT CA S e %y, 1=0.

- 2M02 m

Appelons u la solution nulle a 1'infini de
2
XC

T = S A .

: &ua — 1, (ma masse sur le corps A)
On a UOO = Z u,

A I e e , N L]

la sormation est étendue & tous les corps situés dans le champ

%, =4 u &

o1
ou a
4 .

’ . Py . . ’
désigne la i-iéne composante de la vitesse du centre de graviteé du corps

~a. Equations de¢ mouvement du corps A4

o1
n_ &
0 _ __a 1
(byly=-—5— *+o (--03)

I1 vient

4

d d o 00 1
E.Amaa dv = {AmaGiU dv+o(-;z)

Corme nous avons supposé que les distances sont grandes devant les dinensions des

corps la fonction ub(x) varie trés peu quand x déerit A . D'autre part (17)
i 1

. dM
entraine —¢ = o (04) donc
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a8t —
Ma dt _MaL-‘ éiub(a)+ SAmaa f dv+o(-i-g)

La notation } ' indique que la sommation est étendue a tous les corps execpté

A . Dans le cas ou le corps A posséde la symétrie sphérique, {m_O, u_ dv =0

et 1'on a exactement l'écriture classique; 3oy est dopc exactement le potentiel

newtanien créé par le.@crps A et par consequent 1‘-’-;- =47WG ou G estla

congtante Avattraction universelle.

Dans ces conditions

2 00
— 1
m::fuo\[—ng(l +l§+ng+0 (T))
Zc c c
cette formule évoque la formule de relativité restreinte écrite avec les notations
usuelles

m, “ 2 ( ))
= = + + —
m ————-é.l_ m 202 ®

la masse envark dacavecla vitesse de la particule on premiere approximation comme

la masse de la relativité restreinte. On a en plus un facteur contenant les po-

tentiels, la masse m apparait donc comme une masse dynamique, fCE‘ID.Ct.éI‘i.S& 1tétat
physique du corps au reposS.

9. Deuxiéme approximatione.

La maniére de procéder est la méme, nous donnerons simplement les équations de
mouvement correspondantes.Dans le cas général les équations sont

M g—[,:311(1 -1-VEL PER + dv)--A'—- ¥ I J=
a dt ;_2' 'C'Zl—— bla) Ap 02 Yp(a)

, M 3 .
gAmaaiu dv +§:1 ub(a) [M +——2— v, —?Z‘ u‘b(a)+c2 SAP v
3M 4M
S k k m
- 'l R A WAL +SA_%51(f_g+e)dv
c

-%z[vi +‘:' ub(a)]jA m, @i u dv _% SA m, u, éi u dv - JA i%éi u, dv + O(i-)
f,eg, { étant définies par
(At =0, 7%
Ae UOO OUOO
Al=-12TGp
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b. Cas de corps sphériques. - Dans le cas particulier d'un schéma purement maté-
riel (p=0) =associé & deux corps A et. B présentant la symétrie sphérique, ces
édquations se simplifient. Soit Tob la distance des deux corps et g* la solution
régulitre & 1'infini de A g = u Au . On obtient :

05 uy(a) [

c

‘eii-ai u (a) = V‘?; gV%—élub(a) - 5u,(b) - 44 kkT-

) Gk
0 gt @ )

¢
Gu o r, 2 ga) .
) B b REY aé.aaa - = ) -— 2 m,u, 4, + 0(349
2c i Tk c : BW%.C : '

Les deux derniers termes ne sont pas obtenus par h. PAPAPETROU et EINSTEIN- _
INFEID-HOFFMANN. La comparaison avec Einstein-Infeld-Hoffmann est malaisée en rai-

son de la dissemblance des méthodes, nous pensons que la différence provient d'une
relation

ap_ L
dt ~ "a 4t

utilisée par PAPAPETROU. Si 1'on admet cette relation, on ne peut pas faire bruta-

lement p =0 dans les équations du schéma fluide parfait.

APPENDICE

Rappelons ici briévement comment PAPAPETROU obticnt la relation entre p et
f dont il vient d'&tre parlé.

PAPAPETROU utilise les identités de conservation non intégrées sous la forme

i 1g0(/'3
soit
T i "'"'C'Z""" = igfxp

En appliquant les résultats de la premiére approximation il vient 3

a 5 o 00
= (m—he ) + oy p= my ai U

solit

m 3t o+ a p=m 6 u, +m L_. ai Uy
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A. PAPAPETROU postulant qu'en mécanique newtonienne on a

en déduit qu'en mécanique relativists on a @

O, p=m_ O, U_
i a i a

On peut remarquer & ce sujet que g ai p v = 0 , mais rien ne prouve que
A

S m O, u dv=20
i a

o si 1l'on ne suppose pas la symétrie sphérique des corps.
A
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