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ANALYSE LAGRANGIENNE ET MECANIQUE QUANTIQUE ;

(Notions apparentées à celles développement asymptotique et d’indice de Maslov) ;

par Jean LERAY

~ 

’ 

PREFACE

Les physiciens n’emploient les solutions exactes, u (x), des problèmes d’évolu-

tion que dans les cas les plus simples. C4n-léralement ils recourent à des « solutions

asymptotiques » du type

aù la « phase » cp est une fonction de x E X = Pil à valeurs réelles ; l’

« amplitude » a est une série f ormelJ.e en 1 / v :

dont les coefficients ar sont des fonctions de x à valeurs complexes ; la

« fréquence &#x3E;&#x3E; v est un paramètre imaginaire pur.

L’équation différentielle régissant l’évolution : ,

est vérifiée en ce sens que son premier membre est le produit par e d’une

série formelle en 1 / v, dont les premiers termes ou tous les termes sont nuls.

La construction de ces solutions asymptotiques est depuis longtemps classique et

a été nommée méthode 

la phase cp vérifie une équation aux dérivées partielles du premier ordre, non

linéaire si l’opérateur a n’est pas d’ordre 1 ;

l’amplitude a résulte d’une intégration le long de celles des caractéristiques
de cette équation du premier ordre qui définissent cp .. r



En quantique, par exemple, on calcule d’abord comme si

était un infiniment grand tendant vers i ro t puis on attribue finalement à v

sa valeur numérique vo .

Les physiciens construisent des solutions asymptotiques de problèmes d’équilibre
et de problèmes périodiques, substituant ainoi, par exemple, aux problèmes de l’optique
ondulatoire ceux de l’optique géométrique ; mais cp fait un saut et a présente des

singularités sur l’enveloppe des caractéristiques définissant cp , par exemple,

en optique géométrique, sur l’enveloppe des rayons lumineux, c’est-à-dire sur les

caustiques, qui sont les images des sources de lumière ; cependant l’optique

géométrique vaut au delà des caustiques. 
’

En toute généralité, V.P. Masiov a introduit un indice (dont I.V. Arnold a expli-
cité la définition) qui décrit ces sauts de la phase et, par un emploi approprié
de la transformation de Fourier, il a montre que ces singularités de l’amplitude

ne sont que des singularités apparentes ; mais il est obligé d’imposer certaines

« conditions quantiques» ; leur énoncé suppose que v est un nombre imaginaire

pur doÉné v o ; c’est contraire à l’hypothèse que v est une variable tendant

vers i co ; cette dernière hypothèse est cependant nécessaire pour que la trans-

formation de Fourier soit ponctuelle, ce que V.P. Maslov utilise de façon essen- 
.

tielle. Un emploi, qui évite cette contradiction et que guide une motivation

mathématique , de la transformation de Fourier, des expressions du type ~1 ~ , des

conditions quantiques de Maslov et de la donnée d’un nombre vo est possible, s’il

ne tenté plus de définir une fonction ou une classe de fonctions par son dévelop-

pement asymptotique : il conduit à de nouvelles notions, qui s’apparentent à la

géométrie symplectique et dont l’intérêt ne pourra se révéler qu’a posteriori ; ce 
.

sera peut-être la mÉcanique quantique , ci 10 calcul lu spectra c c l’h6liui-i par coo
nÓthor1es donne np8 résultats numériques satisfaisants.

; Cet article cxpocc ces notions et leurs rotations avec Ic o do 

de Klein-Gordon, de Dirac.

Historique. - I.V. Arnold m’a demandé à Moscou, en 1967, comment je comprendrais

le traité de V.P. Maslov cité C10~,~11~. L’exposé qui suit est donc une réponse,
peut-être inachevée, à cette question .

Il a largement bénéficié de la très précieuse érudition de J. Lascoux. ,



CHAPITRE 1

TRANSFORMATION DE FOURIER ET GROUPE SYMPLECTIQUE.

Ce chapitre I explicite le lien existant entre ces deux notions très classiques.
;7

il permettra au chapitre II d*étudier les solutions asymptotiques &#x3E;

aux dérivées partielles.

§ 1. Opérateurs différentiels, groupes métaplectique et symplectique.

0. INTRODUCTION. - 
’

Historique. - Le groupe métaplectique fut défini par I. SEGAL [13] 3 son étude
fut reprise par D. SIIAIE [14] ; V. C . BOUSLAEV [3] [11 J signala qu’ il rendait la théorie

de Maslov indépendante du choix des coordonnées . A. WEIL [17] l’étudia sur un corps
quelconque ! pour approfondir les travaux de théorie des nombres de ~. SIEGEL.

So’mmaire..- Nous reprenons l’étude de ce groupe pour préciser comment il opère

sur P (Rl) , H(Rl) ,P(Kl), (cf. Theorème 2) et comment il transforme
les opérateurs différentiels (cf. Théorème 3.1).

1. LE GROUPE METAPIECTIQUE Mp (f) . - Notons ., X l’espace &#x3E; 1 muni

de la mesure d 1x ; X~ le dual de X ;  Pf x &#x3E; la valeur de p E X~ en

P (X) l’espace des fonctions X -&#x3E; C , dont toutes les dérivées sont à décrois-
sance rapide (L. Schwarz) : .
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,

(X) son dual, espace des distributions tempérées sur X (L.Schwartz) ;

j6 (X) l’espace des fonctions X -~ C de carré sommable ;

B~ un nombre imaginaire pur d’argument 2013 : fl &#x3E; 0 .

Soit une fonction linéaire a 0 : Z (f) - R : soit a 0 (z) = a 0 (x ,p) sa valeur

en z * x + p l’opérateur

est un endomorphisme self-adjoint de :-5’ (X) : l’adjoint de a , qui est un

endomorphisme est la restriction de a à ) (X). Ces opérateurs a
o

et ces fonctions a sont les éléments respectifs de deux espaces vectoriels
0

m et de dimension 2 t, 9 naturellement isomorphes :

Le commutateur de a et b 

c E c désignant l’endomorphisme de 

étudier ce commutateur, munissons Z (l) de la structure symplectique

ou

Toute fonction a 0 E Cbo est définie par un élément unique a1 de Z ~;~ i
tel que

d’où un isomorphisme naturel

Le commutateur de a et b E aL est évidemment
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le second membre étant défini par la structure symplectique.

Un automorphisme S de P’ (X) transforme tout a en un opérateur 
--

b = SaS - 1 , défini par la condition

b ~ 
/ 

0 si a -1 0 ; en général b ~ cv , 

Définition 1.1.- G (t) est le groupe des automorphismes continus S de 1’ ( X) qui
transforment M en lui-méme , c’est-à-dire tels que

G (f) est évidemment un semi-groupe ;

&#x26;s1; évidemment un automorphisme de 0,L ; donc G (f) est un groupe.

L’automorphisme ( 1.,~~ de cK a pour transforme, par l’isomorphisme naturel

Z (f) - un automorphisme de l ’espace vectoriel 

Puisque S comnute avec les automorphisme c £ C de P’ (X) et que

nous -livons 
"

vu (1.3) et l’équivalence de (1.5) et (1.6) .

s est donc un automorphisme de l’espace symplectique Z 

Le groupe des automorphismes de cet espace symplectique Z est nommé groupe

symplectique est noté S p (t) :
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En résumé :

IEMME-1.1. -. Pour tout S E G (~,) 1 l’automorphisme

de CI- a p our transformés 1 ar les isomorphismes naturels et CiL 0 :

- un automorphisme s : a 1.-. s a 1 de Z U) ; s E S (l) ;
o o -1 °

- unautomorphisme : a 0 #-+ a 0 o s 
- 1 

de 

L’application S -+ s est un morphisme naturel

LEMME 1.2. - Le noyau de ce morphisme (1.7) est le sous-groupe de G ~~ ~ ayant

pour éléments les automorphismes de ~~’ (X) du type :

Note. - Ce sous-groupe sera noté C.
.

Preuve. - Tout c £ C commute à tout a E CA (l) et appartient donc à ce noyau.

Réciproquement, soit S un élément de ce noyau : S est donc un automorphisme

de 5’ (X) commutant à tout a E et (f,) . Soit p E X ; nous avons t

donc , puisque S et commutent :

donc, par intégratian de ce système différentiel :

en dérivant par rapport à p , on constate que c a un gradient è vérifiant
p
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c ’est-à-dire , puisque S et le produit par x commutent :

c (p) est indépendant de p et sera noté c ., Notons F la transformation

de Fourier ; soit f notons g = F ~ ~ f : on a par définition de F :

puisque on a donc

.

est dense dans (X) ; donc S = Le lemme est prouvé :

D’autres sous-groupes de G serviront à prouver que G ~~ ~ -~ S p ~~ ~ est un

épimorphisme. Ce sont . 
’

(i) le groupe fini qu’engendrent les transformations de Fourier portant sur l’une

des coordonées ; 

(ii) le groupe que constituent les automorphismes de zfl (X)

oû Q est une forme quadratique réelle : X -&#x3E; R ;

(iii) le groupe que constituent les automorphismes de ’à’ (X) :

et T est un automorphisme de X.

Chacun de ces groupes a une restriction qui est un groupe d’automor-

phismes de f1~ (X), et une restriction à ~~~(X) 1 qui est un groupe unitaire

( c..à~d.. isométrique) de La définition que voici emploie ces propriétés

Définition 1.2. - Soit A l’ensemble des éléments A constitués chacun par :

1) une forme quadratique X (D X valant en ~x , x’ ) E X e X :
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oû t P désignant le txansposé de P :

r, 1 4 ; . ~ 

2) un choix de arg I~~ = ~r m (A) 1 m ( A) ~ ~ qui permet en particulier de

définir

*

Note.- dét L est calcule au moyen de coordonnées de X duales

de celles de X et est indépendant du choix des coordonnés, si == d x .

Note. - m (A) sera identifié à l’indice de Maslov par (2.15) et §2 (8.6)

A chaque A associons l’endomorphisme S A de .i (X) défini par

SA est évidemment le produit d’éléments des groupes et (iii) ;

S A est donc un automorphisme de ’J(X) , qui se prolonge par continuité en ur

automorphisme unitaire de et en un automorphisme de b 1 (X) ; ces trois

automorphismes seront notés S A ; g 

L’image s A de S A dans S p (t) est définie comme suit : (Ax: gradient

en x )

Preuve de (

calculent par dérivation de (1.10) et par intégration par partie ; le résultat
de ce calcul prouve les relations suivantes entre opérateurs différentiels éléments

de 
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ces relations signifient, qu’en notant

on a

C’est la proposition (1.11).

Définition 1. 3 - - Nous noterons E l’ensemble des s E S p (z) tels que
S p 

’

sur le 2 t - plan de Z (t) 0153 Z (f ) d’équation

x et xl ne sont pas indépendants .

Il est bien connu que l’ensemble des sA définis par (1.11) est Sp (1)~ 0 .
SP

Preuve . - Evidemment Réciproquemgnte soit surA 
Sp 

Il y

le 2l- plan de Z ,ae Z (1) d’équation

on a , puisque s est symplectique :

donc

supposons : et x’ sont indépendants sur ce 2 f - plan ; définissons
...

sur ce 2 l - plan :
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nous avons donc

x et A doivent -être indépendants : donc

ce qui achève la preuve. 
u"- XX 

’

Les s engendrent évidemment S p (t) : donc
A

 1.3. - Le morphisme naturel

est un épimorphisme.

Vu le lemxne 1.2. G (1,) est un groupe de, Lie et

(ë est le centre de G (f) car le centre de S p (f) se réduit à son élément

unité) .

Définition 1.4 . - Le groupe métaplectique M p (,e) est le sous-groupe de
G (z) que constituent ceux de ses éléments dont la restriction à $/$(X) est

un automorphisme unitaire de 

s A engendrent S p Ce) ; le morphisme naturel

est donc un épimorphisme ; vu (1*13) , tout élément de G (g ) se met donc, d’une

façon unique, sous la forme

notons ~ _ le groupe multiplicatif des nombres réels &#x3E; 0 ; on a donc

L’étude de G (,~ ~ se réduit donc à celle de Mp (~,) 1 qui a les propriétés
suivantes ~ 

-

THEOREME 1. - est un groupe d’ automorphismes de SI ( ~~ , dont les

restrictions à 3d(X) sont des automorphismes unitaires.

1 Soit S 1 le groupe mul tiplica tif des nombres complexes de module 1 ;
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2) Soit LJ llrhmersurface de se projetant sur Z tout
~ 

Mp 
’~~ ’ ~ ~ ’ ~ " ° ° °~ ’ " ’ ’ 

’ 

Sp

élément de M p (î a l’expression c É S et SA est

Mp
du type (1.10).

3) La restriction (X) de tout S 6 Mp est un automorphisme de 

Preuve de 1). - (1.13) et (1.14) ; s est identifié à un sous-groupe de

mp (î)

Preuve de 2~. - Soit S E l’image de S dans S p est

donc du type

Preuve de 3~. ~ Vu 2) or les reàtrictions à P (X) de

sont des automorphismes de ::f eX) .

2. LE SOUS-GROUPE (1) de M p (i) .-

Définition 2.1. - Nous notons Sp2 (î) le sous-groupe de M P (L ) qu’engen-

drent les SA . .

L’objet de ce no est de prouver ceci : S p z (î ) est un revêtement d’ordre 2

de 

Pour le prouver calculons les inverses des SA et leurs composés.

-x-

Définition 2.2. - Etant donné A E IA , définissons A E lA comme suit :

LEMME 2.1.

Preuve. Il s’agit de prouver , pour f et f ’ 6 tf (X), l’équivalence des

deux conditions. 
’
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c’est-à-dire, vu l’expression (1.9) de A~ l’équivalence des deux conditions :

la f ormule d’inversion de Courier prouve cette équivalence 1 donc le lemme ,

. 

Pour composer les S ~ explicitons S A (e cpt étant une forme qua-

dratique ; la définition que voici le permettra.

1 
Définition 2.3. - Choisissons dans X des coordonnées linéaires telles que

d~ et dans ~ les coordonnées duales. Les notions

que voici sont indépendantes de ce choix.

Soit une fonction réelle deux fois dérivable ®

Hess x (w) désigne son hessien, c’est-à-dire le déterminant de ses dérivées

secondes ; c’est-à-dire celui de la forme quadratique.

Inert désigne l’indice d’inertie de cette forme ; il est défini (1) quand
Hess (cp) ~ 0

(1) C’est le nombre de valeurs propres négatives de l’opérateur linéaire symétrique
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Evidemment :

Cette formules nous permet de définir

d’où, par exemple

Si (p est une forme quadratique réelle

alors Hess (ç) et Inert seront notés Hess (R) et Inert (R) . Hess CR)

est le déterminant de la matrice symétrique R . Inert (R) est le nombre de
’ 

ses valeurs propres  0 ~ ’ Evidemnent :

LEMME 2.2. - Soit ~’ q un polynôme réel du second degré; soit A 6 à tel que

Hess , (Cf)’ ex 1 ) + A (x , x’) ) 1- 0 ; notons cp (x) la valeur critique du polynomes.
x

on a

Note 2.1.- Ce lemme suppose - &#x3E; 0 ; jusqu ’ici il suffisait de supposer
, 

PP 
l 

v ré el non nul.
~

Preuve.- On sait que
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donc , si et

on a donc

cp étant la valeur critique de la fonction

L9’ transformation de Fourier F sera définie par

nous avons donc, pour

puisque F est un automorphisme continu de d’ (X) e la formule précédente vaut
.

encore alors

Autrement dit, quand 1 = 1 , le résultat suivant vaut: Soit un polynôme -réel- du

second Xw R ’ tel que Hess cp’ # 0 ; soit cp (p) la valeur critique
du polynome :
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on a

l‘1 suffit de choisir des coordonnées xJ de X telles que

les étant des polynomes du second degré de la seule variable xj, pour
-J

constater que , puisque la relation (2.6)vaut, pour l = 1 , elle vaut pour

tout 1 .

Or, vu la définition (1.9) de AI (1.10) de S A et (2.5) de Fg dans le cas

p = Q = 0 :

on ai

(2.6) prouve donc (2.4) dans ce cas, auquel le cas général équivaut évidemment
vu ces définitions de A et SA

Avant de composer les S , composons les s A
LEMME 2.3. - 1) Soient A et A’ 6 A ; la condition

équivaut à la condition

2) Cette condition équivaut , vu le lemme 2.1, à Inexistence de A" E A tel que

A" est défini par la condition que voici : la valeur critique du polynome

est nulle.

3) De même que (1.9) défini A par P, Q, L , définissons A’ et A" par

Q’ , L’ et P" , Q" , L" ; la condition (2.8) d’existence de A" s’ énonce :

P’ + Q est inversible ;
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A’t peut être défini par les formules :

Note 2.2. - On a , en écrivant A + A’ + A" pour

Preuve de ~~. ~ Vu ~~.~~~9 les relations

s’écrivent

l’élimination de p’ et x’ entre ces relations définit

La condition (2.7) i équivaut donc à chacune des suivantes -*
sp

cette élimination laisse x et x" indépendantes ;
la relation 

’

. laisse x et x" indépendantes ; .

il existe x’ vérifiant cette relation, quels que soient x et x" .

Or, dans (1.9), dét LI 0 ; donc (2.7) équivaut à (2.8) . ,

Preuve de 2). - signifie ceci : deux quelconques des trois

relations suivantes impliquent le troisième :
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Donc, vu (1.11), chacune des trois relations que voici implique les deux autres :

où

Or, vu la forrnule d’Euler, ces trois relations impliquent

Donc :

Preuve de 3~ ..~ D’une part

D’autre part les trois relationse deux à deux équivalentes,(2.13) s’écrivent :

(2.10) exprime évidemment ces équivalences.

Preuve de la Note 2.2. - Vu (2.10)1 ’ les matrices symétriques

peuvent être transformées l’une en l’autre ; elles ont donc la même znert2e ; .
c’est ce qu’énonce (2.11) .

vu la définition 2.2, c’est ce qu’énonce ( 2.12 ~ .

Définitions 2;4. - Etant donnés
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définissons :

Définissons

Définissons d’autre part l’indice de Maslov

le § 2 no 10 le rattachera à l’indice que V.I. Maslov. a effectivement introduit.

Le lemme 2.1 et (2.15) ont pour conséquences évidentes ceci :

Nous pouvons enfin étudier la composition des SA -
miME 2.4. - Soit un triplet A y A" d’éléments de lA, tel que

On a

La condition pour qu ’on ait

est

Note. - La qui équivaut donc à (2, 18), iplique (2.20) mod.2.
Preuve. - Soit y 6 X ; la formule (1.10) vaut quand on y remplace f’ par

la mesure de Dirac de support y :
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on obtient :

d’ oû , vu le lemme 2.2

d’oû, en multipliant par et en sommant :

vu le leumie 2.1 et la formule (2.12) :

Précisons ce signe : vu la définition .2.4

vu la définition 1~2, ( É  1 é ) et le lemme 2.1

donc

Rappelons que SP2 désigne le groupe qu "engendrent les SA.

LEMME 2.5. - Tout élément de est produit de deux des SA .

Preuve - - Vu le lemme 2.1 i tout élément de S P (î) est produit de SA - il

suffit donc de prouver ceci :
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Etant donnés U, V, W ElA, il existe B et C tels que ,

Or ~ vu les lemmes 2.3 1 (D) et 2,~ , pour tout et tout T élément générique

S W S appartient à { S A} et est générique ; donc, pour T générique :1 W T

d’où (2.21) avec

La restriction à du morphisme naturel est évidemment

un morphisme naturel :

LEMME 2.6 . - Le noyau de ce morphisme est le sous-groupe

donc

Preuve . - Vu le lerme précédent, le noyau de ce morphisme est l’ensemble des

tels que D"OUI vu le lemme

donc , vu la définition 2.2 :

par suite

et

LEMME 2.7. - Le groupe Sp2 (l) est connexe.

Preuve Etant donne k E Z4 (groupe additif des entiers mod. 4), notons

Dk l’ensemble des SA tels que

vu la définition 1.2 de à, chaque D, est un domaine connexe de S p 
Etant donné k (E ’4~ soient S A et SA, tels que :



19

Pl + Q ait une valeur propre nulle et L - 1 valeurs propres &#x3E; 0 .

Soient B et B’ E Àk, voisines de A et A’, tel que

définissons B" E &#x26; par S 
B 

S 
B t 

S 
B" 

= E,. ’ Inert 
x’ 

(B+B’) ’

prend les valeurs 0 et 1 ; puisque m est localement constant :

vu. (2 fi 20) , m (S,,) prend les valeurs k et k + 1 dans tout voisinage de

qui appartient donc à

D’où le lemme.

Les lemmes ci-dessus prouvent le théorème suivant. Son 1o réduit l’étude de

à celle de S P2 (2,) ; on trouve son équivalent chez D. Shale et A. 

mais la preuve que nous en avons donnée a établi divers autres résultats qui nous

seront indispensables. L’un d’eux est le 30) de ce théorème t c’est le nO 8
du § 2 qui l’emploiera.

THEOREME 2 . - 1)’ Les éléments S de M p (~ j que définit (1.10) engendrent

un sous-groupe S p 2 (£) de Mp(j&#x26;) ; S P 2 (£) est un revêtement d’ordre 2 du

groupe S p (~ j ; c’est un groupe d’automorphismes (X) se prolongeant en

automorphismes unitaires de # (X) et en automorphismes de 5 ’ (X) .

2) Les formules (2.11) e t (2.14) définissent l’inertie de tout triplet

. 

s ~ " sn d’éléments de S p Cf,) ’- 0 Sp tel que :

s s’ s" - e [élément neu tre de S p (2,) ] ;

l’inertie est une fonction localement constante, (discontinue sur s P ) , ~
valeurs dans 
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Notons S de (î’ dont la pro jection naturelle sur
2013201320132013 

Sp2 
W rwrislW 1W IseW e 2

est Sq ; les SA’ définis par (1. 10), sont les éléments de

Soit un triplet S 1 S’ , sn de 

S S’ sit = E [élément neutre de s p 

soient SI SI e SI, sa naturelle sur S p (î ) . nous définissons

. 3) La formule (2.15) définit sur S p (.e) B 2J s p 2 m ;

c’est une fonction localement constante (discontinue sur à valeurs

dans 2’4 ; vérifie .

Note 2.3. - Nous verrons ultérieurement que cette dernière formule et la pro-

priété d’être localement constante caractérisent ~, .

Note 2.4. -- Sp2 (.e) contient les trois sous-groupes de G (g) qu’a définis

le na 1 : ·

par Fourier ; (ii) par des formes qàadratiques ; par des automorphismes

de X

Preuve. - Soit S un de leurs éléments ; on trouve aisément A E lA tel que

Note 2.5. - On peut prouver que tout S E Sp2 Ci) est du type :

83 E (-!) y c.à.d. est une transformée de Fourier portant sur au plus 1

coordonnées ; .

s1 et S 4 E sont du type : f’~e~ Q f 1 , Q: forme quadratique

réelle ;
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s2 E est du type : où T est un

automorphisme de X

, 1

3. OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX. -

Vu la définition 1.1, les éléments de Sp2 (1) transforment des opérateurs de ce

type en opérateurs du même type ; ce no 3 explicite cette transformation.

Soient a+ et a- deux polynomes de

Considérons les deux opérateurs différentiels :

LEMME 3.1. - L’identité de ces deux opérateurs

équivaut à l’existence d’un polynôme a 0 x,p,tel q ue :
v

Les notations sont les suivantes :

Preuve. - La relation (3.3) définit une bijection a 1-9 a + telle que, pour
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tout

, 
*

car d’après la formule de Taylor, pour tout polynôme P : X -&#x3E; C et toute fonc-

tion f: X -+ c :

La bijection a’~ -~ a+ peut donc être définie par la relation

c’est ce qu’affirme le lemne .

Définition 3.1, .~ Soit un opérateur différentiel a , d’expressions ~3.1 ~ et

(3.2) ; il est défini par le polynome a 0 en x 1 -p qui vérifie (3.4) .
v

0

Nous dirons que a est l’opérateur différentiel associé au polynome a°

Le théorème 3.1 explicitera le transformé S a S- 1 de a par .~~ ~ ;

le lemme 1.1 l’a dé jà fait quand a 0 est linéaire en ~x , p ) . La preuve de

ce théorème emploiera les propriétés suivantes .

o

LEMME 3.2. - Si a et b sont les opérateurs associés aux polynomes a et

o 
,

alors l’opérateur .
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0

est associé au polynome c 
o 

valant

Preuve . -. Si b (B~ ,x ~p) ne dépend que de p , alors le polynome c 0 associé

à c - a’p est: 
’

De même, si b0 B)ex 1p) ne dépend que de x, alors le polynome associé à

c-ab est

Donc, si b (X jp) = b’ (x) b" (p) 1 alors le polynome associé à c = a b est :

c’est-à-dire ~~.~~ , puisque, vu (3.4) :

D’où le lemme 3.2 , dont voici une conséquence évidente :

LEMME 3.3. - L’opérateur



24

est associé au polynôme ?

Si b est linéaire en (y, q) , alors

d’ou.

donc :

LEMME 3.4. - Si b est linéaire en (x, p ) , alors l’opérateur associé à

Ce lemme permet de prouver le

THEOREME 3.1.- transformé S a S-1 cte a S est l’ opérateur d fe-

rentiel assocmé au polynôme a00 S’C S P2 (e) s g S dans

Sp(~) ] .

Preuve. - Soit b un opérateur différentiel associé à un polynôme b ~ linéaire

ou affine en (x,p) ; le lemme 1.1 signifie que le théorème 3 s’applique à b . Pour.

le prouver par une récurrence relative au degré de a a en ~x , p) ? il suffit

donc de prouver ceci : si le théorème s’applique à ao, alors il supplique à
0 0

a b . ,

° 0
Puisque le théorème s’applique à a et b° , les opérateurs associés aux

polynomes

sont respectivement 1 vu le lemme 3.4 :

o 0- 

Le théorème s’applique donc à il est donc prouvé.
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Complétons-le par un théorème concernan t les opérateurs adjoints.

Définition 3.2. - Rappelons que $l6(X) est muni du produit scalaire :

imaginaire conjugué de g (x) ) .

Deux opérateurs différentiels a et b sont dits adjoints si

THEOREME 3.2. - Pour que les deux opérateurs différentiels a et b associés

0 0

aux deux polynomes a et b soient adjoints, il faut et suffit que

Preuve . - Il est évident que (3.6) équivaut à : :

c’est-à-dire, puisque v est imaginaire pur ~ à :

donc à (3.7).

Le théorèmes 3.1 et 3.2 ont évidemment le corollaire suivant : .

COROLLAIRE 3.1. -jSl ~ est l’adjoint de a, alors 

Sa~ S ~ ~ est l’adjoint de 

Le théorème 3.2 a évidemment le corollaire suivant, qui sera important:

COROLLAIRE 3.2. - Pour que l’opérateur a associé au polynôme a soit auto-

adjoint il faut et suffit que ce polynôme soit à valeurs réelles (V v (E i R ,





° 

§2. Indices de Masiov ; indices d’inertie ;
les variétés lagrangiennes et leurs orïentatzons .

0. INTRODUCTION. - Historique . - Suivant une indication de V.C. BOUSLAEV 1 ] ,
le § 1 -vient de définir sur S p2 ( gj , par (2.15) , un indice de Maslov mod. 4 et
de le rattacher par ( ~. ~0~ g à un indice d ’inertie , fonction de deux éléments
de ,

Par ailleurs v, T, ARNOLD [ ] a défini sur le revêtement de la grasmannienne

lagrangienne A (î) de Z (,~ ~ un autre indice de Maslov, qui se rattache au

précédent et à un second indice d’inertie, fonction d’un triplet de points de
A (l). J.M. SOURIAU a. donné une variante à la définition de l’indice de Maslov

qu’expose ce 2.

Somnaire. - Ii § 3 du chap. I et le chap. Il emploieront ces deux indices
de Maslov et un troisième indice d’inertie , fonction d’un élément de S p 
et d’un point de A (î).

Nous reprenons en les adaptant, les diverses définitions de ces divers indices

(.Axnold, no 5 ; Maslov., no 6 ; Bouslaev ~ na 7 ) pour expliciter leurs propriétés
(n~ 4, 5, 6, 7, 8) y.- dont le ~ 3 énoncera celles qu’emploiera le chap.. IZ .

TI nous faut d’abord préciser les propriétés topologiques de S p et
(théorème 3) . Pour étudier ces propriétés nous employons comme Arnold une
structure hermitienne de Z(î) ; (no 1 et 2) .

1.... CHOIX D’UNE STRUCTURE HERMITIENNES DE Z (£) . - Notons (z ) 1 z’) le

produit scalaire de deux vecteurs de C i muni d’une structure hermitienne ;

évidemment

est une structure symplectique de et.

, 

De façon plus préclse :
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Letrrme 1.1. - La restriction à X définit un homéomorphisme entre :

- L’ensemble des structures hermitiennes ( . j . ) de Z (1.) telles que

- l’ensemble des structures euclidiennes de X.

Preuve . - i) La restriction à X d’une structure hermitienne de Z(f)
vérifiant (1.1) est euclidienne, puisque :

Notons 

en particulier :

donc .

La donnée.de (. ) .) sur X , défànit :

- par ~ 1. ~~ , la restriction de i à X :

*

- la restriction de i à X :

- donc l’automorphisme

- enfin, par (1.2), la structure hermitienne de Z (1) .

La restriction à X des structures hermitiennes de Z ( f ) vérifiant (1.1)

est donc une application injective de l’ensemble de ces structures dans celui
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des structures euclidiennes de X .

iii) Elle est bijective ; en affet : l’automorphisme i de Z (L) défini

par la donnée de ~. ~ . ~ SUr X , c est-à-dire par (1.5) , , vérifie :

(- 1 .) 1 que (1.2) définit sur Z (f) , est évidemment linéaire en 

- vérifie (,-, 1z) = (Zt e Z) ;

- est donc sesquilinéaire ;

- vérifie

- est donc bien une structure hermitienne .

T.~ lemme 1.1 a pour corollaire le

LEMME 1.2. - L’ensemble des structures hermitiennes de Z (L) vérifiant (1.1)
est un cône convexe ouvert ; il est donc connexe.

Note 1. - Nous choisissons arbitrairement l’une de ces structures hermitiennes

Z et) ; nous l’emploierons à définir des notions topologiques (les indices de

Maslov~ ; ces notions ne dépendront de ce choix, VU le lemme précédent.

2. LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE n (f) DE Z et) ..-

Un sous-espace de Z (l) est dit lagrangien quand la restriction de 

à ce sous-espace est identiquement nulle, c’est-à-dire, vu (1.1), quand la
restriction de la structure hermitienne de Z est une structure euclidienne

de ce sous-espace.

Tout repère orthonormé d’un sous-espace lagrangien de dimension k est donc

constitue par des vecteurs orthogonaux dans Z (1) ; donc k ~ ~ .

Notons A l’ensemble des sous-espaces lagrangiens de dimension A et)
est nommée grassmannienne lagrangienne.

Soient : À E A et) ; r un repère orthonormé de Y. ; c’est un repère de

Z (,~ ~ : Z (~ ~ ( resp. ~ ) a pour éléments les combinaisons linéaires à coefficients
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complexes (resp. réels) des vecteurs constituant r.

Notons U le groupe des automorphismes unitaires u de Z 

( 9 ’... 
* 

". 
-x- t - t 

"..,(c’est-à-dire : u * = t u ; 0 t. : transpose ; e : identité) ;

Soient  de un repère orthonormé de X ’ . Il (f) contient
un élément unique u tel que :

dvoh :

Le groupe U (f) opère donc transitivement sur A et) : il en est de même, a fortiori

pour S p 1’ ) 1 d’où le 10) du lemme ci-dessous, oh [et 0 (~,) 1 désigne
le stabilisateur de X* dans S p (L) [et U(~)] ~ c, à , d, le sous-groupe des

s tels que sX = X* .

0 (1) est évidemment le groupe orthogonal. Le lemme 2.3 explicitera St (1) ; son

2o) montre pourquoi le stabilisateur de X* nous intéresse plus que celui de X.

LEMME 2. 1 . - 1 ) On a

20) Notons W (l) l’ensemble des éléments symétriques w de U (l) ;

(c*est-a-dire S = w . Donc w E W (n si©Ôiie :

Le diagramme :

définit un homéomorphisme naturel :

La condition :
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Notons :

supposons :

ou une matrice réelle 1 identiqueoù i 
e - W 1B) 

es une ma rice ree e, symétrique ; c es -a- dire : J. en ique

à sa transposée) .

3 a ) dim CÀ n x ’) est l’ordre de multiplicité de 1 dans sp ( w (x) w- 1 0, ’)).

Note 2. - Ce 30) prépare la définition topologique de l’indice de Maslov (no5).

La preuve du lemme 2,1. repose sur le lemme suivant, qui est une conséquence
évidente de l’expression de u E U (f) au moyen de ses valeurs et vecteurs

propres :

LEMME 2.2. - i O) Soit u E U ~ ~ ) ; pour que u E W ~ ~ ) ! il faut et suffit

qu’on puisse choisir réels tous ses vecteurs propres .

2) Toute application surjective : .

1 
cercle trigonométrique de C )

définit une application surjective : .

Preuve du lemme 2.1 ..,2o) . - Le diagramme (2.2) définit une application (2.3),
car si u et u v E U (,2 ~ ont la même image dans A(~)=U(~)/0 (L) , alors
v E 

Etant donné w E vu le lemmes 2.2 20), 21 existe u E W (f) tel que
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w = ’Il 2 ; donc w = l’application (2.3) est donc surjective.
* 

,

Puisque À = u X ! la conditions z E À s’énonce

L’application (2.3) est donc injective .

Preuve -du lemme 2. ~ 3~ ~ . _ Notons w = W (À) w’ = w ~~’ ) ; h fl ~’ 1 a pour

équations :

c’est-à-dire :

Notons T le sous-espace analytiqùe de Z Ct) d’équation :

k étant l’ordre de -multiplicité de 1 dans sp (w ’t~’ - 1) . L’équation de B n X ’
dans T est :

Vu le lemme 2.2 2o) , il existe u E W (~ ~ tel que :

l’équation de À n X ’ dans T s’écrit donc :

L’isomorphisme.

applique donc À n À’ sur la partie réelle R" de Ck ; donc :

*

LEMME 2.3 . - Le stabilisateur de X dans S p (L) a les propriétés
suivantes :

10) Les éléments s de S t (1,) se définissent comme suit :
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équivaut à :

ou : Si est un automorphisme arbitraire de

morphisme symétrique arbitraire :

2~~ Cet élément s de S t (L) est la projection des deux éléments S de

~,~ ~ définis par :

Note ~.1... Nommons S ~~ ~~ ~ le sous-groupe de dont la projection

sur S p ~~~ est S t C~~ . ,

Vu la Note 2.5 du ~ 1, S t (f) est l’ ensemble des qui opèrent

localement (X) : la valeur de S i’ 1 en un point x de X ne dépend que
de l’allure de f’ en un point x’ de X (en fait de la valeur de f’ en x’).

*

Preuve de 10).- Les éléments du stabilisateur de X dans le groupe des

automorphismes de l’espace vectoriel Z (f) sont les applications ~x’ ~ p’ ~

(XI ~ p’) r--° ~ x , p ~ définis par :

*

ou s1 et S* sont des automorphismes de X et X 1 s 2 est un morphisme

X -&#x3E; X e Ces éléments appartiennent à Sp(l) quand .

Preuve due 20) . - La formule (2.7) définit un automorphisme S de :5’ eX) ,
qui appartient à vu ia Note 2.4 du § 1 . On a évidemment :
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donc , pour tout a de

c ’est-à....dire, v’u ~ ~ . 6 ~ ~

s est donc l’image naturelle dans Sp de ~ (f) .

3. LES REVÊTEMENTS DE Sp (1) ET -A (1,) Les propriétés de ces revêtements
résultent de celles de rr i s p et [A (~)] , qui s’obtiennent en

étudiant ] .

n K désigne le k i groupe d~homotopie ; cf. N. Steenrod 1 1 1 précisons que

N. Steenrod donne à l’expression "groupes symplectiques fi un sens autre que le

nôtre.

LEMME 3.1 . - 10) L’inclusion 0 (f) induit un isomorphisme :

2 0) L’inclusion U (1) c S p (1,) induit un isomorphisme : ~

30) Le morphisme

est un isomorphisme naturel : .

Preuve de ~ ~ ) . ~. Les éléments s de St et) sont du type ( z , 6 ) ? ceux d’ entre
eux pour lesquels s 2 = 0 constituent un sous-groupe G L de S t et) ; les

inclusions
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induisent des morphismes naturels

dont le second est un isomorphismes, car

T1 s’agit de prouver que i est un isomorphisme : or G L (f,) opère transiti-
vement sur 1 ’ensemble Q des formes quadratiques définies positives sur

X ; 0 ~~ ~ est le stabilisateur de l’uL8 telles ; donc

l’exactitude de la suite d’homotopie de cette fibration (cf. Steenrod [ 1 1
17.3 , 17.4) prouve que i est bien un isomorphisme.

Preuve de 2o) . - Les inclusions

définissent une application (cf Steenrod [ ] , 17.5) de la fibration

sa restriction à A ~;2~ est l’identité . Cette application induit un morphisme
de s suites d’homotopie de ces deux fibrations (cf. Steenrod L 1 e 17.3, 17.11, 17.5)

Ce diagramme, dont les lignes sont exactes 3 est donc commutatif ; les i0 sont des

isômorphismes ~ il en résulte que les z 1 sont nécessairement des isomorphismes

~ 

Preuve ] 25.2 pr.ouve , par une autre voie, une partie
de 3~~ ~ .



10

Notons dét déterminant) 1 épimorphisme :

notons S U (f) son noyau : u E quand dét u = 1 ; on a donc ;

(3.2) est la projection naturelle de U (1) la suite d’homotopie de
cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte :

p est induit par le morphisme (3.2) ; SU et) est connexe y donc ]
est trivial ; déterminons TT 1 [SU(l)]. 

0

S U CL) opère transitivement sur la sphère :

le stabilisateur du vecteur de c 
y, 

est SU(~-1) ; donc

la suite d’homotopie de cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte :

où (cf. Steenrod [ ] , 21.2) TT 1 [S2l-1] et TT2 [S 2 1 - 1 ] sont triviaux pour

2 ; donc i’ est un isomorphisme ; or 7r est trivial, car SU(1)

est trivial ; donc : 
.

Puisque, dms la suite exacte (3-3) , n et TT 0 [SU (1) ] sont tri-

viaux7 p est un isomorphisme.
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est un isomorphisme .

La composition de p~ qui est induit’par (-~.2)e et de cet isomorphisme est
un isomorphisme qui est évidemment défini par (3.1) .

LEMME 3.2 10) Le composé de l’isomorphisme naturel [cf. (2.3) ]

et du morphisme

est un isomorphisme naturel (Arnold)

2o) La fibration définit un monomorphisme

qui est ie produit par 2 des élements de Z .

Preuve de lo). - L’homéomorphisme naturel (2.3) permet de définir

l’application

est évidemment un épimorphisme . V~u ~ ~ . ~ ~ , on a

donc, pour tout u C U (f,) :

L’application (3.8) définit donc une fibration, dont U permute les fibres

c’est :

en notant S A (f) la variété de A (1) définie par Inéquation :
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L’exactitude de la suite d’homotopie de cette fibration prouve l’exactitude de la

suite 3

(3-10)

Puisque

est induit par

p est un épimorphisme.

Déterminons n [SA (1) ] ; opère transitivement sur S A (~) ;. &#x3E;

x . ’.E S A et) ; le stabilisateur de X dans est S 0 (t) , composante
connexe de l’élément neutre de 0 (1) ; nous avons donc la fibration

l’exactitude de sa suite d’homotcpie implique celle de la suite *. 
’

~T et 0 (.~ ~ ~ sont triviaux, vu (3.4) et le fait que

S O (f) est connexe ; donc (L) 1 est trivial ; dans (3.10) p est donc

un isomorphisme .

Il est induit par l ’applicatiori (3.8)- . En la composant avec l’isomorphisme

nous obtenons un isomorphisme 71 1 A (f ) 1 - z , défini par 0.5).

Preuve de 20).- Dans (3.6) , l’isomorphisme Z -’ Tr. ( ,.1 B l 
des isomorphismes définis par le 2.o) et le 30) du terme 3.1 ; l’isomorphisme

n. [A 1 £t 5 est le composé de l’isomorphisme (3.5) et de celui qu’induit

l’homéomorphisme de A (f ) et W (f ) . Prouver le 20) du lemme 3.2 , c’est donc

prouver ceci :
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La fibration U (f) / 0 (f) = W (f) induit un morphisme

qui est le produit par 2 des éléments de Z. 

Cette fibration est définie par l’application

Puisque les isomorphismes figurant dans ~3,~1~ sont définis par (3.1) et (3-5~ ,

nous avons donc .

ce morphisme p : Z - Z est évidemment la multiplication par 2 .

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le théorème suivant,

qui est évidemment indépendant de la structure hermitienne de Z (L) employée

ci dessus :

Définition 3. - Ci et p seront les générateurs de TT1[Sp(l)] et

TT 1 1 A (f ) 1 d’images naturelles 1 dans 2 .

THEOREME 3 - - 1 ° ) S p a un revêtement unique, Sp 
q 

(~) ~ d’ordre q

(q= î , 2 , ... ,00) 1 1 , q . : dont le nombre de points ayant même projection sur

. 

S P (t) est q] ; Ci opère sur S P 
q 

(l) ; ar n’opère identiquement sur Sp  ’ &#x3E;

que si r = 0 mod q . 
"

20) A (f) a un revêtement unique, A 
q 

(j~) ~ d’ordre g opère sur

A q (j~) ; 8 n’opère identiquement sur A (g) que si r = 0 mod q .

30) Spq (1) opère transitivement sur A2 
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Exemple 3.1. - ^(l) est l’ensemble des sous-espaces de Z (l) lagrangiens
2

orientes (au sens d’Euclide) , ayant la dimension l; Sp (l) opère 

Exemple 3. ~ ..- SP2 ~,~ ) opère ce résultat est essentiel pour la

théorie des développements asymptotiques (chap. II) .

Notations 3 . - s désignera la projection sur S p (t) de 

e désignera 11 élément neutre de S p (1) E celui de S p 

Nous choisirons un élément X de A (~) se projetant .en 
’

00 00

* *

X sur A (l) ; Xq désignera sa projection sur A q (Y,

4. INDICES D’INERTIE.- Définition de l’indice d’inertie Inert . (h,h’,h")

d’un triplet ~11) d’éléments de A (q) e deux à deux transverses. , On a :

Les condition

définissent donc trois isomorphismes

dont le produit est l’identité. On a, vu (4.1) : --

ce nombre est la valeur d rune forme quadratique de z z ’ É X ’ t eu de

z" E ~,~ 9 les isomorphismes (4.2) transforment les unes en les autres ces formes

qui ont donc le même indice d ’inertie ; il sera noté :
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LEMME

est non dégénérée (c’est-à-dire: n’a pas de valeur propre nulle).

Preuve. - Soit un second triplet

t et À~’ sont lagrangiens, la forme bilinéaire

est symétrique et est donc la forme polaire de la forme quadratique

Si celle-ci était dégénérée, il existerait donc z 1 0 tel que :

c’est-à-dire

contrairement aux hypothèses.

Inert ~ . , . , . ~ a donc les propriétés suivantes :

Inert (. 7 o 1 - ) , qui est défini quand ses arguments sont deux à deux transverses

est localement constant sur son domaine de définition .

Les formules (2.11) et (~.1~~ du Ch I , § 1 ont définit Inert (s , s’ ,sft) pour

Entre ces deux indices d’inertie existe la relation suivante :

THEOREME 4.1. - Sous l’ hypoth è s e ( ~. 6 ~ , on a :
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* *

Note 4.1.- La condition s E 6 équivaut à la suivante : s X et X ne

sont pas transverses. 
Sp

Preuve . - Reprenons les notations du Ch l, § 2 , nO 1, plus précisément celles

du lemmes z.3 , en notant : .

Les équations des sous-espaces

sont donc :

La condition (4.1)

s’écrit :

D’où :

donc vu la définition (2.14) du § 1 :

Les deux lemmes que voici expriment l’indice d’inertie (Inert) au moyen de
l’indice de Kronecker (K.I.) ; lorsque le no 5 aura défini l’indice de Maslov (m)
au moyen de l’indice de Kronecker le lemmes 6.1 déduira de ces lemmes la relation
entre les indices d’inertie et de Masiov.

LEMME ~.1... opère transitivement sur l’ensemble des couples d’ éléments
de A (f) non transverses.
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Note 4.2. - Tout triplet d’éléments de A (1) non transverses 2 à 2 est

donc du type :

rappelons que

Preuve. - Puisque Sp (l) opère transitivement sur A (l), il suffit de prouve

que le- stabilisateur de opère transitivement sur l’ensemble des élé-

ments de A (1) transverses à X~ . L’élément s de que 

transforme

, -1

ou S2 -. X - X est symétrique ; or la condition que Inéquation p = 

définisse un élément do A (x) est évidemment que s 3 : X -+ x soit symétrique.

Notations 4.1 ~ - Rappelons que s p (u) ? spectre de u E U (~) ~ est une
0 - chaîne de S 1 . Notons 

’

où w est l’image de À par l’homéomorphisme naturel (2.3) .

Notons (exp i e) le point de S1 d’affixe exp i e ( e E R) et f (exp 10.)
la 0 - chaîne constituée par 1 fois ce point (f E Z) ; nous avons, par exemple:

Notons o une 1 - chalne de Si, IGI 1 son support, 0 a son bord et K.I.

l’indice de Kronecker (cf.Lefschetz, Il ).

Rappelons que K.I. [c1 1 ci01
- est défini quand 0 

1 
et a 

0 
sont une 1 - chaîne et une 0- chaîne de S 1 telles

que

- est nulle si 1 
- est linéaire en 6o et en a cr1,

- est égale à 1 si a 0 est un point et o 1 ’ un arc d’orientation positive auquel
ce point est intérieur ;

- on a
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LEMME 4.2. - Soient a et cr 7B deux 1-chaînes de S telles que :

o-o appartient au demi-cercle de S1 ou 

Alors :

Note 4.3. - Le lemme 5.1 emploiera cette décomposition de Inert.

Preuve . - Soient :

évidemment

Soit w l’image naturelle de

puisque w est unitaire et symétrique y i ~2013~ est réel et symétrique. Donc
e - v .

*

Inert est l’indice d’inertie de la forme quadratique

c’est-à-dire le nombre de valeurs propres &#x3E; 0 de la matrice réelle symétrique

.Or le demi-axe réel positif est l’image par la transformation homo graphique

du demi-cercle de s 1 ou orientons - le positivement : il constitue une

chaîne X de S 1 ; (4.l6) transforme les 
- 

valeurs propres 

~ 

de ~r en celles de

. 

i 
.

Soit T une chaîne de S de bord



19

Soient cr et cr 

* 

des 1 - chapes de S1 telles q ue :

appartient à l’arc

appartient à l’arc

Puisque

l’expression précédente de Inert (x ,, X , 1) équivaut à (4.12) ; or i et a
vérifient les conditions (4.10) et (4.11) ; ces conditions les déterminent, à
l’addition près de 1-cycles y et y 

* 

de S 
1 

tels que y - y 
* 

appartienne au

demi-cercle de s 
1 

où Imz&#x3E;0;y et y 
* 

sont donc homologues ; 

*

(4.12) vaut donc pour tout couple vérifiant (4.10) et (4.11).

5. L’INDICE DE MASLOV m SUR 2 (f) . - Nous allons préciser la définition

d’Arnold [ ] ; nous emploierons la définition ’préliminaire que voici .

Définition 5.1. - L’indice M sur A 4 (1). - Notons (v , v ’ ) un élément de
’ ’2013 20132013-201320132013201320132013201320132013 ’201320132013.2013 00 00 Co

c’est-à-dire un couple d’éléments de Co et) ; soient

y les images naturelles de v dans A (f) et W (1) : [cf.(2-3)] ;

) celles de V’ - Vu le 30) du lemme 2.1, la transversalité de00

s’ énonce :

s (w w’ - 1) , que nous notons s p (v, v’) est une 0 - chaîne de S 1
_ ~ cf . l’application
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applique 1 t arc r sur une 1 - chaine de S1 notée

alors :

.Supposons :

(5.1) h et À’ transverses ; 03BC et 41 transverses ;

alors , vu le )0) du lemme 2 , ~ ®

K.I. ~s p (I-) , ( 1) ] est donc défini ; c’est un entier ne dépendant que de la classe

d ’homotopie de r., c’est-à-dire de or ; nous le noterons :

Note 5.1.- Vu la Note 1, M est indépendant du choix de la structure hermi-
tienne de Z (f) qu’emploie sa déiinition .

Propriétés de M. - M est défini sous l’hypothèse (5.1) . M est localement

constant sur son domaine de définition .

M possède la propriété additive ëvidente : 

qui implique

M possede la propriété d’invariance :

On a , p étant le générateur (f) ] ~ cf . Définition 3 ) :
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Preuve de (5.-5) * - Sous l’hypothèse (5. 1) , et sont transverses 1

1’ application

est définie et localement constante ; elle est donc constate, puisque 
est connexe.

. 

Preuve de (5.6). - Choisissons l’arc r différentiable et tel que :

on peut évidemment définir t fonctions continues

telles que :

La définition (5.2) de M donne : a

vu (3.5) et la Définition 3 ; d’où (5-6) , vu la propriété additive (5.2) de M.

Pour retrouver l’hypothèse (4.11) du lemme 4.2, employons les définitions que
voici :

Définition 5.2. - X co est le point de A ( ~ ~ qui se projette en X sur

^(l) et qui peut être joint à X* par un arc y de A dont le spectre
co 00

1 -

s p (y) appartient au demi-cercle de S 1 oû Im ( z) £ 0.

Dêiànition 5 .3 . - L’indice de Maslov est la fonction m valant :



22

Elle permet d’énoncer comme suit le lemme 4.2 :

LEMaeE5.1. - Pour tout triplet ) 
d’éléments de A (f ) on a :

Preuve - Vu le second membre de (507) ne dépend que de (À, À’ , y 
vu le lemme 4.1 et la propriété d’invariance (5.5) il sUffit daIlc d’établir le cas

particulier de (5.7) que voici :

La définition 5.3 de m et la propriété additive (5.3) de M donnent :

La définition 5.1 de ces deux valeurs de M emploie deux arcs

A2 (1) tels que :

choisissons ces arcs produits cartésiens :
1 

,

*

y et y étant donc des arcs de A (f) tels que

nous avons :

la définition 5.~ de X permettant de choisir y et y tels que : sp (y-y )

appartient au demi-cercle de S 1 où I m z ~ ~ · ,
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Notons :

Puisque 1. ’homéomorphisme w (.) que définit (2.3) a les valeurs :

la définition 5.1 de M donne :

La formule a prouver ~.~ .8 ~ est donc identique à la formule (4.12) qui est
vérifie la condition (4.11) .

LEMME 5.2 . - On a .

Preuve . - On substitue dans (4.4) à Inert . son expression (5.7) .

Le lemme que voici complète le lemme 5.1 :

LEMME 5.3 . - Toute fonction : .

- définie pour À À . E A (~) .À et À~ transverses 9
q q q

- à valeurs dans un groupe abëlienl ,

- localement constante sur son domaine de définition,

- telle que, pour À ,À’ ,À" deux à deux transverses :

est identiquement nulle .

Preuve. - Vu (5.9), n est constant au voisinage de tout couple (X , X ’ )
q q
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transverse ou non ; n est donc constant sur A 2 (1) 1 qui est connexe ; vu. (5-9) ,
sa valeur est o.

Voici prouve le

THEOREME 5.- 10) L’indice de Maslov (Définitions 5 , 1 , 5 .2 et 5.3) est la seule

fonction 
’

. définie sur les couples transverses d’éléments (.t) 1 localement constante

et permettant de décoaoser comme suit 

2o) Cette fonction possède les propriétés suivantes :

e-tenu de la 

Preuve de 10) Les lemmes 5 o 1 et 503 
’

Preuve de (5.8) . - Le lemrae 5 . ~

Preuve de ( 5 . 9~ et ( 5 .1 ~~ ~ .~ La définition 5.3 de m , (5.5) et (5.6) .

Preuve de (5.11). - La définition 5.3 de m et ( 5 . ~ ) ; (5.8) . j

Note 5.1 . - La formule (5.7) implique évidemment ceci: si 

sont quatre éléments de A (f) deux à deux trans ve rs e s , alors :
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2
Note 5.2 . - Nommons base tout couple transverse (03BCoo,03BC’oo) E /B2oo (l) tel que

*

Par exemple (X . X ) est une base ." 
. 

00 ’ 00 "

Vu la propriété additive (5.3) de M 1 la condition que une

base s’énonce :

6 . LE SAUT DE L’INDICE DE MASLOV m ~~ ~ ~’ ~ EN UN POINT ~~ ~ ~’ ~ OU
00 oo

dim h n À ’ = 1 . - Maslov LI a défini son indice, à une constante additive près
par l’expression de son saut à la traversée de l’hypersurface 62 de ^2oo ,B /7-12 / w M ’

00 
’

qui est l’ensemble des couples (ÀcxJ À~ ) d’éléments non transverses de A (f) .

Le théorème 7 va expliciter l’expression de ce saut .

Etablissons d’abord certaines propriétés de U (f) ; y désignera un arc diffé-

rentiable de U 

LEMME 6.1 . - Soit exp (8) ) une valeur propre simple de u (0) et

z (0) un vecteur propre correspondant ; alors :

Note 6.1 . - Rappelons que si U est un groupe de Lie , d’élément u , e de

transformations infinitésimales Xk et de formes de Maurer - Cartan wk, alors

u -1 du (donc, en Particuiier, u ~ ~ a l’expression ;

-

voir : E [ ] .

Note 6.2. - Puisque U (f) est le groupe unitaire,
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i u Ce) Un est une lxl matrice arbitraire, caractérisant le

vecteur u 8 tangent enu(6) à Ü (~~~

Preuve . - Tant que exp (E ) ) est valeur propre simple , # (e) est une

fonction differentiable de 8 et le vecteur z (6) ? qui est défini à un facteur
scalaire près, peut être choisi fonction differentiable de e 9 alors la différen-

tiation de la relation

donne, après multiplication à gauche par

Le produit scalaire par z élimine z 0 et donne (6.1) , car, puisque u est

unitaire e 
.

Notons 2J u l’ensemble des u E U (f) tels que (1) E s p (u) ; rappelons que (1)

désigne le point de C d’affixe 1. .

Le lemme suivant a pour seul rôle d’interpréter géométriquement une condition
qu* emploiera le lemme 6.3.

LEMME 6.2. - Si u (0) E 2J , si (1) est valeur simple de spu (o) 1 si z(o)
V

est un vecteur propre correspondante alors la condition que u 0 définisse une

direction tangente à r, 
U 

en u (0) s’énonce :

Preuve u (0) est point régulier de S ; vu le lemme 6.1, toute direction
U

tangente en u (o) à E 
U 

vérifie (6.2); l’hyperplan des directions vérifiant (6.2)

contaient donc le plan tangent en u (o) à 0 ; or r est une hypersurface
U U

de U (1,) . 
u u
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IEMME 6.3. - Si l’arc y de U el) coupe ~; au seul point u (o) , si la
U

valeur propre 1 de u (o) est simple et si le vecteur propre correspondant z (o)
vérif ie

y n’est pas tangent à 0 ) , alors :
TT

Preuve . - la valeur propre de u (0) ;oisine de (1) ; évidemment

(~...3)’ résulte donc de (6.1) .
désigne l’ensemble des (,~ 1 ~, 1) non transverses :

r désigne un arc différentiable de A 2 (t) :

w (e) et w’ (e) désignent les images naturelles dans W(-&#x26;) de À (0) et

X ’ (8 ) é /B2(.Z) *. voir (2.3) .

IEMME6.4.- Si l’arc r de ^2 (1) coupe E2 au seul point (h’(o), h’(o)) 1
et si A

alors :
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Preuve . - L’arc F de A 2 (1) a pour image l’arc de 

par définition :

Vu le 30) du lemme 2.1, y coupe ~ au seul point e = 0, 1 est valeur simple
U

de s p u (o) ; vu le 20) du lemme 2.1 :

donc :

or :

donc, puisque u est unitaire :

donc, vu le lemme 6.3: ô

D’ou (6.4).

LEMME 6.5. - Soient

des applications différentiables de ~ - 1 , 1 ~ dans A (f) et Z (.~ ~ ~ telles que :

alors :

Preuve . - Vu le 2 o ) du lemme 2.1 :
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donc :

donc :

ou :

d’où (6-5), vu (1.1).

Le premier membre de (6.4) s’exprime au moyen de l’indice de Maslov, vu (5.2) et la

5.? ; le second membre de (6.4) s’exprime au moyen de la forme symplectique
1. ~ .1 i e vu le lemme 6.5 ; d’où :

LEMME 6.6. - Avec les notations du lemme 6.4

Ce lemme 6.6 a pour conséquence évidente le théorème suivante qui permet d’établir
le théorème 3.2 du § 3 :

ÎXEOREXE 6 . - Choisissons ~~ ~ ~’ ~ voisin :~ où 
~ -~ - ~ ~- 

2

Définissons deux applications différentiable

telle

la fonction

ne s’annule 
^2 

et s’y annule seule fois.wW E 
/B2 

e -t s ,Y- rlnr 
co
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Alors 21. existe une constante c e Z telle que :

7. L’INDICE DE MASLOV SUR Spoo (f) 5 L’INERTIE MIXTE . - Soient 
*

tels que S S’ S" = E (élément neutre) ;

soient s , s’ , s" leurs projections sur Sp(~) . La formule (4.7) du théorème 4.1 1

qui relie les définitions de l’inertie sur A (t) et et la formule (.5.7)

du théorème 5, qui relie l’inertie sur A (f) à l’indice de Maslov, donnent, vu

la propriété d’invariance de l’indice de Maslov (5.9) :

Donnons à cette formule l’expression (7.3), grâce a la définition suivante :

Définition 7.1 : L’indice de Maslov sur Si SE Sp et) B D. 1
° °’ ’* 

Sp~
définissons : *.

Cette définition a un sens vu la Note 4.1 : équivaut à la condition que

* * - 

Sp °
S X et X sont transverses . 

~ 

’

Complétons cette formule par le lemme, analogue au lemme 5.3 :

lEMME 7 . - Toute fonction

- défile pour S E Sp (l) BE 
Sp 

,
q 

q
- â valeurs dans un groupe abélien,

- localement constante sur son domaine de définition , 

- telle que:



31

est identiquement nulle

Ce lemme, le théorème 5 et (3.12) donnent :

THEOREME 7.1.-10) L’indice de que définit (7.2) , est la seule fonction

localement constante, permettant de décomposer comme suit l’indice d’inertie : sous

l’hypothèse (7.1),

20) Cette fonction possède les propriétés suivantes:

of étant le générateur de a le 
#- de -L 1 

’- 
S P (l) 1 (Définition 3) e

Définition 7.2 : 

-X- 
’ 

ç

, transverses à X et tel’s =s h 
ç

l ’inertie mixte est définie par la formule suivante dont les deux dernier&#x3E; @ termes sont

égaux vu l’invariance (4,. 5) de l’inertie :

Evidettmlent :

THEOREME 7.2. -. On a, sous l’hypothèse (7.6) :

et rsi s est la projection de S.
" 

00 00 
r 
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Exprimons l’inertie mixte par l’inertie d’une forme quadratique, comme l’a été

Inert (s ,s’ ,s") (§1, Définition 2.4) et Inert (~ 1 ~, 1 , ~ 11) (§2 , no 4) ; le no 9

emploiera ce résultat .

THEOREME 7.3 . - Sous l’hypothèse (7.6) on a s = s A (~1 ,no 1 ) et l’équation de

À’ est, vu (2-5) »- ~’ -* p’ = (?’ (x’) oh cpl est une forme quadratique sur X.
2013201320132013 

x

Alors :

1 Preuve . - Vu (7.7) et la définition d’Inert (h,h’,h") (§2 ,n°4) ,

est l’inertie de la forme quadratique , 

. 

1

les relations (7.11) s’écrivent:,

d’où :

ce qui implique :

donc ( 7. ’10) .

8 . INDICES DE MASLOV SUR 1B 
q 

ET S p q (f ) . - Notons

les projections de

(5.10) et ( 7.5) , où a et j3 sont les générateurs de

les relations
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définissent des fonctions m ; elles seront encore appelées indices de Maslov ; elles

ont évidemment les propriétés suivantes, vu les théorèmes 5- s 7.1 1 7.2 et les lemmes

5 .3 et 7: 

THEOREME 8 . - lo) L’indice de Maslov que définit (8.1)1 est la seule fonction

définie sur les couples transverses d’éléments (l), localement constante et

permettant de décomposer comme suit l’indice d’inertie : 
’

20) L’indice de Maslov que définit (8.1)2 est la seule fonction

-1

localement constante et permettant de décomposer comme suit l’indice d’inertie:

30) Ces fonctions possèdent les propriétés suivantes :

si S E S P , q À2 q = q 
; rappelons que S p q (1) opère sur /B2 q (l).q q 2q q q

Vu le 3 0) du théorème 2 du § 1 , le 10) du théorème 8 identifie, pour q = 2 :

i) l’indice de Maslov que la îorznule (2.15) du § 1 définit sur Sp (f) mod. 4 ;

ii) l’indice de Maslov que (7.2) et (8.2) définissent sur S p q (1,) 
Définition 8 . - Etant donné A E JA ( Déf inition 1.2 du § 1), définissons

S E S p (f) i 7- Sp ci y cette définition s’ identif iant à celle du § 1 pour q = 2 .A q 
Q
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Vu la formule (2.15) du § 1 :

Vu (7*5)? il existe donc un seul élément que nous noterons S A

tel que :

(8.6) s soit sa projection sur S p (l) ; m (SA) = m (A) mod. 2q .A A 

L’application: 

est évidemment surjective et e si bijective .

Si q # w 1 la condition

équivaut à la suivante :

9. VARIETES LAGRAMGIENNES.- Une variété lagrangierme V de Z (.e) est une

variété sur laquelle :

son plan tangent est lagrangien ; elle est donc de nous choisirons :

dim V = l.
y

Notons Il .le revêtement universel de v ; (9.1) signifie évidemment qu’existent

des fonctions y définies à des constantes additives près, .

telles q;e : 
’

ç est la phase de V ; j sa phase 
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Le f - plan À (z) tangent à V en z = (x , p) E V est évidemment lagrangien.

Le contour de V est l’ensemble des z E V tels que À (z) ne
’ ’ ° ’ 

V
-x-

soit pas transverse à x . Sur V B E et sur plans tangents , x peut
V

servir de coordonnée locale ; les équations de V et de ses! - plans tangents

X (z) sont alors, vu (9.2) :

Tout élément de S p ( f )

transiorne,toute variété lagrangienne V’ de Z en une variété lagrangienne

V de Z la phase lagrangienne vaut : .

si z -. ~x ’ p~ et z’ ~ ~x’ 9 p ~ ~ ~ les phases cp et de V et V’ 1 sont

donc liées par la relation

Ces relations définissent évidemment un difféomorphisme x’ -&#x3E; x des coordonnées

locales de V et V’ . Son déterminant fonctionnel a l’expression :
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(Dans le calcul de Hessx’ , x et x’ sont considérés comme indépendants)

Preuve . Vu § 1 ,(1.11) et l’équation (9.5) de V ’ , on a :

Le difféomorphisme x"-+ x vérifie donc

d’où (9.6), puisque le § 1, n°1 a notre

10. q 1 ORIENTATION . (q = 1 , 2 ,, .. ~ , ~). ~ Les notions ou’? a définies ce § 2

permettent à la formule (9.6) un complément, qu’énonce le théorème 10 et

qui sera essentiel .

Nommons q - orientation (1,) le choix de l’un des h2q E ^2 q et) de

projection naturelle

Notons V 
q 

et nommons variété lagrangienne q - orientée la donnée d’une variété

lagrangienne V et d’une application continue

qui, composée avec l’application naturelle

soit Inapplication
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Tout élément de S p q transforme une variété lagrangiennes q - orientée V 
q

en une autre .

Une q- orientation de V est caractérisée par les valeurs prises par la fonction

localement constante : -

Vu (5-10) e un changement de cette q-orientation équivaut à l’addition à cette

fonction m et une constante E Z2q.
L’énoncé du théorème 10 sera facilite par la

Définition 1 0 . - L’argument de d t x est défini? en un point de V N± ,
q V

dont le tangent est Xp 6 ~2q ~~Î ’ par la formule :

Par exemple, vu (5.11) :

Soient :

V’ une variété lagrangienne q - orientée de Z (1,) ;
q

les plans-tangents à V Dans
2q 2q " ° 

q q A

la formule (8-5) ch nous faisons S = SA et s = sA ,nous avons va (8.6) et la

définition 1.2 du § 1 :

1")
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vu le théorème 7.3 et l’équation (9.3) de ~, 1 1

Inert (s.A e ~’ 1 ~" ) est l’inertie de la matrice symétrique

vu la définition 2.3 du § 1 de arg. Hess. , c’esi donc :

La formule (8.5)s’ecrit donc y vu (8.4) :

(10.1), le

THEOREME 10.- Si V et V’ sont deux variétés lagrangiennes q-orientées telles
. 

- q 
2013 

q 
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013&#x26;201320132013201320132013 ~ 201320132013201320132013201320132013201320132013

que

alors 1 non seulement les deux de- (9.~’) aussi leurs arguments

(cf. Définition 10~ .

C’est le cas particulier : q = 2 de ce théorème que nous emploierons 3 ,

Corollaire 3 ~ .



§ 3. Espaces symplectiques

0. INTRODUCTION . - Le chapitre il emploiera les énoncés, en géométrie symplec-
tiques, des résultats précédents.

Z (1) est muni d’une structure symplectique et, en outre, d’un repère particulier,
constitué par un couple de l-plans lagrangiens transverses. Il importe

d’énoncer des conclusions indépendantes de ce choix d’un repère particulier.

1. UN ESPACE SYMPLECTIQUE Z est constitué par R2l et une forme symplectique,
c’est-à-dire bilinéaire, alternée, à valeurs réelles, non dégénérée : 1

On a donc :

pour z donné et tout seulement si z -- o .

Z (t) possède donc une structure symplectique ; l’isomorphie des structures

symplectique s de Z et est évidente et a les conséquences suivantes .

Nommons lagrangiens les sous-espaces de Z sur lesquels [.,.] s’annule identi-’ 
‘

quement ; leur dimension est # £ ; 
’

nommons grassmannnienne lagrangienne A.( 2-) .de Z l’ ensemhle de ses l-plans-lagrangien

A (Z) est homéomorphe à et possèd e donc un revêtement d’ordre
, q

q £ {1,2,.., oo}. 
La projection de dans A ( Z) sur notée La définition suivante

q q 
Z 

.

(cf. §2, n°4) a un sens dans .

Définition. - Soient E A (z) , deux à deux transverses. Inert (i. , X ’ , X")

est l’indice d’inertie de la forme quadratique non dégénérée
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oU

Evidemment: ses valeurs appartiennent à

Notons r, 2 c /B2 Z l’ensemble des couples d’éléments non transverses de A Z ~
A 

q q
q .

Vu le théorème 8 et (8.1) :

THEOREME 1.- Pour cha ue q £ { 1 , 2 , ... , co} , il existe une f onctzon unique ,

appelée indice de Maslov, qui soit, localement constante sur son domaine de définition
et qui vérifie : .

Elle possède les propriétés suivantes : 
,

le.. théorème .6 du § 2 s’applique.au saut de cet indice de Maslov à travers E2 -
A
q

Une variété lagrangienne V de Z est une variété de dimension l sur laquelle

sur le revêtement universel V de laquelle existe une fonction,

appelée phase lagrangienne :

elle est définie à une constante additive près.
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2. LES REPERES DE Z. - Un repère de Z est un isomorphisme

respectant [. 1 .] . Si R et R’ sont deux tels repères, on nomme R 

chan t de repère :

Evidemment,

Si V est une variété lagrangienne de Z, R 1/ est une variété lagrangienne de Z( £)
dont la phase vaut :

On nomme contour apparent de V relativement au repère R l’ensemble E des
- 

-1 * 
R

points de V dont le l-plan tangent n’est pas transverse à R7 i X .

Sur Y E , x peut servir de coordonnée locale .
R 

’

Vu le lemme 9 du §2 :

THEOREME 2.- Soient x et x’ les coordonnées locales définies sur

v u par deux repères R et R’ tels que E Sp et) BS !
R R’ 

° ’ ° ’""° 

Sp

il existe donc A (~1, no 2) tel que 9’ (x’) (z)

R’ V . Alors le diffeomorphisme local X 3 x’ - x E X a pour

déterminant fonctionnel

( Dans le calcul de 1 x et x’ sont considérés comme indépendants)
x

Note 2 . - Les repères que nous venons définir ne permettent pas de repérer les

q - orientations, si q &#x3E; 1 .
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3. LES q - REPERES DE Z le permettent : chaque q - repère (q6{l,2~..,0153})

est constitué par

i) un isomorphisme jR: Z -+ Z (f) respectant 1 . , .1 ; .

il) un homéomorphisme Â2q (Z) -~ ~2q (~) ayant pour image naturelle l’homéo-

morphisme A ( z) - A induit par 

Si R et R’ sont deux tels repères  le changement de repère R R,-1 est donc

constitue par ;

ii) H = h h;,1 , homéomorphisme de ^ (t) ayant pour image naturelle l’homéomor-j R 
s 2 

_

phisme de A 2 (n qu’induit s. (cf. § 2, exemple 3.1). 
-

Pour définir H, connaissant s ? il suffit de donner ~ A j de projection

-x- -x-

s X2 £ X2
-X-

Il existe q élémen ts de S p 
q 

(l) d’image ils transforment q
en les q éléments ~~j d’image s X2 ~ E I~, ? (~) ~vu §2 ? (3.12)~ 

*

L’élément unique d’image e t tel que S X2 q = H . X2 q ’

induit donc l’homéomorphisme H de ^ (l). Il caractérise R R’-1, que nousinduit donc l’homéomorphisme H de 
2q j 

Il caractérise R que nous

noterons donc S

R désignera indifféremment j ou hR ; nous écrirons
R

Evidemment :

R transforme une variété lagrangienne q - orientée V de Z en une autre de r
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Z (l); si h £^2(Z) es t le plan tangent à V en z , nous définirons :Z (t) ; S2 À2q E Â2q (Z) est le plan tangent à V en z , nous définirons :

x étant la coordonnée locale de V définie par le q - repère R ,

nous définirons .

Exemple 3.1 . - Sur R-’ X2q ,arg dl x = o mod 2 q TT , vu § 2 1 ( «0.2) .

Le théorème 10 du § 2 permet évidemment de compléter comme suit le théorème 2.

THEOREME 3.1 - Dms l’énonce du théorème 2, ,supposons que V = V q soit

q-orientée et que R jet R’ soient des s q-repère s. Alors :

et les arguments des deux membres de (2-5) sont égaux mod. 2 q TT .

Rappelons que le § 1 a donné les définitions 1.2 et 2.3 de arg à (A) et arg Hess ;
vu le § 2, (8.6) :

C’ est le cas particulier suivant de ce théorème qu’emploiera le ch. Il, § 1 ,
preuve des théorèmes 4, iii):

q = 2, la demi-mesure de variété lagrangienne
2 - orientée, est définie par : .

Au voisinage d ’un point de ZR où dim À. n R-1X*= i , mR (z) a l’expression

suivante"qui résulte du théorème 79 § 2 : 
.

THEOREME 3.2 . - Soit x (z) le 1 - plan tangent en z à la variété lagrangienne
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signifie :

restons au voisinage d’un point de ~ en lequel
R

*

la projection parallèle à X sur X est donc, pour z E E , un’ ’ ’ "° ’ ’ ’ ~ ’ ’ ° ’ ’ ’ 

R

hyperplan :

10) Il existe alors une mesure régulière (H de V telle our z 

- 

" ° ’ ° ’ ’ ’ ’ ’ 

R

pour tout j et tout k:

2o) Si V = Vq est q - orientée, il existe une constante c E Z q telle que :20132013 

q 20132013 _ 2q 20132013201320132013-i20132013

Preuve de 10) - - Les c. figurant dans (3.8) ne sont pas tous nuls ;

Lupposons c1#0 ; donc sur V, en z :

Puisque sur 
»

on a 1 .1~ supprimant le terme qu’il coiffe :
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donc (3.12) s’écrit en notant.

Vu (3.11~ , (3.13) implique :

En employant au second membre de (3.13) l’expression

on obtient (3.9) pour j&#x3E;1 et Si j &#x3E;1 et c.==0, alors les deux

membres de (3.9) sont évidemment nuls. - 

~ 
.

Preuve de 20) . - Supposons 0 en un point près de ce point , on

peut donc choisir pour coordonnées sur V de z C V lescoordonnées 

de Rz dans P2e"-’P,~ sont donc fonctions de 

Soit CI (z) le vecteur de À (z) ayant pour coordonnées : 
. 

1

a donc dans Z (f) les coordonnées :

Notons Ç (z) le vecteur de X , fonction de z E ’V , tel que

On a donc :
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car la relation évidente :

V signale, vu (3.9)

Or , Vu l e théorème 6 du § 2 9 on a , 9 pour

c étant une constante E Z. D’où (3.10), vu (3.14) .

t 

4. GEOMETRIES q-SYMPLECTIQUES. - Evidemment, si R est un q-repère, le groupe

opère sur Z et ses variétés lagrangiennes en conservant leur q - orientation ;

ce groupe est indépendant de R , vu (3.1) . 
’

Or F.Klein a défini une géométrie par la donnée d’une variété et d’un groupe de

Lie opérant sur cette variété,

Chacun des groupes Sp où 1 ~ 2 ~ .. ~ oo } ~ définit donc sur Z une

géométrie, qu’il convient de nommer géométrie q - symplectique.

CONCLUSION . - 1 de ce chapitre I a défini une représentation unitaire du

groupe Spp (1) dans l’espace de Hilbert ’,7-/* (X) , oh dim X = f ; grâce au § 2

le § 3.a substitue à l’étude de ce groupe celle du groupe isomorphe S p 2 (Z) qui

définit la géométrie 2-symplectique de Z, où dim Z=2 l ; les § 2 et § 3 ont
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approfondi les propriétés de l’indice d’inertie et de l’indice de ue le

§ i avait déjà introduits. L’intérêt de ces diverses propriétés est qu’elles s’appli-

quent toutes simultanément à une meme structure : l’analyse lagrangienne, que le

chapitre II va définir.





~ 

, CHAPITRE Ir . 

FONCTIONS LAGRANGIENNES ; OPERATEURS DIFFERENTIELS LAGRANGIENS

INTRODUCTION . - Sommaire . - Le chapitre I n’étudie que des opérateurs différen-

tiels à coefficients polynomiaux et des fonctions définies sur X = Rt tout entier.

Le but du chapitre II est d’étendre ces résultats : son § 2 se donne un espace

symplectique Z , de dimension 2 f, muni d’une géométrie 2 - symplectique ; il
définit : , 

.

des fonctions lagrapgiennese sur lesquelles SP2 (Z) opère localement ;

des opérateurs lagrangiens, plus généraux que les opérateurs différentiels, transformés

par Sp 2 (Z) comme le sont les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux

(cf. Chap. I, ~ 1, théor. 3. 1) 

Chaque fonction lagrangienne U est définie sur une variété lagrangiennes V de Z ;

danS’chaqPe 2-repère R , U possède une expression UR ~ qui est une fonction à

valeurs formelles définie sur V 1[ . Dans chaque repère R , chaque opérateur
R

lagrangien a possède une expression qui est un opérateurR K v oX

différentiel formel d’ordre  oo , opérant localement sur les UR.R

Un changement de repère .

est un opérateur local , qui transforme .

donc

il en résulte que les opérateurs lagrangiens opèrent sur les fonctions lagrangiennes .
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Toutes les expressions a R d’un même opérateur lagrangien a se déduisent aisément
0

d’ une même fonction formelle a , déiinie sur Z .

En géométrie, un changement de repère laisse invariante (ou transforme linéairement)
la valeur en un point d’une fonction scalaire (ou vectorielle) ; mais un caractère
essentiel de l’analyse lagrangienne est le suivant : en chaque point z de v !

le groupe SP2 (f) des changements de repère opère sur les ermes des expressions

U R d’une même fonction lagrangienne U et non sur les valeurs en z de ces expres-

sions ; UR = s UR’ peut avoir des singularités sur Z, mais n’en a pas sur
R

Ri B n ZR, alors que les singularités de U , sont sur 7) ; les 
R’ R’ R 

" 
R,

des expressions U de U ne sont donc pas des singularités de U ; elles 

être qualifiées de singularités apparentes ; leur nature peut être précisée, grâce à
l’indice de Maslov.

Historique .- V.P. Maslov [ ] a explicite ce caractère essentiel de l’analyse
lagrangienne, bien qu’il n’ait étudié que les projections sur X des fonctions

lagrangiennes , sans définir ni les fonctions lagrangiennes explicitement 1 ni les

opérateurs lagrangiens. ~1. n’a employé qu’un sous-groupe de S p ( ~ ~ ~ dépendant
d’un choix des coordonnées de X : le sous-groupe qu’engendrent les transformations

de F’ourier portant sur une seule coordonnée
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§ 1. Analyse formelle .

0. sCl4MAIRE . - Le nO 1 définit et étudie les classes d’équivalence asymptotique
des fonctions.

Le no 2 définit les fonctions formelles ; les fonctions formelles définies sur X

et à support compact sont des classes d’équivalence asymptotique. On peut donc (no 3,
4 et 6) leur appliquer l’intégration, sp  et les opérateurs différentiels, dont

la définition peut être généralisée. On en déduit (no 4 et 6) que sp  (t) et les

opérateurs différentiels formels opèrent localement sur les fonctions formelles définie
v

sur les variétés lagrangiennes V ou leurs revêtements V, ces fonctions

formelles étant à support compact ou non. Le no 5 étudie leur produit scalaire.
w

Les fonctions formelles sur Ü , qui ne sont plus des classes d’équivalence asymp-

totique, permettront au § 2 de définir les fonctions lagrangiennes .

1. L’ALGEBRE C (X) DES CLASSES D’EQUIVALENCE .ASYMPTOTIQUES ... L’algèbre B eX) .

Soit J la demi-droite imaginaire pure de ~ :

. B (X) désignera l’algèbre des applications :

dont toutes les dérivées en x sont continues en ( ,x) et vérifient :

S p  (f) et les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux en (~, x)

opèrent sur B (X) .

Si 1 = dim X = 0 , B (X) est noté B : B est l’algèbre des applications continues

bornées J --+ C.
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L’algèbre C(X) . - Soit N E R+ ; soit B N (X) l’ensemble des f E B (X)

telles que l’application

appartienne encore à B (X) ; évidemment B N (X) est un idéal de B (X) , qui

décroît quand N croit ; B (X) = D 
R+ 
B (X) est donc un idéal de B (X) .

NER+
Définissons :

C (X) est une algèbre sur le corps c ; ses éléments seront nommés : classes d’équi-
valence asymptotique ; la condition que les éléments f et ft de B (X) appar-

tiennent à une même classe est que

est évidemment un idéal de C (X), qui décro1t quand N croit;

rw rw

Soient f et classes f et f ’ E C (X) ; pour exprimer les relatic
équivalentes

nous écrirons l’une quelconque des relations :

est noté C. Eviderment, C(X) est une sous-algèbre

de l’algèbre des fonctions X -~ C .

Tout élément f de C (X) possède donc une restriction à toute partie de

X et un support : .
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Note 1 . - Soit une fonction holomorphe

sont dans une même classe notée

Soit une fonction holdérienne

on définit de même :

Par exemple, si

et définit un ordre partiel sur Re C, ensemble des éléments réels

impliquent :

f peut ne vérifier ni f ~ 0 ni f &#x3E; 0 .

Soit une fonction holdérienne (croissante)

(la relation d’ordre de Re C étant conservée).

En particulier, on a l’inégalité de Schwarz :

Les opérateurs différentiels, à coefficients polynomiaux en
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sont évidemment des endomorphismes de B (X) 1 BN (X) e c (X) 1 Ils opèrent

localement : la restriction de a f a un ouvert 0 de X ne dépend que de la

restriction de f à cet ouvert ;

Comme’ au § 1, no 3 , l’ opérateur différentiel

est associé au polynome valant

L’intégration opère sur C (X) : si f E B (X) 9 la fonction

appartient à B ; sa classe d’équivalence asymptotique, qui ne dépend que de la
classe f de f sera notée :

r est nommée intégrale asymptotique .

Le produit scalaire (. 1 .) est une forme sesquilinéaire sur C (X) x C (X) e à

valeurs dans C, définie par :

g (v lx) est l’imaginaire conjuguée de Donc :

La est 1~, fonction C (X) - C, à valeurs ~ ü , définie par
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évidemment:

D’autre part : _

constitue un groupe dlautomorphismes de qui

sont unitaires, c’est-à-dire conservent normes et produits scalaires.

Preuve. - Soit S E Sp2 (l) B:0 
Sp2 

; sa définition ch. I , § 1 par l’intégrale

(1.10) prouve que SA transforme la classe d’ équivalence asymptotique f en la

classe S A f’ définie par l’intégrale asymptotique

cette formule a un sens , car le produit par e v A , oû v A est imaginaire p ur

conserve évidemment l’équivalence asymptotique. les S A opè rent sur C (X) , en se

composant comme il s le font quand ils opèrent sur ~ (X) ; or ils engendrent le

groupe S P2 (f) ; ce groupe opère donc sur C (~~
Puisque S p (f) est unitaire sur ::t’eX) , il est unitaire sur. C (X)
Les théorèmes 3.1 et 3.2 du chap I~ ~1 et leurs corollaires donnent :

Le transforme S a S’· 1 de l’opérateur différentiel a par

S E Sp2 (f) est l’opérateur différentiel associé à aoo s-1 ; s désigne l’imageS E p ; s désigne l’image

de S dans Sp(l) ; s opère sur l’espace Z (f) des vecteurs (x p) -

LEMME 1.3... Pour. que les opérateurs différentiels a et b soient adjoints, il

faut e t suffit que

En particulier : a est auto-adjoint quand a (v x p) est à valeurs réelles pour

S transforme des opérateurs adjoints en opérateurs adjoints.
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2. NOMBRES FORMELS ; FONCTIONS FORMELLES . - Le théorème 2.2 reliera les définitions

suivantes aux précédentes.

Un nombre formel est une série formelle

où : J est un ensemble fini ;

L’expression (2.1) d’un nombre formel est unique , par définition.

L’ensemble des nombres formels est une algèbre commutative F dont les règles
d’addition et multiplication sont évidentes.

F est muni de la topologie que définit le sytème de voisinages de son

origine que voici : . 

1

Une fonction f ormelle sur X est une application ~a : Xi F qui peut être

mise sous la forme

oû : J est un ensemble fini ;

a et (p. sont indéfiniment différentiables.
jr j

u peut être mis de plusieurs façons sous la forme (2.2) en les points au voisinage

desquels deux des cp. sont égaux. La valeur de u (v) en x est notée :

u (v) a un support :
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L’ensemble F (X) des fonctions formelles sur X est une algèbre sur F ;

elle est commutative . L’ensemble des fonctions formelles sur X , à supports

compacts, est une ,sous..algèbre F (X) de F (X).

Le s cp , sont nommés phases ; les a. i 2J 
N 

-2É amplitudes.
J 2013201320132013 J rEtN" ajr vr

L’ensemble FO [resp. FO (X) ] des éléments de F [resp. F (X) ] de phase

nulle constitue une sous-algèbre de F (resp. F (X) ) .

Notons Z un espace symplectique, muni d’une géométrie z ,~ symplectique, V

une variété lagrangienne de Z (ch 3 , no 1 et 4) et V 1-e revêtement

universel de V .

w v

Une fonction formelle UR sur V est constituée par :

i) un 2-repère R de Z ; 
’ 

ii) une application

ou : (PR est la phase de R V (chl, §3 ~no2) ~

v

ar : V -4 c est indéfiniment différentiable

Evidemment :

Pour R et V donnés , l’ensemble de ces fonctions formelles Ù R est un espace

vectoriel sur F , noté F (V ,R ) ; l’ensemble de celles de ces fonctions dont
w

le support est compact est un sous espace F 
o 

(v , R) .

F (V , R) est muni de la topologie que définit le système de voisinages W ( K , p , r ,
de l’origine que voici :

K est un compact .

W (K , p , r , e) signifie que sur K les dérivées d’ ordres  p des as

( s ~ r) sont de modules  e .
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~ désigne le contour apparent de V pour le repère R (ch 1 3 1 no ’2 ) ;
R 

~’ ° ~

~ v v

2J désigne le contour apparent de V 1 c’est-à-dire l’ensemble des points de V

R 
_ _

se projetant sur S R 3 nous déduirons les propriétés de F (V N R) de
R R

v w

celles de F 
0 
(V BS-p ? R) ; celles-ci seront déduites de celles de F 

0 
(X) par

le morphisme résultant de la composition des deux morphismes que vont définir respec-
tivement les théorèmes 2.1 et 2.2.

Notation~ . - Si z E Z et R z = (x , P) , alors nous notons x == RX z . Le

composé de la projection naturelle V -+ V et de la restriction de Ry à V est
. v v

noté R : V - X .

THEOREME 2, i . - IL existe un morphisme naturel ,

il se définit comme 

v v v v

soit U R E F 0 (1 N 1 , R ) q U R vaut° 
R

Note 2.. 1 . - TI R est un monomorphisme.
v- 1 v 

’

Preuve La formule (2.8) a un sens, car R X x n Supp U R est un ensemble

B~ v v

fini puisque Supp U R est une partie compacte de V B 0 et que Rx est un homeo-
R

v v

morphisme local V B ~ i X .
R

THEOREME 2.2. - Il existe un monomor2hisme naturel de l’algèbre F o (X) dans

l’algèbre C (X) ; -il permet la convention 
’

il se définit comme suit.
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Soit

notons

10) f E B (X) telles que (VN): f u N =0 
v

2°) Toutes ces fonctions appartiennent à une même classe d’équivalence asymptotique

f6C (X) ; l’application u ~ f défait un morphisme naturel F 
o 
(X) - C (X)

30) Ce morphisme est un 

Ce théorème ré sulte d’un raisonnement de type classique ; explicitons-le.

Preuve de lo) I1 suffit de traiter le cas ou (2.10) se réduit à :

Pour tout g E hors d’un compact de X , employons la norme :

Choisissons une suite croissante de nombres

telle que

choissons une suite de fonctions continues E: 0 ’ E: 1 ,... : ~ --. R +
telle que 

~ 

’

définissons alors
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cette série converge, puisque, vu (2.14)~ et (2.15)~ sur tout intervalle borne de
variation de v, ses termes non nuls sont en nombre fin i . Notons, conformément à

~2,11~ :

vu (2.15)3 , pour

impliquent

donc pour :

car 1 S ~ donc ?

Prouvons que, plus généralement s

1 

Si M ~ N , (2.19) résulte de (2.18) et de la croissance

Si (2.19) résulte des relations :
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Puisque les supports de f et des u N appartiennent à Supp

qui est compaot , (2.19) implique

c’est-à-dire

Preuve de 2o) . - Si f et f 6B (X) et vérifiant

on a évidemment

Preuve de 20) . - Supposons

donc

il s’agit de prouver que

~1. suffit donc de traiter le cas où u est un nombre f ormel ; supposons que dans son

expression (2.1)

nous avons donc

donc

ce qui implique

d’où le théorème 2.2
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COROLLAIRE 2. - L’intégration asymptotique, les éléments de et les

,opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux sont des morphismes.

La fin de ce § 1 explicitera les propriétés de ces morphismes.

Le nO 3 du §. Z emploiera, pour étudier la norme lagrangienne. le

THEOREME 2.3 . - 10) Soit un nombre formel de phase nulle :

La condition qu’il soit réel, u E Re F 0 t t :

1

La condition u &#x3E; 0 est ; en notant s le premier des r tels ue 0153r 1 0 :

Tout u E Re F 0 vérifie donc : soit u &#x3E; 0 ; soit 0 .

~ définit donc une relation d’ordre sur Re Fo ,

2°) La. condition E Re FO équivaut à la suivante :

u E F0 ; u&#x3E;0 ; l’entier s (défini ci-dessus) est pair.

Notation . - u 1/2 a alors deux déterminations opposées on choisit : u~~~é 0 .

Preuve : Soit . 

’

notons s le premier des r tels que 0 .

Si (Vr) a 
r 

~-r est à valeurs réelles, y la preuve du théorème 2.2 construit une

fonction fEu, à valeurs réelles ; donc u E Re FO. D’où :
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Donc u E Re F° si et seulement si est réel .

Etudions u 1/2 . 
-

donc

Pour prouver la réciproque, il suffit évidemment de prouver ceci :

c’est évident puisque la condition

équivaut à la condition b2 = a et à des conditions donnant (pour chaque

en fonction linéaire réelle de
r

implique u~0( cf. Note 1) ; donc a 0 &#x3E; 0 implique

implique u &#x3E; 0 . Tout u E Re ~° vérifie donc : soit

soit

3. INTEGRATION DES ELEMENTS DE F (X) . - Les propriétés essentielles des fonctions
formelles seront déduites du théorème suivant, qui précise des résultats classiques
(méthode de la phase stationnaire) ; ces précisions exigent l’emploi des lemmes 3 .4
et 3.5 au lieu du lemme de Marston MORSE [ ] , qui transforme localement par chan-

gement de coordonnées une fonction ayant un point critique non dégénéré en une forme

quadratique. Nous rappelons brièvement les autre lemmes nécessaires à la preuve de

ce théorème .

Vu le corollaire 2, l’intégration asymptotique est un morphisme

Evidemment, quand les phases de u sont toutes constantes :
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Le théorème 3 prouve que, dans le cas important u’énonce le corollaire 3 :

10) La valeur dt x ne dépend que de la restriction de u à un voisi-

nage arbitrairement-petit de l’ensemble des points critiques des phases de u ; cette

valeur est 0 si cet ensemble est vide.

2o) Soit

oû T a, sur Supp u 1 un point critique unique, x ? non-dégénéré. N, otons :

la valeur critique arg

Alors

où :

O, O* et e étant déf znis comme suzt .
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Notations. - Le développement de Taylor d’ordre 2 de ç en x c est noté :

donc : 8 slamule 3 fois en xc ; q&#x3E; est une forme quadratique .

O* est sa forme c’est-à-dire :

est la valeur critique de la fonction

autrement dit, si M est la valeur en x de la matrice
c

Evideinment : 
_

Soit F (X) . Supp u, tous les points critiques

d~- toutes les phases de u sont non-dégénérés, alors: .

les ]2hases de v sont les valeurs sur Su u, des phases de u.

Il suffit évidemment de prouver le théorème 3 quand on y remplace u par une fonc-

tion f valant :

oU (c-à-d - est indéfiniment différentiable, à support compact) . Ce théorème
résulte alors des lemmes suivants, dont le premier prouve le 10) du théorème :

LEMME 3.1. - Notons x 
c 

les points critiques de ç appartenant à Supp f . S’ils
c 

sont tous non..dégénérés , alors

est fonction linéaire des valeurs, en les points x , des dérivées de a d ’ordres
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Il s’agit de prouver ceci :.

(3.8)N Si a s’ annule 2 N- fois en les points x c1 alors

Or (3.8) o est évident. Supposons (3.8)N vrai . Si a s’annule 2 (N+ 1) - fois

en les points x , alors il existe des bj E D tels que : ,

c J

Q’ = Zj Bj. x j bj, s ’annule (2 N+ 1) - f ois en les points x ;

J . J x J 
. 

J J 
s’annule (2N+1)-fois en les points xc 

;

donc vu (3-8)N

ce qui prouve (3.8)~ 1 . 

On prouve de même : 
’

IEMME 3. 2 . - Soit a (notation de L. Schwartz ; cf 1 e no 1 ) .

Soit ~ une forme quadratique non-dégénérée X ~ R - Alors

est une fonction linéaire des valeurs en 0 des dérivées de a d’ordre  2 N .

Ce lemme s’explicite comme suit :

LEMME 3.3. - Soit a Soit 4l une forme quadratique non-dégénérée X i 1

Alors

Preuve. - On sait (cf. lemme 2.2) que
.1 , ?
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par dérivations en g :

Or

Donc, pour toute 1 X 1 matrice diagonale complexe m c 1 à valeurs propres non

nulles d’arguments E ] - TT 2, II 2 [, et pour tout polynome P : X.... c :

OU 3

arg. Hess ~c est la somme des arg. des valeurs propres de ~ c .

Explicitons :

ou : v et ~ sont des formes quadratiques : X ~ R, indépendantes

de v g # + est définie positive ; nous supposons O non-dégénérée.

L’hypothèse que la matrice Mc est diagonale est surperflue, puisqu’un changement

de coordonnées réduit deux telles formes à :

Soit e tel que e (x) = 1 pour x voisin de 0 . Leleinme3.2et(3.9)
donnent : ,
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arg Hess (O-1 v O+) est la somme des arg. des valeurs propres W+ ,

qui appartiennent à 0 , TT ~2013L a pour arg - 2
Le second membre est une fonction de 2013 , holomorphe pour = 0, donc, mod-

v v 00

v

un élément de F , dont la lim O+-o est, vu le développement de Taylor de cette
O+ -&#x3E; 0

fonction : .

arg. Hess ~ a la définition 2.3 du chap. 1 1§ 1.

Le premier membre de (3.10) est donc, un élément de F ; va le
’ B1

sa lim est

ç + i o 

le lemme 3.3, en approximant a à l’origine par sa série de Taylor limitée
P et en appliquant le lemme 3.2. ’~
Le lemme 3.3 prouve le 2o) du théorème 3 dans le cas particulier où la phase cp est

une forme quadratique o ; nous déduirons le cas général de ce cas particulier en
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appliquant au reste d’un développement de Taylor limité le lemme suivant, dont la

preuve est analogue à celle du lemme 3.1 :

LEMME 3.4 . - Soient-.

indéfiniment différentiable, à support compact, s* annulant 2N -fois quand x

s’annule ;

indéfiniment différentiable, 1 tel que’ e sur Supp cp : (0 , x) ait

l’origine pour point critique unique, non-dégénéré . Alors :

Nous déduirons de ce lemme le suivant : .

LEMME 3.5 . - Soit cp : X 4 R, indéfiniment différentiable, ayant l’origine pour

point critique unique, non dégénéré, sa valeur critique étant nulle :

son développement de Taylor d’ordre 2 à l’origine :

~ est une forme quadratique ; e s’annule 3 fois à l ’origine .

Soit a : X -+ ~ , indéfiniment différentiable, dont le support est compact et ne

contient pas d’autre point critique que l’origine . Alors :

cette série converge dans puisque , vu le lemme 3.3 s
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ou [...] désigne la partie entière de ... 9 c’est-à-dire le plus grand 

Preuve . - Vu (3*12) et la formule de Taylor :

Le lemme 3.4 donne :

puisque 19 2 N s’annule 6 à l’origine ; ° quand N tend vers 

et (3.15) impliquent (3.13).

Preuve du 20) On peut remplacer u par une fonction i’ , de 
1

valeur ~3.’~~ ; (p possède un point critique unique , non dégénère ; il suffit de

traiter le cas ou ce point critique est l’origine et oû la valeur critique est nulle.

Alors, vu (3.13) et le lemme 3.3 :

ou r, j E N . Notons q = r - j l’exposant de v . Puisque 8 (x) = omod 

la condition {... ~x = 01- o implique 3 J ~ 2 r , c’est-à-dire j ~ 2q . 
, 

Soit :

donc, en particulier :

(3.16) s’écrit :
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le 2a~ du théorème. .

4. TRANSFORMATION DES FONCTIONS FORMELLES PAR LES ELEMENTS DE (1) . - Tout

(f ) induit un isomorphisme

dont la restriction à

est ~ monomorphisme

Les théorèmes 4.1~ 4.2 et 4.3 précisent les propriétés de ce monomorphisme .

THEOREME 4.1.- Soit un espace 2 - symplectique Z , une variété lagrangienne

V un 2 - repère R · de Z t

R = S Rf est donc ’un 2 .. re ére de Z ~ Chap, I ’ § ~ ~ na 3 ~ .

10) Il existe un isomorphisme, induit ar S et noté S :

caractérisé par les deux propriétés suivantes :

i) il est local ; c’est-à-dire : soit

v V V V v

alors la valeur z ) de UR en z E V est fonction linéaire de la valeuz

w v

de et de ses dérivées en ce même point z ;

ii) le diagramme suivant est commutatif :
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il définit donc un morphisme

2°) La loi de composition des morphismes (4.1) et (4.2) est celle de Sp2 (l).

Note 4. - La restriction de (4.1) .

est donc un isomorphisme ; alors que (4.2) est local,(4.4) n’est pas local, mais
seulement ponctuel : si 

.

alors la valeur en x E X est fonction linéaire de la valeur de u’ et de

ses dérivées en les points de l’ensemble fini R’ Ri 1 x.x x

Le caractère local du morphisme (4.2) s’explicite comme suit :

THEOREME 4.2 . - Soit

alors :

v

vaut en z
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où :

J est une fonction linéaire des dérivées (r - s) e sur "I - des

a ses coefficients sont des fonctions indéfiniment différentiables de
s 

-

.v v d .

z £ v BE ; ces fonctions dépendent de V, R’ et S ;
Rir 

------~--..-- - --

La formule (4.6) garde un sens pour tout

donc évidemment :

THEOREME 4.3. - la formule (4.6) définit un isomorphisme, induit par S et noté S ‘·

loi de composition de ces isomorphismes et celle du groupe S p 2 (1,) .
Il v ‘s

Preuve des théorèmes précédents. - Soit Ü 
t 

E F (VBEUE , RI) tel que

1 

w..r s --...2013 q-a - - Rt 0 R R# 

t_,

la restriction 
J 0 R Rt

soit un difféomorphisme , dont l’inverse sera noté

l’expression de

vaut en x’

ou :
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puisque

l’expression de u en x est ? 
..

Appliquons le théorème 3 à cette intégrale asymptotique

i) Pour chaque x E x , cherchons sur Supp u’ les points critiques de la phase :

c’est-à-dire les x" E Supp u ’ tels que

Notons :

La relation (4.13) s’écrit

*

vu ch. 1, (1 .11) elle signifie l’existence de p E X 
* 

tel que

elle équivaut donc â :

c ’ est-à-dire , vu
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Sur supp ut, les points critiques de la phase ~~~ 1?~ sont donc 

v v v

Leur ensemble es t fini, puisque Supp UR’ est une partie compacte de V B B au

R
v

voisinage de laquelle RX est, localement, un difféormorphisme .

ii) Cherchons les valeurs critiques de la phase (4.12) . Au point critique x’

défini par (4.1~)~ notons

d’après les formules précédentes

puisque A est une forme quadratique en (x ~ xv) 1 nous avons donc :

c’est-à-dire) vu ch.

Au point critique x’ d4fini par (4.15), la valeur de la phase (4.12) est donc
v

Ï 
(z) .

iii) La racine carré du Hessien de cette phase (4.12) est donnée par le ch. 1, y

,~ 3 e 1(l 3 - 7) ».

lors du calcul de Hess x1 1 x et x’ sont considérés comme indépendants ; puis

w w w w

on leur donne les valeurs x = R z et x’ = RI jz ; au second membre, x et x’
X X

ont ces valeurs, c’est-à-dire sont les coordonnées locales d’un même point

. De (4.16) résulte donc
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Par suite le théorème 3 s’applique au calcul de (4.11) .

iV) Fin Preuve. - Cette application a ~~.11 ? da théorème 3 donne :

v

ou : même support que

1 v

en z , en notant

Or d’une 

d’autre part, vu (4.î6) , (4, 18) équivaut à (4.6) ; en effet : vu (3.3) 
r 

,

i 
r 

(A + ci’ ; al) est la valeur d’une fonction linéaire des dérivées d’ordres

# 2(r-s) des Ci’ (s r) ; les coefficients de cette fonction sont des fonctionss

rationnelles des dérivées de cp’ ; le dénominateur commun de ces fonctions rationnelles

3r
est [Hess , (A+(p’) ] , dont (4.16) dorme la valeur .

Les théorèmes 4.1 et 4.2 s’appliquent donc aux A SP2 
Cas où s Vu le ch. 1 1 , lemme 2.5 , étant donne S E 5 , fl

S P 2 S P2

existe tels que

Puisque les morphismes (4.1) et (4.2) se composent comme les éléments de S p  (1.)
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qui les induisent, les composés des morphismes induits par S A et SA, ne

dépendent que de S = SA’ SA ; ce sont donc des morphismes induits par S ;
v v v v v

étant donné É , tel que Supp peut choisir S A assezR 
v R, s R’

voisin de l’identité pour que E 
S A R’ 

n Supp = O ; d’où les théorèmesRI 
d’où les théorèmes

4.1 et 4.2 1 qui impliquent le théorème 4.3.

5. NORME ET PRODUIT SCALAIRE DES FONCTIONS FORMELLES A SUPPORT COMPACT . - Soient :

V et V’ deux variétés lagrangiennes de Z"; .

v v 
. 

’

V et V’ leurs revêtements universels ; R un 2-repère de Z ; 
’

cp. et c~’ les phases de R V et R V~ ;
R. R . -

de projections

Définition 5. - Sous l’hypothèse ~,~.1 ~ ~ le produit scalaire de

la classe asymptotique

où (u ) 1 ut) est défini par l’intégrale asympotique (1.9) . Donc : 
.

sont imaginaires conjugués ;
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l’inégalité de Schwarz s 

La serd-norme de

cette semi-norme vérifie l’inégalité du triangle.

v W w

THEOREME 5.1. - 10) La valeur de (UR 1 UR ) ne dépend que de l’ allure de’ K 

v v

en les couples de points de V et V’ se projetant en un même point

Cette valeur est 0 si Vn V’ = 0 -

2o) Si V = V’, ce qui implique cpp = (P v 1 alors

oû i

v v

sont les points de Supp UR et Supp U’ .s eR

projetant en z .

Dans (5.4) est l’une des périodes de ~ :

, où y est un lacet de V.

w v

Les phases de 1 sont donc ces périodes c de

1

30) Si V et V’ sont transverses, alors
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Si V et V’ sont transverses et se coupent en un seul point z , projection .
w w 

° ° ’ 

w ’ ’ v v v,

d’un seul point z de Supp UR et d’un seul point z’ de Supp UR , alors :

cp sont définis près de R X z par

v vt

Pr est une fonction sesquilineaire des valeurs en z et z

des dérivées des a et a, (sgr) ;
’ -2013*~2013- -2013~"2013~~" 

~ 

RIS RIS 

les coefficients de cette fonction dépendent de 1’allure en z de V et

4o) [ Invariance par S p 2 (£ &#x3E; l . - Soit sous l’hypothèse plus

stricte que (5.1) :

on a

Preuve de 1°~ ~2°~ et ~°~ . - u et u’ ont des expressions du ty-pe :
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J et K sont des ensembles finis. Vu le 10) du théorème 3 y

ne dépend que de l’allure des couples en les points critiques

de (p - cp/  c’est-à-dire en les points
J -pi

Autrement dite ne dépend que de l’allure de en les

couples de points tels que ,

ces couples sont les couples de points de V X V’ se projetant en un même point z de

Preuve de 4°) . - Le lemme 1,1 et le 1 0) du théorème ~.1.



33

v

v v

L’invariance par S p 2 (A) de 1 ,qu’énonce ce 40) du théorème 5.1

pose le problème suivant :

donner des expressions invariantes des seconds, membres de (5.4) et (5.6) .

Les théorèmes 5.2 et 5.3 donneront de telles expressions mod 1
, v

Notations.- Soient 1B et n’ des mesures régulières &#x3E; 0 de

w .

V et V ; définissons : .

1 v

Supposons V et V’ munis chacun d’une 2-orientation :

v

. nulle sur r, 9 dont le ch. I e § 3 , coroll 3 a précisé l’argument :
R

Définissons P

Vu les formules (4.6) et (4.8) du théorème 4 1 Bo est invariant quand ,

sans changer V ni V’ , on remplace R par S R ; 5 
o 

sera nommée amplitude
v 

° 
v

lagrangienne de UR; cette amplitude dépend donc des choix de la mesure n de V

w

et de la 2 - orientai ton de V .
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En portant dans (5.4) l’expression (5.9) de CYR, 0 et ai?, 0 on obtient :

THEOREME 5.2 . - Supposons V = V’ , ce notons &#x3E;

1 ,

0 et 6 les amplitudes lagrangiennes de U R et ui. Alors

ou z et z’ sont les points de Supp U et Supp UR se projetant en z.
--- R R

Notations (suite) . - Notons t et y les phases lagrangiennes de V et V’

( ch. I , § 3 ? (1*7) ) * Faisons l’hypothèse 3 o) du théorème 5.1 ; soient

v v

h4 et A4 (7,) tangents respectivement en z et z’ aux variétés 2-orientée

v v

V et v’; soient À leurs images naturelles dans A (Z~ ; soit 1 
0 

‘

( et n’) la mesure de h ( et h’) invariante par translation et égale à 1 ( et T)’)
o

en z (et z ) . V et V’ sont supposés transverses ( 3Q du théorème 3.1) ; donc

est une mesure de Z.

Vu (5.1) et le 10) du théorème 5.1) ., les deux membres de (5.6) sont nuls si l’on ne

suppose pas :

c’est-à-dire :

En portant dans (5.6) l’expression (5.9) et on obtient, sous
RtO RIO

l’hypothèse (5.12) : 
’

Le letnme ~.1 transforme cette iormule en la suivante :
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THEOREME 5.3 . - Si V et V’ sont munis chacun d’une sont
, 

v

transverses et ne se coupent qu’en un point z, projection d’un seul point z

v 

" 

v 

° ° ’ 

v 

" ’

Supp UR et d’un seul point z’ de Supp U§ ’ alors :

oû : m est l’indice de I1aslov , défini mod

sont les mesures de Z définies respectivement par

LEMME 5. ~ ..~ . ~ ~ ~ La structure symplectique de Z définit sur Z une mesure

invariante par les translations et par S p(Z) : .. .

. 

*

et {p.} étant des coordonnées duales de X et X ,
J

2o) Sous l’hypothèse (5.12) , avec les notations (5.9) :

Preuve de 10) . - La valeur de dp A dx sur un couple de vecteurs z, z’ est

r 

z , z ,j . 

"

[z,z’].
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Preuve de ~ j . ~~~ ... Puisque R ~ et R ~’ sont lagrangiens et transverses

à X* d’après ~5.1~~ , leurs équations sont du type :

~ et ~t étant deux formes quadratiques : 

Puisque À et ~’ sont transverses :

Vu (5.11) ~ tout z E Z se décompose d’une façon unique en la somme d’un vecteur

de À et d’un vecteur de A’ :

où x et x’ E ~ et sont unique)s . vu

où

Preuve de (5.17) . - Par définition [ch. I, § 3 ; coroll. 3 ~ (3.z~ et ~~.3) ~

donc :
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vu ch l , ~ 2 , (8.2) ; pour prouver (5.17) ? il suffit donc, vu la définition de

arg Hess (2.1 )],de prouver :

Preuve de ~~,19~ g ~ Ecrivons les équations de R ~ ,R ~~ et x .

La définition d’Inerte (chap. 1 , ~2, no 4) emploie :

notons : 

d’ où

par suite :

D’où (5.19) , vu ch I , § 2 1 (4.4) et la définition 2.3 , chap 1, ~ 1 de l’inertie

d’une f o r~me ..

6 . OPERATEURS DIFFERENTIELS FORMELS.- Définitions 6.1..- Soit 0 un ouvert

de Z . Notons F 0 CO) l’ensemble des fonctions formelles de phase nulle
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soient indéfiniment différentiables. Munissons l’espace vectoriel F° (0) de la

topologie que dëfinit le système de vois:inages W (K ,p , r , e) de l’ orig:ine que
voiei : 

,

K~ est une Partie compacte de Q ; p , e E ~ ; .

a 0 E W (K 9 p 1 r 1 e) signifie que , sur K, les dérivées d’ ’ordres * p des s

(s 5 r) sont de modules  e o 

0

Nous dirons que a e.s t , un si 
B

est un polynome en 1 et en les 2l coordonnées de z . 
°

v

D’après le théorème de Weierstrass : l’ensemble des polynomes de est

partout dense dans- 

o

F (o ( f) ) se définit de même en remplaçant Q par un domaine Q (t) de

Tout 1-repère R de Z (donc a fortiori, tout 2- repère R) induit isomor-

phisme

défini par la formule :

Les fornmles (3.4) du ch. I, §1
.......... 1
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déf inissent deuxautomorphismes de F° ~ Z ~ .~ ~ ~ , inverses l’un de l’ autre : t

La définition 6.2 des opérateurs différentiels formels repose sur le lermg suivant

LEMME6.1. - Soit 
°

En un point critique x du la phase cp 1 on a :

Preuve . - suffit de traiter le cas où a = cy . Alors en un point critique
de cp :

où Ph est un polynome en les dérivées de a d’ordres ~ [ 0 , 1 hl] et en les dérivée

de d’ordres E E, 2 e 1 hl 1 1 puisque (p 
== 0 ; chaque mon6mo de Ph est 

,

un produit de dérivées dont la somme des ordres est 1 hi . Donc v , dans un tel

monôme, a une puissance ;5 lhl / 2 . Deoh le lemme .

Définition 6.2 . - Notons .

le reste , au point y , de la série de Taylor, limitée à l’ordre 1, de la phase

cp de (6.4) .

Associons à l’élément ao de F 0 (0) et au repère R l’endomorphisme local

a de F (X) et F (X) , nomané opérateur différentiel formel, que définissentR 

les deux formules équivalentes :
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Chacune de ces deux formules a un sens y Vl1 le lemme 6.1, quand E (1 (~) :

nous dirons que a R est défini sur 0 ==RQ . 
’

Preuve de l’équivalence de ces deux formules . - La formule de Leibniz donne

(cf. ch I, § 1, preuve du lemme 3. 1) :

car, vu (6.3) :

Justification de la définitions 6.2. - Montrons qu’elle équivaut à celle du no 1
0

q~uand a e s t un polynome , c’est-à-dire quand aR e s t un op é ra teur différentiel

à coefficients polynomiaux en ( 1 , x . Dans ce cas, (6.6) szgnz.;fie :
v
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on a donc, au sens donné par le no 1 à

~- 
Notations . - Nous noterons : 

’

Définition 6.3. - Soit V C Q, ao ~ F 0 (0) . Notons a R l’endomorphisme local
v v

’unique de F 0 (VB7) ? R) tel que :

v v

aR ’ étant locale se prolonge en un endomorphisme de F (V B ~ , R) dont voici
R

les propriétés :

THEOREME 6. - L’opérateur différentiel formel aR es t local (au sens du 10)

théorème 4.1) ; donc

2o) L’application :

est continue . ,

3 0.) ~:~ ~ transforme aR en un opérateur
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défini comme suit :

a R et son transforme aS R, sont associés à la même fonction a , qui vérifie :
R 20132013201320132013.201320132013-201320132013.2013201320132013201320132013’

4o) Pour que les opérateurs différentiels formels aR et b R soient adjoints,

c’est-à-dire pour que :

il faut et suffit Que :

5 0) Si a et b sont deux opérateurs différentiels associes aux éléments

a 

0 

et bo 0 de F (Z) 7 alors leur compose c - a o b est associe à l’élémenta et b F Z , cR 
= aR 0 bR est associe a l’element

co de F (Z) défini par la formule

est évidemment indépendant de R .

Preuve de 1°).- La définition de aR . -

Preuve de 2o) - - Ia définitions de a R et des topologies de F o (0) (no 6)

Preuve de 3 ~ ~ 4°) et 50) . - le ch I , § 1 (théorème 3.1 ,théorème 3.2 et lemme
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0

3.2) , dans le cas particulier ou a est un polynôme . Ce cas particulier implique
le cas général, puisque (6.8) est continu et que les polynomes son t partout denses

dans .A. F° (Q). 

LES COROLLAIRES 3.1 (opérateur adjoint) et 3.2 (opérateur auto-adjoint) du ch 1 ,
~ 1 s’appliquent évidemment aux opérateurs différentiels formels.





§ 2 . Analyse lagrangienne .

0. SOMMAIRE . - C’est en synthétisant les propriétés des fonctions formelles et des

opérateurs différentiels formels , obtenues au § 1 , que ce § 2 définit et étudie
les opérateurs lagrangiens les fonctions lagrangiennes et leur produit scalaire ,
c’est-à-dire les trois notions qui sont l’objet essentiel de cet article.

Le n 1 définit les opérateurs lagrangiens et étudie leurs inverse. ,

v

Le no2 définit les fonctions lagrangiennes sur le revêtement V d’une variété

lagrangienne V ; leur produit scalaire (o ) o) est défini quand leurs supports sont
compacts

Le n° 3 peut alors définir les fonctions lagrangiennes sur V ; ,leur produit 
scalaire ( . ~ . ~ est défini quand l’intersection de leurs supports est compacte .
Ce n° 3 exige la donnée d’un nombre v 0 emploie " la restriction"

à la valeur v de v des divers termes des séries formelles définissant les expres-
o

sions UR d’une fonction formelle U .

Ce processus de définition des fonctions lagrangiennes sur V a une justification

théorique, qui est la possibilité de définir leur produit scalaire (.1 .) e et une
justification pragmatique, que voici : c’est "le processus de certains Il calculs 
chês". Par exemple, en physique quantique, la constante de Planck h est considérée

2 TTi h
comme un infiniment jouant le rôle de notre variable 

sans que soient comparés les ordres de grandeur des valeurs numériques prises par les
termes en jeu quand on donne à h sa valeur physique : on lui donne cette valeur

physique quand on a -achevé les calculs supposant h infiniment petit. Un autre

exemple antérieur est celui de la mécanique céleste ( cf. H. Poincaré)

. H. Poincaré a expliqué comment un tel processus est un calcul approché , capable de

prédire avec une précision extrême les phénomènes célestes à l’aide de séries diver-

gentes, dont on.ne conserve finalement que les premiers termes . V.P. Maslov veut,
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par ce processus , obtenir des "asymptotiques" , c’est-à-dire faire des calculs appro-
chés. Le Cha . III appliquera ce processus à des cas où il n’est certainement
un calcul approché et retrouvera les résultats numériques qui sont en accord avec
les résultats expérimentaux. Expliciter ce processus est donc bien "un problème qui 
se pose et non nas un problème gu’on pose" , au sens oh l’entendait H. Poincaré .

1. OPERATEURS LAGRANGIENS . - Soit Z un espace symplectique et (1 un ouvert de Z.

Définition 1.1. - Soit a~ (Chap. 6.1 ; soit

l’opérateur différentiel formel associé à a 0 et au 1-repère R (Chap. Z 1,
défin. 6.2) . L’opérateur lagrangien associé à a est l’ensemble de ces

opérateurs différentiels formels aR (a0donné R arbitraire) ; aR est nommé

expression de a dans le repère R .

Le théorème 2.3 justifiera cette terminologie .

Nous dirons que a est défini sur H ; définissons :

Supp (a) = Supp (ao)
Si 

.

alors a est noté
a = 1 .

Ia formule (2.9) justifiera la 
’ 

.

Définition 1. 2 . - Deux opérateurs lagrangiens a et b assoçiés à ao

et bo E F° (~ ) sont adjoints quand

c’est-à-dire (Chap. II ~ § 1 , théorème 6.1 4°) ) quand (VR) a R et b R sont

adjoints.
*

Notation . - L’adjoint de a est noté a
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La formule (2.2) et la dont elle résulte , justif ieront 1_a

Définition 1.3 . - Le composé a ob de (o) vaut , par définition

Le compose a o b des opérateurs lagrangiens a et b est l’opérateur 

a° o b°.

Vu le 5 ~ ~ du théorème 6p

La composition des étant associative, la composition des a o et celle des a

sont associatives . Il est facile de le vérifier directement en constatant que (1.1)

implique :

Cette formule s’étend aisément à la composition d’un nombre quelconque d’éléments

de F" (0)

Evidemment :

0 00

le second membre étant le produit dans F des valeurs de a et b ;

L’ensemble des opérateurs lagrangiens définis sur 0 est donc une alzébre non

commutative Fo .(0) Sur l’algèbre Fe des nombres formels de phase nulle ; F° (Q)
possède un élément unlté.
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THEOREME 1.1. - ( Inve rse d’un opérateur Pour que,dans l’algèbre

des opérateurs lagrangiens définis sur s’~ ~ l’opérateur a possède un inverse, i-1
faut et suffit que ,

Rappelons que, par définition, a est la série formelle :

la condition (1.7) signifie :

Preuve. - Les conditions équivalentes .7) et (1. bi sont nécessaires, vu (1.5).

Réciproquement, si ces conditions sont vérifies’, une inverse à droite a’ de a

est un opérateur associé à un élément

~ 

de F (o) vérifiant :

c’est-à-dire:

où c 
r 

(z) est une combinaison linéaire des

tels que 0~ s 1 = = r - t ~. t’ , 9 t’  r ; ces conditions déterminent a’ ,

a possède donc inverse à droite et de même un inverse à gauche, qui sont identiques
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puisque la composition des éléments de F o est associative . D’où le théorème.

La définition des produits scalaires en o 2 et n 0 3) emploiera la

Définition 1.4 . - Une décomposition de l’unité est un ensemble {a.} d’opérateurs

lagrangiens, définis sur Z , tels que :

U Supp a. = Z soit un recouvrement localement fini de Z ;
j J

Cette décomposition est dite plus fine qutun recouvrement ouvert u Q == X de X
k k

quand tout Supp aj appartient à au moins l’un des 0k

THEOREME 1. 2. - (Décomposition Il existe des décompositions

de l’unité plus fines qu’un recouvrement ouvert donné de X . 
’

2o) On peut les choisir telles que leurs éléments a , soient auto-adjoints.

30) Plus précisément? - on peut les choisir telles que chaque aj soit du type :

bj étant un opérateur lagrangien et b , son adjoint.
J

Preuve de 1o) et 2°). - IL suffit de prouver le théorème quand on remplace les

opérateurs ai par des fonctions C aÎ : indépendantes de v ; il est
J 

alors classique .

Preuve de 3°).- On peut choisir, les b . : étant C Co

d’où, vu (1.6) et (1.11) :

Cherchons
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tel que

c’est-à-dire tel que

cette condition définit y r en fonction de fl 
r 

et des

o . ,

c existe donc, est unique et a un inverse, vu le théorème 1.1. Donc :

d’où

ce qui prouve le théorème .

v

2. FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V . - Soit Z un espace symplectique, muni d’une
v

géométrie 2 - symplectique ; soit V une variété lagrangienne de Z et V son

revêtement universel 
’ 

.

Le théorème 4.1 du Chap. 11 1 justifie la

v w’

Définition 2,1 . - Une fonction lagrangienne U sur V est constituée par la
v w

donnée, pour chaque 2- repère R , d’une fonction formelle U R sur ces

fonctions formelles vérifiant . 

’ 
R
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uw v

Gr est de L R .
iw 

~ .

W v v

1 de :; ~ · est lr la condition

l’ définition O ur, se,-,is S R R , - 1 
est 

des fonctions lagrangiennes sur V et le sous-ensemble de celles 

qui sont à support compact sont des espaces vectoriels sur F, 9 notés 

? (V) et Fc (V) . Leur dimension est infinie, comme le prouve le

v O v

THEOREME 2.1.- r; .. (Existence). Tout UR, E Fo ( V B Z , R’ ) est l’expression20 " . - ’Tout ’Rt t E 0 0 (V Z, 1 R’) 
w v R

dans R’ U lagrangienne sur V y a support compact. 

Scit R un 2 - repère quelconque ; notons : 

v 
- 

v 1 1t

UR est une fonction formelle, définie sur V B ZR UZR, indentiquement nulle 

w

in de prolongeons sa définition en convenant que
R 

devient une fonction formelle définie sur V BZ ; 1I = {UR} est évidement
R 

lagrangienno.

4.2 du Chap. II, § 1 prouve le

THEOREME 2.2. - (Structure). - Notons : v la phase lagrandienne de V ; 
O O W O

&#x3E; 0 de v R où z que 

r 2 &#x3E; c ; " Y 

v ’ 
d’une 2 . ta.!... ° rappelons que 

[d2 x]1/2 est 
L a munissons v d’une 2 IL xi ? =st

de de uar le Corollaire 3 du Char:.. =t:, ~ 3.

O O

’,: z 0 : .

-~ 

R L

- 2 . - Dans a formule 2.4 l’exposant 3r + 1/2 ne peut être diminué ; 

of 
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au les sont des fonctions indéfiniment différentiables : V 4 C *

BR0 est indépendant de R, est note P 
0 

et est nommé : AMPLITUDE LAGRANGIENNE.’ 

R u -- - ; ° . &#x3E; -- ’ .. 2013* est noté Bo 

Le théorème 6 du Chap. 11 1 justifie la 
’

Définition 2.2. - Soit 0 un voisinage ouvert de V ; soient a un opérateur
lagrangien sur n et U une fonction lagrangienne sur V ; soient R et R’ des

2 .-repères ; S = R E Sp2 (1) ; nous avons 
°

les fonctions formelles ’R UR constituent donc une fonction lagrangienne e qui sera

notée : a U. Donc

THEOREME 2.3. - L’algèbre des opérateurs lagranelens a ib définis sur 
’ " ° " 

~~ ’ ’ ~ ’ ~ 

v 

~’ ~ 

v v

opère sur l’espace vectoriel F (V) [et F 
o 

(V) ] des fonctions lagrangiennes U

[à support compact] définies sur V ;

(2.3) Supp (a u) = Supp Un n."’ Supp a , TT étant la projection, de V sur V .

v 
v .

Définition 2.3 - - Le produit scalaire (. 1 .) . - Soient UEF 0 (V) et

v v

U’ E F 
o 

(V’) . Supposons d’abord vérifiée la condition suivante :

Cette condition signifie :
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Définissons alors .*

pour tout R vérifiant (2.4) ;

le second membre de (2.5) est une classe asymptotique, vu la définition 5 du Chap.
11 1 f,-, 1 ; elle est indépendante de E vu le 4’ ) du théorème 5.1

v w

Soient U et U’ ne vérifiant plus (2.4) . Notons ,

un couple de décompositions de l’unité (définition 1.3) assez fines (théorème 1.1)

pour qu’a tout choix de (j, j’) correspondent des 2-repères R 
, 

vérifiant

la condition : 

Nous définirions

le second membre de (2.8) est indépendant du choix des décompositions (2.6) de
l’unité : en effet, si

est un second choix vérifiant (2.7) , alors :

puisque R.., peut être remplacé par P~- kt .J ,J ,
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THEOREME 2.4. - Produit scalaire) . - 1o) Le produit scalaire (. j .) est

une fonction sesquilinéaire sur F ° , à valeurs dans C (classe d’équivalence asymp-
W v, v v

totique), des couples, U et U , de fonctions lagrangiennes, sur V e t V’, à 

supports compacts .

O W v v v v

(u 1 et (U* ( U) sont imaginaires con jugés et ne dépendent que de l’allure de
v 

U et U’ en les couples de poi-nts de V et V’ se projetant en Tm même oint de

si les opérateurs lagrangiens a 3t a sont

adjoints .

2o) .ê.1 v = V’, ce qui implimie # = ~ 1 1 alors :
1

Il V v

les (U 1 U’) étant les périodes de y c’est-à-dire les valeurs de

~J sur les lacets y de V) ;
y

. v w

ou les notations sont celles 2.2 et ou z et z’ sont les points de
v v

Supp U et Supp Ut se projetant en z sur V . 

(2.12)

w

La semi-norme de U ,

vérifie da triangle et celle de Schwarz :
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v v

3°) Si V et V’ sont transverses, alors (V et V’ étant munies de 2 - orien-

tations) : 
’

21

0 A n’o et d z sont les mesures de Z définies respecti-

vement par (5-11) et (5.15) (Ch. !I, § 1) au point zv n vl
v v w -

z et z’ sont les points de Supp U et Supp Ul se projetant

en z ; 
1

m no 3) ;

À.4 et 4 sont les plans lagrangiens 2-orientés tangents a
w w v w

~ et à VI en z et z .

Preuve de 10) . - La définition 2.3, le 1 Q ) du théoréme 5.1 (Ch. Il , § 1 ) , le

40) du théorème 6 (Ch. II, § 1) et la définition 1.2 des opérateus lagrangiens

adjoints. 
’

Preuve de (2.10) . - La définition 2.3 et (5.4) (Ch. II § 1) .

Preuve de (2.11) . - Le théorème 5.2 (Ch. 1) et le fait que a U mod 1 v
e2013201320132013201320132013- 

w 
0 

’ 

v

est le produit de U par la fonction ao .

Preuve de (~.12) ... Employons une décomposition de l’unité (30~ du théorème 1.2)

assez fine pour qu’existe (Vi) un repère R. tel que
J J

Nous avons :
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Preuve de l’inégalité de Schwarz . - Nous avons, vu la définition 5 du Ch. 
.

§ 1 ~ l’inégalité du triangle et l’inégalité de Schwarz dans R (Ch. II, § 1 , (5.3))
et dans C (Ch. II, ~ 1, Note 1) :

triangle résulte de celle de Schwarz .

Preuve de ~ ~ ~ ... Le théorème 5.3 (Ch II , ~ 1) ,

w w w

Note 2 . 2 - V’ , (u 1 est défini par le second membre de (5.4) (Ch Il .

§ 1) sous l’hypothèse

Si cette hypothèse n’est pas satisfaite , ce second membre est une intégrale divergen

vu le théorème 2.2 (structure).
v 

°

Donc, la définitions 2.3 de (. 1 .) donne un sens à cette intégrale diverz2nte.

3. FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V ... Nous nous intéressons , non pas aux fonctions
v

sur V , c ’est-à-dire multiformes sur V, mais aux fonctions sur V ; leur déiinitior

exigera le choix d’un nombre m0 C i] c

v w

he premier groupe d’homotopie TT1 [V] opère sur V : V est le quotient de V par

TT1 [V] ; évidemment : 
’

c’est-à-dire :
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v

Définition 3.1 . - Le groupe TT1 [V] d’automorphisme de F (V). - Soient

, 1

Définissons le transformé de ~ïR Par ~~ comme étant, non pas
-1

mais

Evidemment

v 
v

TT 1 [V] est donc un groupe d’automorphismes de F(V BZR, R) . 
’

’ 

R
De la définition (3.2) et de la définition de l’opérateur S e S P2 (") par le

Ch 1 (lemme 1.1, 10) du théorème 4.1 y théorème 4.3) résulte évidemment que

S et y commutent : si

alors :

v v v

Si les U R sont les expressions d’une même fonction U lagrangienne sur V ,
w 

alors les y UR son t donc les expressions d’une même fonction lagrangienne sur V;
v v v v

nous la notons y U ; donc (y U~= y U et [V] d’automorphismes 
. 

w w

Evideinment (V y E [V] ; 7 U E F (V) ; V a opérateur lagrangien) :
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y et a coinnutent c’est-à-dire :

Définition 3.2. - Une fonction lagrangienne sur est une fonction U lagran-

gienne sur V et possédant les trois propriétés suivantes, qui sont évidemment deux
à deux équivalentes et donc indépendantes du choix du 2 -repère R : 

_

U U est invariante par c’est-à-dire : 
. 

.

est indépendant de t

iii) la fonction, nommée restriction de

v 
.

prend la même valeur en tous les points de V ayant même projection sur V et est

donc une fonction

Le support d’une fonction lagrangienne U est invariant par TI1 [V] ; c’est donc
1

l’ensemble des points de V se projetant sur une partie fermée de V , qui sera

nommée support de U dans V et notée Supp U ; donc :

L’ensemble des fonctions lagrangiennes sur V [ et à supports compacts dans V] est

un espace vectoriel sur l’algèbre F ; il est noté F (V) [ et 

Ev.demment , vu ( 3 .5 ) :

THEOREME 3.1.- L’algèbre des opérateurs lagrangiens a , b définis _sur &#x3E;? " V

opère sur l’espace F (V) des fonctions lagrangiennes sur V ;



15

Le produit scalaire des fonctions lagrangiennes sur V sera défini au du

définitions que voici .

~~Iè~ ~s 3.. 1 . - Il existe un naturel :

La (3.7) a un sens : elle définit U (z) par une sommePreuve. - La définition (3. 7) a un sens : elle définit U ]z]1 par une somme

car (A z E V) le nombre des y tels que y 1 E Supp U est fini .

U est indef aiment différentiable, a support compact .

prouver ( 3. ?) est un épimorphisme, il suffit, puisque y commute avec

les décompositions de l’unité (Def. 1.4 ; TI1éor. 1.2) ,de prouver ceci : tout

ii (V), ce support appartenant à une partie simplement connexe w de 

w w

. l’image par 
, d’un élément U de F (V). Voici cette preuve...1 par ’. (3.7) -l e élément U de Fo 

0 
V 

. Voici cette preuve.

w

La partie de V q11i se projette sur te a pour composantes connexes les trans-
v w

fermées ’Y de n de ces composantes par les éléments de

v v w

1 [V] Soit U la fonction lagrangieinne sur Il T nulle hors de w, égale a

D U est donc nulle hors de v UJ et égale a U = y U dans

w, d’où :

-, la notion de restriction à v .

1 11 idéal de F qu’engendrent ses 

tout de T s’écrit de façon "c’rd.que :

0

1 est directe de 1 et F . Nous nommons restriction de
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0

projection de F sur F :

En particulier, si u E F eV), alors la restriction de B)0 est

v 
0

la valeur, en la projection z de z sur la restriction

U 0 de 
_

Définition 3.4 . - Nommons sous-module de C tout sous-groupe additif M de

C ayant les propriétés suivantes : .

(imaginaire conjugué) ; ,

la multiplication dans l’algèbre C fait de M un module sur l’algèbre- F.

En particulier :

impliquent 

Soit N le sous-module de M dont les élements sont les

Nous nommons restriction de FI à v 0 le quotient :

M est un module sur l’algèbre Fa · puisque N = N , la notion d’éléments conjugués
0 

-

de M est induite par celle d’éléments imaginaires conjugués de M .

Exemple 3.1 . - Si M=F, alors M

Exemple 3.2. - Notons °°~ -- F , .. les images de F, ... par le multiplication :_ 

S 
i ~ P P

Définition 3.5 ! - Le produit scalaire ( . ~ .) . - Soient V et VI deux
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variétés lagrangiennes de Z ; soit M un sous-module de C 3.4) tel que

Quels que soient

il existe , vu le leinme 3.1 ,

Par définition, le produit scalaire de /U et U’ est :

ce produit scalaire est donc à valeurs dans M .

Cette définition à un sens, vu le
v V 

.

1 U’) ne dépend que de U , U’ .

Preuve .., Soit une décomposition de l’unité 1.4) :

on a :

il suffit donc de prouver que ne dépend que de

Vu le théorème 1.21 il suffit donc de prouver le lemme quand les conditions suivantes

sont toutes deux vérifiées

i) il existe un 2-repère R tel que :

ii) il existe deux parties ouvertes, simplement connexes ,
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0) de V et UJ ’ de v t que R~ projette injectivement

dans X et qui contiennent les supports de U et U’ :

’ 

Supp U C c c V ; Supp ,

w

La partie de V qui se projette sur w a pour composantes connexes des ouverts
v

de V : 
~ 

.

v

y , où y E TT1 [V] (cf. preuve du lemme 3.1)

Etant donné x E Supp U , nous notons : 

z le point unique de w tel que Ry. z - x ;
v V

z le point unique de w se projetant sur V en z .

Vu la définition 2.3, vu, au Ch. III§ 1, ( 1 .9) et déf 5, on a :

v

par définition (Ch II, § 2.1) , Supp (n = Supp U :

c’est-à-dire, vu (3.2) :

v

portons dans (3.10) cette expression de UR et l’expression analogue de-

TTR UR ; nous obtenons la formule :

sous les hypothèses i) et ii) , en employant la définition 3.4 de ~J .

Cette formule (3.11~ prouve le lemme 3.2 et sert à prouver le théorème suivant,

dont le lo) est évident :
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THEOPEIIOE 3 4-. - (Produit scalaire) . - 10) Soient V et V’ deux variétés

lagrangiennes de Z . Le produit scalaire C. Î . ) est une fonction sesquilinéaire

o

sur F des couples, U et U’, de fonctions lagrangiennes sur V et V’ .

(Il ) 1 UI) est défini quand Supp u n Supp u, est compact ;

(U ) B UI) E M 01 module sur Fo dépendant de V et V’ ;

(U t U’) ne dépend que de l’allure de U et U’ au voisinage de Supp U n Supp u,

Cu lU’) = 0 quand Supp U n Supp ut = ~ ; 
’

sont conjures ;

*

quand a et a sont des opérateurs laErÊngiens adjoints

20) Supposons ~~ = V’ 0 o Alors :

~U 1 U’) 6 FO (algèbre des nombres formels de phase nulle) ; 
.

(3.12) - 

’ 0 ~ ~ U ~ 1 U) , l’égalité impliquant U = 0 ;

la norme de U r

vérifie l’inégalité du triangle et celle de Schwarz :

si les égalités sont attestes, alors U et Ul sont proportionnelles : ou bien

U = 0 t ou bien il existe a e F0 tel que Ut = a U ~ Notons :

v 

.z désignant l’un quelconque des points de V se prolstant en z sur V ; (3.15)

suppose V muni d’une 2-orientation qui définit l’indice de Haslov mR(z) et

arg d lx (Ch. I, §3, coroll. 3) ; l’amplitude lagraneuen-ne pest indépendante

du choix de R , mais dépend du choix de -n , mesure régulière de V telle que
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Alors, des notations analogues étant employées pour Ut et x

désignant Ry z ,

est une forme différentielle régulière sur V , indépendante de R et

’30) Supposons V ,et transverses . Alors :

dans cp et cp’ ° sont définies près de R z par

dans (3.19) : y est la phase lagrangienne de V ;

w

est le plan lagrangien 2 - orienté tancent à V en z ;

m est l’indice de Masiov déf ini mod 4 ( Ch 1 , § 3 , no 3 ) ;

’ et d~ ~z sont les mesures de Z définies ar (5. 11) et
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Preuve de (3.t6) ~ ~ La formule (5.9) du 
’

Preuve de (3.17) . - L’emploi d’une décomposition de l’unité 0b. 0 b. = 1

j 
. j i

suffisamment fine montre qu’il suffit de prouver (3.17) sous les hypothèses i) ii)

qu’emploie la preuve du lerme 3-.2 et qui impliquent (3.11) . Puisque V = -VI 7 cette

formule (3.11) s’écrit

et prouve donc (3.17) .
1 

Preuve de (3.12) . - L’emploi de la même décomposition de l’unité montre qu’il
suffit de prouver ~3.1~~ dans ce cas où (3.20) vaut ; (3.12) est alors évident, .

ainsi que la précision suivante : si U i 0 ~ alors : .

Preuve de ~ 3 b 1 ~ ~ m ~ La formule précédente et le 20) du théorème 2.3? Chap. IT, §1 .

Preuve de de Schwarz. - Soient U et Ut non proportionnels ; il
~ 

o

existe donc F et s £ IN tels que

les amplitudes lagrangiennes Bo et B"o de U’ et LJ1’ n’étant pas proportion-

nelles ; calcul classique donne

u ’ 

0 
.

il suffit donc de prouver que le second membre est &#x3E; 0 dans F . 0 Autrement dit ,

il suffit de prouver que U et Ul satisfont à l’inégalité stricte de Schwarz , quand
il

leurs amplitudes lagrangd-ennes 50 et 50 ne sont pas proportionnelles ; on a

alors , vu (3.17) ~ ,

donc, d’après l’inégalité de Schwarz classique : .
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donc, vu le théorème 2.3 du Chap. II, ~ 1 :

Preuve de l’inégalité du 10 L’inégalité de Schwarz.

Preuve de 3°) . - Une décomposition de montre qu’il suffit de traiter

le cas oû (U ~ 1 U’) a l’expression (3.11) . Alors (3.18) résulte du 30) du théorème

5.1 (Chape 1-Il § 1) et (3.19) du théorème 5.3 (Chap. 1-1 1) * 

Note 3 . -. En l’absence de l’ hypothè se i) (cf. ® Preuve âu lemme 3 0 2 ~ l’inté-

grale figurant au second membre de (3.20) diverge ( Cf a Théorème 2.2  structure des

fonctions lagrangiennes). La définition 3.5 de ( . ~ 1 .) donne donc un sens à cette

intégrale divergente . 
_t

4 . LE GROUPE S p (Z) des automorphismes de la géométrie 2- symplectique de Z

(cf. Chap Z ~ § 3 ~ nO 4) transforme évidemment les opérateurs lagrangiens en opéra-
teurs lagrangiens ; les composés d’un élément de ce groupe et de fonctions lagran-
giennes,sont des fonctions lagrangiennes, cette composition laissant invariant
le produit scalaire.



9 ~ la,-ran -iens homogènes a une inconnue.

0 . SOMMAIRE. - L’existence de l’inverse a  d’un opérateur lagrangien a ,

sous les hypothèses qu’énonce le théorème 1.1 du § 2 , montre que les systèmes
lagrangiens homogènes a une (§3) ou plusieurs (§4) inconnues sont ceux
dont l’étude n’est pas banale. Ces § 3 et § 4 amorcent cette étude; les chapitres
III et IV la concluront dans deux cas spéciaux: l’équation de Schrôdinger ;.- l’équa-
tion de Dirac, qui est un système à deux inconnues.

1 . LES VARIETES LAGRANGIENNES SUR LEQUELLES SONT DEFINIES LES SOLUTIONS -

LAGRANGIENNES DE a U ~ 0 . ~- Soit a l’opérateur lagrangien associé à la fonc-

tion formelle

valant en z : :

THEOREME 1 . Le support d’une solutions U de l’ équation a U = 0 est une

variété lagrangienne V sur laquelle a 0 0 .

Preuve. - Soit un point de V où aO 1 0; remplaçons 0 par un voisinage
0

de ce point sur lequel aO 1 © ; alors a-1 existe sur 0 et a U = 0
o

implique donc U = 0 sur o.

Nous supposerons que a 0 est à valeurs réelles et que la partie de ~1 où
- -- o

a 0= 0 est une hypersurface ré lière, W, d’équation :
o
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V est donc une sous-variété de W telle que :

V s’étudie en appliquant à la forme de Pfaff [ z , dz ] la théorie d’E. Cartan

des formes différentielles 

2. RAPPEL DE LA THEORIE D’ E. CARTAN [5] DES FORMES DE PFAFF . - Rappelons

d’abord des résultats bien connus, exposés en particulier par le traité de Mme

Y. Choquet-Bruhat [6] . "

Soit cu une forme différentielle définie sur Z , qui, au cours de ce n° 2,

pourra être une variété quelconque, indéfiniment différentiable et de dimension

finie. E. Cartan exprime localement w au moyen d’un nombre minimal de fonctions

le nombre n de ces fonctions est appelé rang de w ; ; ces fonctions sont les

intégrales premières (indépendantes et en nombre maximal) d’un système complètement
intégrable d’équations de Pfaff, appelé système caractéristique de c~ ; E. Cartan

explicite ce système. 

Autrement dit : ce sytème caractéristique équivaut à

il existe une forme différentielle w telle que

Soit u.~ une forme de Pfaff définie sur Z (c’est-à-dire une forme différentielle
de degré 1 en les différentielles) ; le système caractéristique de d w s’écrit,

en notant i le produit intérieur [6J par un vecteur F de Z :

le rang de d w est pair ; notons-le 2 n ; soit localement

2n intégrales premières indépendantes de (2.1) ; ; il existe donc une forme diff éren-
tielle 0) * telle que
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évidemment dou ’ =0 ; donc, localement : w ’ 1 = d w ; ; autrement dit : il existe

localement une forme de Pfafi w , y à 2n variables, et une fonction f
- -- .-.- ---- o

telles que

Le rang de west évidemment 2 n ou 2 n + 1 suivant que f 
o 

est fonction

composée de f = (fi , ... , f ~ ou non ; dans le premier cas, on peut choisir

1 tel que f o - 0 .
Enonçons des compléments moins connus qu’E. Cartan [] (Chap. XII, Les équations

qui admettent un invariant intégral relatif ) a apportés à ce résultat et

rappelons leurs démonstrations.

LEMME 2 . - Soit w une forme de Pfaff ; soit 2 n le rang de d tU ; il existe

localement, sur Z , 2’n+ 1 fonctions numériques f , e ... , e f2 telles queo n

1
sont 2 n intégrales premières indépendantes du système caractéris-

tique de d w .

Note C.~. f~ , ’ ..., n’est pas un système arbitraire d’intégrales premières

de ce système caractéristique : voir la note 2.2 .

Preuve . - Soit f 2 une intégrale première du système caractéristique de

dW ; la restriction de dW aux hypersurfaces f~ - const. est de rang pair

 2n , donc de rang ~2 (n-1) . Soit f 4 une intégrale première du système

caractéristique de cette restriction ;... ; la restriction de d w aux variétés

est de rang # 2 (n - j) et est donc nulle pour une valeur J de j telle

que J~n . Autrement dit :

d w - 0 sur les variétés f 2 = const. ,..., f~ J - const.

Il existe donc une fonction fo telle que 
.
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c’est-à-dire telle que :

Or d % est de rang 2 n ; donc : J = n ; f 1 y intégrales

premières indépendantes du système caractéristique de cu.

E. Cartan a complété ce lemme en employant comme suit la notion de parenthèse de

Poisson. ,

Définition 2. - Soit w une forme Pfaff , mise sous la forme (2.3) . . Soient

g et g’ deux intégrales premières du sytème caractéristique de d w ; ce sont

donc des fonctions composées :

il existe donc une fonction composée du même type, appelée parenthèse de Poisson

de g et g’ , notée (g, g’), telle que

cette parenthèse

qui est donc bilinéaire et indépendante du choix de f = {f1,...,f 2n }, a1 2 n

l’expression suivante, qui emploie un tel choix : 
’

on en déduit que tout triplet g, g’ , g" de telles intégrales premières

vérifie l’ identité de Jacobi :

g et g’ sont dits en involution quand (g, ~’) =0 .

Note 2.2. - Dans l’expression (2.3) de lU, vu (2-5), les couples 

(1 ~j ~k) sont en involution, àl’exception des couples f . 1 , ;
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ceux-ci vérifient :

Note 2.3 . - Soient g1, ..., 1 g des intégrales premières indépendantes du

système caractéristique de d w ; la restriction de @ à une variété

réduit le rang de dc~ d’un nombre pair, qu’E. Cartan ~ ~ = Chap a XII, n° 124?
a explicité : c’est 2(q-r) , si toutes les parenthèses de Poisson (g, g k. J K.

(j,k~{l, e ..., q } ) sont fonctions composées g et si 2 r

est le rang, sur cette variété, y de la forme extérieure

des variables g1’.. 8 , S q . 

’ 

. 

D’ où, en particulier (q = n , r = 0 ~, le théorème suivant, qui éclairera le

début de l’étude de l’équation de Schrödinger et permettra d’établir le théorème

3.~, qui éclaire lui aussi cette étude. 
~ 

.

THEOREME 2 . - Soit w une forme de Pfaff ~ soit 2 n le rang de d w .

1) Le système caractéristiques de d w ossède localement des n - uples

{.f 2 ’ f 4 ,..., f 2n } d’intégrales premières indépendantes, en involution deux à

deux.

2) Etant donné l’un de ces n - uples, une quadrature donne localement n + 1

fonctions f , fi’ f3 ,..., f2n-i telles que w ait l’ expression (2.3) ; 3
o § n- ..--..- - - - --..-...

f , f , f , sont des intégrales premières indépendantes du système carac-l 2 § 2 n

téristique de d w .

Preuve de 1°) . - Le lemme 2 et la note 2.2. 
,

Preuve de 2° ) . - Par hypothèse

autrement dit, il existe des formes différentielles -;. telles que
J
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( --w supprime ce qu’il coiffe) ; cette relation exprime l’existence de formes

différentielles 8. telles que

c’est-à-dire la condition

c’est-à-dire l’existence d’une fonction f o telle que

c’ est-à-dire l’existence de n+1 fonctions f ., f 1 ’ 1 f3 f 2n - 1 vérifiant

(2.3) . 
.

1

3. VARIETES LAGRANGIENNES DE L’ESPACE SYMPLECTIQUE Z ET DE SES HYPERSURFACES.-

Notons :

c’ est-à-dire, dans un repère R :

dw est évidemment de rang 2 ~ : son système caractéristique est dz = 0 e

Les variétés lagrangiennes V de 2 , qui sont les variétés de dimension 1

sur lesquelles dw= O , sont les variétés d’équations locales, hors du contour

apparent ~ de V :

où est la phase de V dans R ; cpR est une fonction arbitraire quand V

est arbitraire. 

Etant donné x EV, on peut choisir R tel que x ~ ~ et employer les

équations locales (3.3) au voisinage de x . 9 
R

Mais, si l’on veut employer un seul repère, y on devra préciser comme suit le

résultat précédent.
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xj et p. désigneront des coordonnées duales de x et p.

’ 

J

LEMME 3-1. - Les variétés lagrangiennes de Z , dont la projection par

z - x est une variété de X de dimension k ~ ~ et d’équations

sont les variétés V d’équations locale (3.4) et

où cp est la phase de V dans R et oii x~ , . ..xk, pk + 1 ’ .. 9 Pt
sont des coordonnées locales de V ; est une fonction arbitraire de

x1, ...,xk quand V est arbitraire.

Si k = f, les équations de V se réduisent à (303)

Si k = 0, V est un plan :

x = const. , p arbitraire ; TR = const.

Preuve. -

La condition dcu = 0 sur V est donc l’existence sur V d’une fonction

R de (x1,...,xk) vérif iant (3*5)’ La condition dim V = 1, est que

9 indépendantes sur v .

Notations. - Etant donné une fonction f : Z - R et un repère R, fR désigne

la fonction Z (1,) -t R telle que : pour Rz = (x , p~ ,

c’est-a-dire fR oR= f.

W est une hypersurface de Z d’ équation
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wW et f w sont les restrictions de oo et f à W . °

LEMME3.2 . - (E. Cartan) . - d ww est de rang 2 t - 2 ; son système carac-

téristique est le système d’Hamilton :

où le vecteur (E- , - IL. ) est évidemment tangen.t à W.
s p -11 , s x

Preuve . - La condition

s ’écrit

vu (2.4) et (2.5) , ou l’on choisit f2j-1 = p. , 1 f 2j - xj pour identifier
2j-1 j 2j

(2.3) et (3.2); cette condition (3.8) s’écrit donc

. elle n’est pas vérifiée identiquement ; ~ · donc ~ 
t - 1 

~0; · or ( d w cu w) t =0 ;
donc le rang de d ww est 2 (f- 1) et les relations équivalentes (3.8) et ( 3.9~
expriment que 

. fW est intégrale première du système caractéristique de dw W
ce système est donc le système d’Hamilton (3.7) -

Note 3.1. - Nous emploierons, sur W, comme coordonnées locales 2 ~ -- 2

intégrales premières indépendantes du système d’Hamilton (3.7) et une fonction

t telle que (3.7) s’écrive :

Définition 3.1. - Etant donnée une fonction g : Z -~ R , définissons, en z ,

g Z E 2 par

autrement dit :
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le système d’ Hamilton (3.10) s’écrit donc :

vu (2.5), où l’on choisit f2. 1= p. , f2°= xj pour identifier (2.3) et

(3.2), le crochet de Poisson de g et g’ est :

Le vecteur de W est appelé vecteur caractéristique ; les courbes de

W tangentes à ce vecteur en chaque point de W, c’est-à-dire solutions du système

d’Hamilton (3,7) sont appelées courbes caractéristiques. ,

Voici le théorème classique qui explicite les variétés lagrangiennes de V ,

c’est--à~dire la résolution de l’équation non linéaire du premier ordre, dont l’in-=

connue est une fonction c~ :

THEOREME 3.1 - 1) Le système d’Hamilton (3.7) possède des (f- 1) - uples "

d’intégrales premières indépendantes, deux à deux en involution, c’est-à-dire

telles que :

Etant donné l’ un de ces (f-1 ) - uples, une quadrature définit localement t

fonctions

telles que :

g1 ’ ... 9 h1 ’ ... , e ht-1 constituent 2 premières indé-

pendantes du système . Si t est déf ini par ~ 3 .10~ ,
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constituent des coordonnées locales de W ~ g go est une fonction de ces coordonnées

2) Les varié tés lagrangiennes V de W sont les variétés de V qui localement:

i) sont fibrées par des courbes caractéristiques :

t arbitraire ; h1 == const ... , = const , g1 == const , ... , g~w 1 - cons

ii) ont pour base B de cette fibration les variétés

lagrangiennes de l’espace Z ( f - 1 ) de coordonnées

(3.18) x’ = (h1 ’ ..., h~~~ , p’ = (g1 ’ 9®se, 

3) Si les coordonnées sont employées sur W, les équations locales

d’une variété lagrangienne V de W sont les suivantes, après avoir convena-

les choisi k E (o , ... , f - 1 ) et choisi

j~ - k fonctions numériques réelles ~’o ’ ~k + 1 ’ ° ° ° ’ F t - 1 
de k variables :

 

, 

, ... , nk,gk+1,..., , g(f 1 sont des coordonnées locales ae V . A La phase

~J~’ vaut : °

Si k= l - 1, signifie :-2:. K = .Ñ - 1 , l.e -- le système (3.19) signifie : r-

Si k = 0 , , il 

(3.22) h = const. , , g arbitraire ; Fo - const.

Preuve de 1°) . - Le théorème 2 et le lemme 3.2.



11

Preuve de 2°) . - La condition que d w= 0 sur V , équivaut, vu (3.16) à la

suivante : l’application

applique V sur une variété B de Z (/; - 1) , , vérifiant 0 d hj ^ dg. = 0 ;
j 

j

B est donc de dimension  l-1. Pour que dim V = l, il faut et suf f i t que :

i) dim B = ~-1 , c’est-à-dire : B est lagrangienne ; 

ii) (~.23) applique une courbe caractéristique de V sur chaque point de B .

Preuve du 3°~ . - Le lemme 3,1 , , ou l’on remplace ,

par

en sorte que (3.16) donne :

Le n° 4 va employer la 

Définition 3.2 . - Etant donnée une variété lagrangienne V de W, nommons ~

mesure de V invariante toute mesure régulière T) de V invariante par le

vecteur caractéristique m de W ; c’est-à-dire : 9 toute forme différentielle ’n ,

définie sur ~T, homogène de degré ~ en les différentielles et annulée par la

dérivation de Lie [ ] k dans la direction de m :

c’est-à-dire, puisque par définition

telle que :

THEOREME 3’2. - 1°) Employons sur V - 0 la coordonnée locale
R

la condition que
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est une mesure de V invariante s’écrit :

Vu (3.10), elle signifie que ; le long des caractéristiques engendrant V ,

plus explicitement :

2°) Employons sur V les coordonnées locales (3.17) ; la condition que

est une mesure de V invariante.s’énonce :

(3.31) la fonction T . est indépendante de t .

Preuve de 1°~ . - Dans les coordonnées choisies, les composantes de n . sont :

(3.27~ exprime (3.25) . .

Preuve de 2 °). - Dans les coordonnées choisies, les composantes de n sont :

(3.31) exprime (3.25) . .
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4. CALCUL DE a U . - Explicitons la définition d’un opérateur lagrangien,

c’est-à-dire la formule (6.6) du Ghap.Ils § 1. 
’ 

Notations 4 - - Soit a un opérateur lagrangien, associé à une fonction formelle

définie sur (2 c Z . Soit W une hypersurface de Q d’ équation

Soit V une variété lagrangienne de W ; soit cpR sa phase dans un repère R ; $

soit une fonction indéfiniment différentiable

x = Rxz servira de coordonnée locale sur V B~% -

une mesure de V invariante (n° 3).

THEOREME 4 . - 

où Zr est un o érateur différentiel d’ordre :5 r , dépendant de a,V et R .

20) Si a 0 = H , alors :

d dt étant la dérivée le long des courbes caractéristiques de W , y [cf.(3*10)]j
c’est-à-dire la dérivée de Lie L .

7t

3°) Plus généralement, supposons que a s’annule n fois sur W :

il existe alors un nombre m , entier ou infini, tel que :
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l’ opérateur différentiel M dépend de a et W , y est indépendant de V et R ;

il n’est pas identiquement nul sur W ; son ordre est  m , n’étant
atteinte que si m = n .

m = 1 . Si n &#x3E; 1 ~ ~1 est donc en énéral la multiplication par

une fonction non nulle.

4°) Si a° - H et si HR est un polynôme en p de s , de partie
- - 

- 

armi r 
- 

m..r r r 

principale HR(s), alors : 
,

Si s = 2 , les formules (4.3) et ~~..5~ explicitent donc a . 

’

Preuve de 1°) . - La formule (6.6) du Chap. II § 1 s’explicite comme suit :

est l’opérateur différentiel d’ordre r , , fonction formelle de V :

la somme l JI) i 
étant étendue à l’ensemble des (k+2) - uples 1,J ,...,J,

.

de £-indices vérifiant la condition :

cette condition implique évidemment : s k ~ r .

Ces formules (4.6) et (4.7) impliquent évidemment (4.2) et ~4.~ ~, où L est
indépendant de v , alors que en dépend.
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donc : o o

cette relation équivaut à (4-3)2 , vu (3.10) et (3.29).
1

Preuve de 3°).- Soit k il existe une fonction 0b0 : (2 -. ae telle que :

où : n = n et °b° n’est pas identiquement nul sur V , si ;
o

Puisque

il existe un opérateur lagrangien c tel que :

0 1 0 0
si c0 ne s’annule pas sur W y notons b = c , n1 = 0 ;

c

si c0 s’annule sur W , appliquons à c le raisonnement qui vient d’être .

o

appliqué à a ;

poursuivons par récurrence ; nous obtenons une décomposition du type De Paris [ ]
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ou ·

Vu le 1°) du théorème,

notons :

si m(k) &#x3E; k , on a donc :

Si m(k)&#x3E;k pour tout k , on a donc :

le théorème vaut avec m = 00 .

Sinon, nous choisissons k tel que :

nous définissons m = m(k) ; nous notons J l’ensemble des j tels que :

est mod. 1 la multiplication par la fonction

la décomposition de De Paris donne donc, y vu (4.9) :

ou : . n ;

’ 

J est fini, non vide ; OC J si et seulement si m= n ;

jbo n’est pas nul sur W .

Vu (4.3)2 , les relations (4.4) valent donc, avec :
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L n’est pas nul ; son ordre est  m ; ; cet ordre est m si et seulement si

m = n . 
’

En général c~ ne s’annule pas sur W , donc n. =0 3, m(k) =1 , m=1

Preuve de 4°) . - a~=H ; ; vu ( 4. ‘~ ~ où â = H , on peut
compléter la condition (4.8) par la relation :

Si r &#x3E; s , elle ne peut être satisfaite ; donc L = 0 .
r

Si r = s , , elle exige k = 0 , (4.8) devient

et ~4.?~ s’écrit donc :

la somme étant étendue à l’ensemble des ~-indices I tels que : t

autrement dit :

où l’on peut remplacer , ce qui donne (4.5~.

5. RESOLUTION DE L’ÉQUATION LAGRANGIENNE a U = 0 . - .

Vu le théorème 1 , les solutions de cette équation sont définies sur des sous-

variétés lagrangiennes V de la variété d’équation a 0 = 0 .

Notations 5 . - Nous supposons que cette équation

définit une hypersurfaoe de Z ; soit W l’une de ses parties régulières. Soit



18

l’expression dans un repère R d’une solution U définie sur une variété lagran-

gienne V de W . Nous employons les notations 4.

Vu le théorème 4.1 , la condition que a U = 0 sur V 1 £% s’écrit N) :

la première de ces équations s’écrit :

est l’amplitude lagrangienne de U ; elle est indépendante de R .

Le théorème 2.2 du Chap II, § 2 complète comme suit ces équations ~5.~~ :
1

est indéfiniment différentiable sur 1l ;~
rappelons que X-1 R = 0 sur R .

Note 5*1 * - Si le nombre de fois que a s’annule sur W est n &#x3E; 1 , alors,
0

en général, l’opérateur M est le produit par une fonction M : W -~ C

non nulle ; les équations (5.1) impliquent donc que le support de U est

une sous-variété lagrangienne de la variété de Z d’équations :

L’étude de ce cas exige que les n° 3 et 4 soient généralisés : il faut construire

les sous-variétés lagrangiennes V d’une variété donnée W de Z quand la

codimension de W est &#x3E; 1 ; il faut expliciter a U , quand U est défini

sur une telle variété lagrangienne V . Nous n’étudierons pas ce cas et l’excluons.

Montrons comment les conditions ~5.~~ et (5.2) permettent de résoudre l’équation
a U = 0 en employant un seul repère R .

LEMME 5 . - Soit K un arc d’une caractéristique engendrant V ; supposons

que l’ordre de M est &#x3E; 0 et que le coefficient principal de M ne s’ânnule pas

sur K .

1°) Soit z’ E K ; ; soit U’ une solution de l’équation lagrangienne a U’ - 0 f

définie au voisinage de z’ dans V . -
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Il existe alors un voisinage de K dans V sur lequel l’équation a U = 0

possède une unique solution U telle que U = U’ au voisinage de z’ .

2°) Soit R un repère tel que Dp soit transverse à K et que x~1 ne

s’annule pas une infinité de fois sur K 3 pour que U R soit au voisinage

de K l’expression dans R d’une solution lagrangienne U de l’équation .

a U = 0 , il faut et suffit que IL, vérifie (5.1) et (5.2).

Preuve ; notations V K est un voisinage de K du type :

I (B : boule |b| 1 de Rn ; 1 : segment t 1 :5 const. de R) ;

les segments b x I sont des caractéristiques ;

0 x I est la caractéristique donnée K ; z’ = (0, 0) ;
U I. = I est un recouvrement fini de 1 ; V. = B x I ...
j j 

’ 

J J

Preuve de 1°) . - Faisons un choix des V K et V , ayant les propriétés suivan-
tes :

U’ est défini sur Vo ; ;

à chaque V . est associé repère R . tel que :
j j

1 . est le segment j - 1  t  j + 1 .

j

Si U a été défini sur V U V1 U . ! · U vj-1 (j &#x3E; 0) , alors l’ emploi de
o 

(5.1) dans le repère R. permet de prolonger à V. successivement les défi-
J J

nitions de aRj,0,.... aRj,r, ....., URj U ; ces prolongements sont uniques.

Preuve de 2°). - L’expression U R d’une fonction lagrangienne U définie

au voisinage de K vérifie (5.1) et (5.2). Il s’agit de prouver la réciproque.

Soient un repère R , un voisinage V~ de K et une fonction formelle

définie sur V , vérifiant (5.1) et (5.2).K R K

Il s’agit de prouver que UR est, au voisinage de K , l’expression dans R

d’une fonction lagrangienne.

Soit z’ E K ; vu 1 ° ) , il existe une unique fonction lagrangienne U définie

au voisinage de K , dont l’expression dans R est UR au voisinage de z’ ;

il s’agit de prouver que cette expression est UR au voisinage de K .
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Puisque cette expression vérifie, comme e (5.1) et (5.2) f il suffit de
prouver le théorème d’unicité que voici : si la fonction formelle ( 5.3~ est nulle
au voisinage d’un point de K , alors elle est nulle au voisinage de K .

Choisissons des V K et V. ayant les propriétés suivantes :

u = 0 sur vo ; J ,

I j est le segment j - 1 t ~ j ; ,.

Supposons prouvé que :

vu (5.2) , possède sur Bj une infinité de dérivées, toutes nullesR R,r i
(5.1) donne donc successivement :

Ce lemme énonce de surprenantes propriétés des opérateurs différentiels M et L ?
mais nous ne retiendrons que la conséquence suivante du 2° ~ de ce lemme : 

’

THÉORÈME 5 . - Soit V une variété lagrangienne de l’hypersurface W ,

, 
ou ~ Soit R un repère. Soit n = d ae x une me sure invariante de V ;

supposons ue x;1 ne s’annule as une infinité de fois sur Ig ; supposons L
transverse aux caractéristiques de W qui engendrent V . .Alors, pour que

soit lexpression dans R d’une fonction lagrangienne U définie sur le revê-

tement universel V de V , il faut e t suf fit U vérifie (5.1 ) et (5.2).

Note 5.2 . - Le lemme 5 et le théorème 5 s’appliquent évidemment aux solu-

tions U , définies mod 1 vs sur V de l’équation
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6. SOLUTIONS A AMPLITUDE LAGRANGIENNE POSITIVE DE L’ÉQUATION LAGRANGIENNE
a U = 0 mod 1/v2 : QUANTIFICATION DE MASLOV. - Définition 6.1 . - Nommons

hamiltoniens toute f onction indéfiniment différentiable

H : Q 1 R (o : é partie ouverte de Z)

telle que ~3~ ~ ~ sur l’hypersurface W d’équation :

On sait qu’en mécanique classique le système d’Hamilton (3.7) régit le mou-
vement des paxticules et plus généralement, celui des mécanismes holonomes.

Soit a l’opérateur lagrangien associé à un haaniltonien H ; la résolution

de l’équation

est la recherche des variétés lagrangiennes de W possédant une mesure inva-

que nous supposerons ehoisie &#x3E; 0 .

En effet 
o 

s’écrit, vu (4.3) :l’équation (5.1)o 

v

et signifie donc ceci : l’ amplitude lagrangienne de U est constante sur chacune

des caractéristiques engendrant V ; 9 autrement dit : pq est invariante.

Nous lui imposerons d’être &#x3E; 0 ; autrement dit, nous imposerons à l’ampli-

tude de U la condition

(Rappelons que c’est le cas en physique, y où l’amplitude doit varier plus lentement

que e VCPR ).que e 
-

La définition 3.2 (Chap.II, ~.2) des fonctions lagrangiennes sur V exige la

donnée d’un nombre imaginaire pur vo , que le chapitre III notera :

car la physique quantique choisit 2TTh égal à la constante de Planck.

Puisque
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la condition que É soit lagrangien sur V mod. 1 v sera réduit à celle-ci :

est défini (c’est-à-dire : uniforme) sur V ; vu les définitions de (d ex) 1/2
et fi (Chap. I, § 3, Coroll. 3 ; Chap II, § 2, Théor. 2), cette condition
est la suivante :

Définition 6.2 . - Une variété lagrangienne V vérifie la condition quantique

de Maslov quand la fonction

est définie mod. 1 sur V ; cette condition est indépendante du choix du re-

père R .

Note 6 . - Si V est orientée, au sens euclidien, alors m R est défini

mod. 2 sur V ; la condition quantique de Maslov impose alors à chaque période

, c ’ e st-à-dire à chaque période

d’avoir, mod. 1 ; l’une des deux valeurs : 0, 1~2 .

Si V était 2-orientée, mR serait défini sur V mod. 4 et cette condition

imposerait à (p et ~ d’être définis sur V mod. 2~~ ; ce ne sera pas le cas

dans les applications que donne le Chap. III.

Nous venons de prouver ceci :

THEOREME 6.-1°) Soit a l’opérateur associé à un hamiltonien H . La condition

qu’une solution lagrangienne U , à amplitude lagrangienne é o , de 

(6.3) a U = 0 ~ 

’

puisse être mod. l/V , sur une variété V est ue V possède simulta-
nément les trois propriétés suivantes :

i) V est une variété lagrangienne de l’hypersurface W : H(z) = 0 ;
ii) V possède une mesure invariante (par le vecteur caractéristique de H) ;

iii) V satisfait la condition quantique de Maslov. 

2°~ La donnée de V , possédant ces trois propriétés, définit U à un facteur
. 

constant rés si et seulement si la mesure invariante de V est unique ; c’est-à-
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dire si toute fonction indéfiniment différentiable sur V et constante sur chacune

des caractéristiques engendrant V est constante sur V .

Le § 2 du Chap. III, appliquera ce théorème. 
’
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7. SOLUTION DE CERTAINS SYSTEMES LAGRANGIENS A UNE INCONNUE . - Les théorèmes 
’

7.1 et 7.2 précisent le théorème 6 ; ils sont respectivement appliqués par le § 1

et le § 3 du chap, III.

THEOREME 7*1  " Soient a (j = 1, ..., l) les opérateur lagrangiens associés
à Î hamitoniens :

indépendants s t DEUX A DEUX EN INVOLUTION ; tels s 

1°) La condition que le système :

osséde une solution lagrangienne U définie, mod. 1/v , la variété connexe V

est ue V vérifie simultanément les deux propriétés suivantes : 1

i) V est une composante connexe de la variété de Z d’équations :

variété qui est lagrangienne ;

ii) V satisfait la condition quantique de Maslov (défin. 6.2).

L’amplitude lagrangienne de U est alors constantes quand on choisit pour mesure de V

V choisi, U est donc défini à un facteur numérique constant près.

20) Les dérivées de Lie _’1. suivant les vecteurs caractéri stlclues des H(j)
L j 

commutent ; si V est compact) V est donc un tore, dont le groupe des translations

est engendré par les transformations infinitésimales 1_§ ~ ,

Note 7 . - Rappelons que d2i-z est défini par (5.15), Cha p. II, § 1 ; (7.4) signifie
que est la restriction à V de toute forme nz de Z telle que

~ est évidemment indépendant du choix de 11Z .
Preuve de 1°) - D’après le théorème 1 , le support de U appartient à l’une des
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composantes connexes V de la variété d’équations (6.6). -

Réciproquement, soit V l’une de ces composantes ; dw est de rang 2~ , car

son système caractéristique est dz = 0 ; vu le théorème 2 (E. Cartan), il existe

localement des fonctions go, ... , g2 telles que :

la restriction wv de w à V vérifie donc :

or : dim V = 1 ; V est donc une variété lagrangienne.

Ce résultat pourrait d’ailleurs être déduit du théorème 3.~, 3°~, ~3.22~.

Soit R un repère de Z ; , · soit ( x ,p~ = Rz ; , · la condition que et E
sont en involution s’énonce : 

’

c’ e st-à-dire :

ni ( j )
en notant .. la dérivée de Lie suivant la direction caractéristique de H(j) :

mi

De (7.5) résulte :

d’autre part la définition de la dérivée de Lie donne : ,

d’où, vu la définition (7.3) de ~ :

Vu le théorème 4 2°), la condition qu’une fonction lagrangienne U définie
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v

sùr V vérifie :

est donc que son amplitude lagrangienne ~ vérifie

. 

puisque les sont indépendantes, c’est-à-dire vérifient .1 , cette condi-

tion s’énonce : .

b est constant sur V .
v 

’

La condition que la fonction U soit, mod. 1/v , lagrangienne sur V équivaut

donc, vu le n° 6, y à la condition quantiques de Maslov.

Preuve de 2 o ~. - Vu le chap. II, ~ 2, (1.1) , y le commutateur de a et ~a .

est l’opérateur associé à la fonction formelle :

la condition que et H (k) sont en involution est que cette fonction for-

melle est nulle mod. 1/v 2 ; c’est une fonction impaire de v ; ; elle est donc

nulle mod. 1/v3 ; ; d’où : 
,

vu le théorème 4 21) :

donc

donc, vu (7.6)

les transformations infinitésimales L1 , ... , Zl engendrent donc un groupe abé-
m h

lien d’homéomorphismes de V , si V est compact ; J d’oÜ 2°)~
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Complétons ce théorème 7.1 :

THEOREME y . 2 . - Soient operateurs lagrangiens (j = 1 ,..., y

COMMUTANT L’UN A L’AUTRE et , aux opérateurs associés à

hamiltoniens HBJ indépendants ! vérifiant (7.1)1] ; ,. ces hamilto-

niens sont donc en -. vérifient. (7.1)2J. Posons le problème :
définir sur une variété connexe V , mod. 1/v , une solution lagrangienne U

Supposons vérifiées le s conditions, i) ii) dont le théorème 7,1 prouve la néces-

sité ; alors ce problème a une solution U si et seulement si, en outre les deux

conditions suivantes sont simultanément vérifiées: :

iii) une solution de (7.?)~ ~ existe sur V ~ (nous la supposerons explicitée) ;
w

iv) )’ une fonction "1 - C~ pue dëf missent 

et fermée sur V ’B ~ et la condition d’avoir des singularités polaires sur

S ? est une fonction V 4 C ; ( la de cette fonction résout 
R 

’

t 

,Quand i) ii) iii) iv) sont vérifiées, alors, sur V, , la solution U de 

(7??) est définie à un près 9 qui est un nombre formel de phase nulle. 
’

Préliminaire à la preuve Soit R un repère de Z ; soit V vérifiant i) ;
énonçons comme suit le théorème 4 l’) 2’) : r Soit b ; : V B ?Il - C ; ,

R

ou est tiTI opérateur différentiel d’ordre  r , Y dépendant de aBJ ( .) et V ;

L’hypothèse que les a Il commutent s’énonce :
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Preuve . - Soit U une fonction lagrangienne, définie sur V , y d’amplitude

lagrangienne p = 1 ; notons son expression dans le repère R :

Supposons que U est donné modo 1- et vérifie ~‘~.7~ ~_~ : ,

v

sont donnés et, vu (7.3)~ vérifient : .

La condition que U est que :

cette condi ti on est un système de A équations, qui définit eV.) 
r 

, c’est-
j r

; c’est-à-dire dp , en fonction de p 
o 

, ... , br-1 1 ; la

j) L - r o r-

H

condition d’intégrabilité locale de ce système y c’est-à-dire la condition que

l’expression de d~ donne soit une forme de Pfaff fermée, s ’ énonce , puisque
les !

K

c’est-à-dire, en remplayant s par s+1 :

Or ~~,~0~ implique



29

où § signifie
s, t

; autrement dit, cette somme est étendue à l’ensemble

des couples d’entiers (s,t) tels que :

autrement dit, (7.10) implique :

et de même :

La condition d’intégrabilité locale (7.12) s’écrit donc :

elle est donc vérifiée, vu l’hypothèse de commutativité (7.9~·

Le système (7*11) définit donc une fonction

v v

à l’addition près d’une fonction localement constante sur V Avec ce choix
v v Jn.

de br e U R est localement, sur V ZR, y l’expression dans R d’une solution

lagrangienne de (7*7)
Vu le lemme 5, 1°), qui vaut y il existe donc une solution lagran-

v

gienne de (7.7)2 sur V , dont l’expression dans R est U- y à l’addition près;
à 8 d’une fonction constante sur chaque composante de V N 1 ; vu le théorème
5, l’addition à br de l’une de ces fonctions fait que B r est indéfiniment

différentiable sur est donc alors défini à l’addition près d’une fonc-

tion constante sur V .

Vu l’hypothèse ii) la condition de Ma,slov est vérifiée ; vu le n° 6, pour que
U soit lagrangienne sur V mod. 1/Vr+1 il est nécessaire et suffisant que p r
soit une fonction : V - C . le théorème.

CONCLUSION . - V.P. I1aslov [ ] omme "asymptotiques" les "solutions définies
mod. 1/V" étudiées n° 6 et 7. Elles n’ont pourtant aucune raison d’être égales
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mod. à une solution lagrangienne U de l’équation a U = 0 (cf. théorème 7.2
et du chap. III, § 3) ; et une expression UR d’une telle solution U n’a aucune

raison d’être le développement asymptotique d’une solution de l’opérateur différen-

tiel ou pseudo-différentiel que a R peut définir formellement : les exemples

traités au chap. III le montrent.

Le caractère le plus évident de cette analyse lagrangienne, 2- suggérée par l’étude

de V.P. Maslov 1 1, est son originalité propre.

Elle est formelle ; i du point de vue physique, c’est donc aux grandeurs non

observables de la physique quantique qu’il n’est pas absurde de l’appliquer.

§ 4 ’ . Les systèmes lagrangiens homogènes : a U = 0 .



? 4 .  SYSTEMES LAGRANGIENS HOMOGENES A PTUSIETJRS INCONNUES.

Généralisons les résultats les plus simples du § 3 : ses théorèmes 4, 5, 6 et 7.1.

m
1. CALCUL DE E a U . - Etendons un résultat n° 8, en explicitant

m-1 
Tl m

sa preuve ; nous généraliserons ainsi le théorème 4 du § 3 . *

Notations 1. - Soit a une x w matrice, dont les éléments am
, 

n

(m, n = 1 , ... , j) sont des opérateurs la.grangiens, associés à des fonctions for-

melles de phases nulles, éléments d’une matrice

Soit W une hypersurface de S~ , d’ équation

Soit V une variété lagrangienne de W ; f soit sa phase dans un repère

R ; notons

Soit a = ... , un vecteur, dont les composantes sont des fonctions indé-

finiment diff érentiables

x servira de coordonnée locale sur V B 7) .
R

Soit dt x une mesure de V invariante ( § 3, n" 3 ~ *

THEOREME 1 . 
- 1) On a :



2

~££ 1,_ es’ ane matrice, dont les éléments sont des opérateurs différen-

tiels dépendant de V , a et R .

2°) Supposons dét b - H. Il existe deux vecteurs non nuls , f et g,

fonctions de ~x , p) E W tels ue :

ce qui est ~possible, tels que sur W :

fm g’ soit le mineur de bm dans la matrice b ,
n

tels que : .

Notons

vu (1.3) et (1.4) ~

Cette formule est complétée ar la suivante 2 où y est une fonction arbitraire :

V B BR -. C et où a est la dérivée le long des courbes caractéristiquesR dt

de W c’est-à-dire la dérivée de Lie 1 :
ft

où J ~x , p~ est défini sur W par la formule :
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dans ~ . , . ~ désigne la parenthèse de Poisson, déîinie par (3.14), ~ 3

Voici des propriétés de J , évidentes sauf la premières .

. Note 1.1 . - J ne dépend que de b , c et des restrictions de f et g à W.

Note 1.2 . - La multiplication de f par h : W -&#x3E; C B {0} multiplie g

par i-1 et ajoute h dt ° 

Note 1.5 . - Si la matrice b est symétrique et la matrice c antis é-

trique, alors J = 0 , car on peut choisir f = g .

Note 1.4. - Supposons les matrices b et i c self-adjointes ; c’est en parti-
culier le cas quand la matrice a est self-adjointe, c’est-à-dire quand

alors les valeurs de J sont imaginaires pures, car on peut choisir g = f .

Preuve du théorème . - 1°) résulte du théorème 4, § 3 . Pour prouver 2’), notons :

en sorte que, xl et p . étant les composantes de x et p (i, j = 1,..., l : 

Vu la définition (6.3) - (6.6), § 1 , de a~ :

d’où, vu (1.9) et la définition ( 1.2) de L1: :
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d’oii, en choissant

donc, vu. (1.5) et la définition de

où

Or, vu (3.28) ~ 3 :

(1.10) équivaut donc à (1.7). D ’ autre part 9 vu (1.4) :

(1.11) peut donc s ’ écrire :
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puisque le déterminant ci-dessus est une fonction anti-symétrique de ~i , j ~.
Or (1.12) équivaut évidemment à (1.8).

Preuve de la Note 1.1. - (1.8) s’écrit :
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or, Y. (.1.4), il existe des fonctions régulières Fn telles que :

donc , sur W ou H = 0 : â

donc J ne dépend que de b,c,f et de la restriction de 9 à W .

o

2. EVOLUTION DU SYSTEME LAGRANGIEN a U = 0 , QUAND LES ZEROS DE det ao SONT

SIMPLES .- Alors le n° 5 du § 3 s’ étend aisément . 
°

Notations 2 . - Conservons les notations 1. Vu le théorème 1 1 °~, les solutions

du système

sont définies sur les variétés lagrangiennes V de l’hypersurface W d’équation

(2.2) W : iI = 0, où H = dét. b ; (par hypothèse : H ~ 0 sur w.)

Soit
,m

1’expression) dans un repère R , d’une solution

du système (2.1) , , qui s’écrira :

a U = 0 ;

les U ID sont des fonctions lagrangiennes définies sur V C W ; les 
m ,

des fonctions : V B ZR -&#x3E; C03BC Vu le théorème 1, la condition a U = 0 sur

VBZ s’écrit : (A r E N)
Ti .
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vu (1.6) , elle implique :

Notons M 0 l’une des matrices V ~ telles que la relation

équivaut à l’existence de

sous la condition (2.4)r, l’équation (2.3)r s’écrit donc :

et, vu (1.7) , l’équation (2.4) r+ 1 s’écrit :

Le théorème 2.2 du § 2 complète comme suit ces équations

tiable rappelons que X -1 = 0 sur 0.
R R R

Le lemme 5 du ~ 3 s’étend aisément : il montre que les conditions (2.5) , , (2.6)
r r

et (2.7) 
r permettent de résoudre le sytème a U = 0 en employant un seul repère

R ; plus précisément (cf. ~ 3 , théorèmes 5 et 6) :

THEOREME 2.1 . - Soit V une variété lagrangienne de l’hypersurface W
v 

définie par (2.2) ; soit V son revêtement universel. Soit R un repère .
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- / d x mesure invariante de V ; supposons que X R ne
’R tme mesure invariante de V supposons que X-1 R ne

pas une infinité de fois sur Z) ; supposons S transverse aux
R R

caractéristiques de W qui engendrent V . Alors, pour que

soit l’expression dans R p d’une solution lagrangienne U = ..., 

w

définie sur V [ou sur V ] , du sytème a U = 0, il faut et suffit que ( V r E N)
v w v v

les vecteurs 
r 

: V N S 
-&#x3E; C" et les fonctions Y R , r : V -Y,’ R C vérifient

les conditions :

Note 2. - ,Ce théorème s’applique aux solutions, définies mod. 1 , à l’addition
v

près de O’s fe , où 0’ e v 0 CPR : V -~ ~ ~ , ~, du système : .
v

Evidemment : v

THEOREME 2.2. Réduction d’un système à une équation). - Conservons les
v

hypothèses du théorème 1. 2°), qui définit H et J . L’existence sur V c W

[ ou sur V ] d’une solution du système lagrangien

v

équivaut a l’ existence sur V [ou V ] d’une solution de l’équation lagrangienne

où a’ est l’opérateur lagrangien associé à la fonction formelle

A toute solution U du système (2.1)~ correspond une solution ut de l’équa-

tion (2.~) telle que :
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Le chapitre IV emploiera, dans le cas particulier de l’équation de Dirac, un

théorème de réduction analogue au pré~,~édent .

3. UN SYSTEME LAGRANGIEN PARTICULIER a U = 0 , POUR LEQUEL LES ZEROS DE

dét. aô SONT MULTIPLES. - Le chapitre IV emploiera l’extension suivante du
o

théorème 7.1 du § 3 . (Le théorème 7.2 de ce § 3 admet une extension analogue,

THEOREME 3 . - Soient a~k~ ( k = 1 , ... ~ , ) x g - matrices dont les

éléments sont des opérateurs lagrangiens a(k) associé mod 1 2
v

à la matrice .

où E est la [1 X [1- matrice unité, H (k~ . . Q - est x g

, 

2
matrice : Q 4 Cl’ . Notons V la variété d’équation

Su pp o s on s que les a&#x3E; commuient mod. ’~’ 1 et que

au voisinage de V.

Alors :

1 °) Les hamiltoniens HCk) sont deux à deux en involution, : · V est une variété

lagrangienne ; sa mesure

est (Bfk) invariante par le vecteur caractéristique K (k) de H (k) y
qui est. tangent à V est compact, V est donc un tore, dont

les transformations infinitésimales £ x (k) engendrent le groupe des transla-

tions *
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2°1 1 .’oit :ï - ~ U~ ,... ,U ~ un vecteur, dont les composantes Um sont des

fonctions lavrangiennes ; our qu’il vérifie le sytème lagrangien

il faut et suffit que U soit défini sur V et que les amplitudes lagrangiennes

5 = ( Y ... , f3 Il ) de ses composantes vérifient le système d’ équations aux dérivées

partielles du premier ordre :

et ou (. , .~ est la parenthèse de Poisson (3.14) du § 3 ; ce système
. 

équivaut à un sytème de Pfaff complètement intégrable

X ~l matrice w sont des formes de Pfaff définies sur V ;P doit

vérifier,  condition quantique&#x3E;&#x3E; :

Note 3 . - La condition que (3-3) est complétement intégrable s’énonce :

est la matrice d’éléments

elle est donc vérifiée ; elle équivaut à : â

en notant, dans un repère arbitraire R :

(3’6) ou (3.7) équivaut à la commutatibilité des a mod. -1-. .
v3

Preuve de 1") . - Soient U 
m (m= 1 , ... , Jl) des fonctions lagrangiennes

défin-:es sur V , d’amplitudes lagrangiennes P ; soit U = B. U1 ’ ... ,U ~ &#x3E; ,
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Vu le théorème 4 du

OÙ L(k) est une 03BC x 03BC matrice, dont les éléments sont des opérateurs diffé-

rentiels d’ordre 1 ; la partie principale de L (k) est 1 
(k) 

E , f 
(k) 

étant
K K ’

la dérivée de Lie suivant le vecteur caractéristique de H (k) et E la

~ matrice unité. Par hypothèse y les a (k) commutent mod. 13 ; donc les
v

L (k) commutent ; leurs parties principales 1 
(k) 

commutent donc ;
ôx x(k)

les x(k) sont donc tangents à la variété V d’équation (3.1) .

D’où 1°) (Cf la preuve du théorème 7.1 1°) , § 3 . )

Preuve de 2~) . - Le système (3.2) équivaut, vu (3.8~ au système :

puisque les commutent, on peut trouver sur V des coordonnées locales

t1 P...g tt telles que

vu le théorème 4 du n° 3 :

le système (3.9) , d’inconnue P : : V 4 C devant vérifier (3.5), équivaut donc

au système de Pfaff sur 
" 

V:

où
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est une 4 matrice, dont les éléments sont des formes de Pfaff. Puisque les

a(k) commutent, les L (k) définis par (3.8) commutent, ce qui s’énonce, vu

ou encore, vu (~.6) : dw = w A w . C’est la condition d’intégrabilité complète

du système (3.4) ; vu (3.13) et (3.10) cette condition est aussi exprimée par (3.7).



CHAPITRE III 
’

Equations de Schrödinger et de Klein-Gordon, ,

pour l’atome à un électron, dans un cham magnétique.

INTRODUCTION . - Somm-. aire . ~- Les problèmes les plus intéressants de la

théorie des équations aux dérivées partielles, y linéaires et homogènes, sont les

problèmes de valeurs propres ; leur caractère essentiel est de n’avoir de solu-

tion qu’exceptionnellement. Ce chapitre III donne des exemples de problèmes

lagrangiens ayant ce même caractère ; ces problèmes supposent :

ils concernent l’opérateur lagrangien a associé à un hamiltonien H , de type

approprié : le système d’Hamilton qu’il définit possède deux intégrales premières
définies sur Z(3~ : la longueur L et l’une des composantes M du vecteur

x A p de E3 . 
.

Cet hamiltonien peut être celui de l’électron, non-relativiste ou relativiste,
soumis à l’action simultanée du champ électrique d’un noyau atomique fixe et d’un

champ magnétique constant (effet Zeeman) ; alors H dépend d’un paramètre :
le niveau d’énergie E de l’électron ; a est l’opérateur de Schrëdinger ou

(cas relativiste) celui de Klein-Gordon ; les niveaux d’énergie our lesquels
nos roblèmes lagrangiens ont une solution coincident avec ceux que définissent

les problèmes qu’il est classi ue d’étudier à propos de ces opérateurs.

L’intérêt du point de vue lagrangien est sa simplicité : par application du

théorème 7.1 (Chap. II, § 3), le 1 obtient ces niveaux d’énergie a.r une

quadrature ; elle se calcule aisément par la méthode des résidus dans les cas

Schrëdinger et Klein-Gordon.

Le § 1 cherche les solutions, y définies mod. sur une variété lagrangienne

compacte, du système lagrangien :
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. où 
a 2 

et aM sont les opérateurs lagrangiens associés aux intégrales pre-

mières L et M : il applique le théorème 7.~. Les équations possédant des

solutions (en particulier les niveaux d’énergie) et ces solutions sont caracté-
risées par 3 entiers, qu’introduit la quantification de Maslov :

ce sont les 3 nombres quantiques de Schrodinger ; les variétés lagrangiennes

sur lesquelles ces solutions sont définies sont des tores T(£,m,n) de dimen-

sion 3 (cf. théorème 7,1 ,2°)), d’équations

ces constantes ayant les mêmes valeurs que dans (~~ et dépendant de (£,m,n) .

Le &#x26; 2 cherche les solutions, définies mod. 
, 

1,/v sur une variété lagrangienne,

compacte V et à amplitude lagrangienne &#x3E; 0 , de l’équation lagrangienne

(2) a U = 0 mod. 1/v2 .

Il s’agit donc d’un problème formellement analogue au problème aux limites qu’-
il est classique d’étudier à propos de l’équation de Schrödinger, la condition

d’allure à l’infini de ce problème classique étant remplacée par la condition

que V est compacte. En général, la condition d’existence est la même : 1. un

triplet d’entiers quantiques la définit : mais la solution correspondant à ce

triplet n’est plus nécessairement unique. 
,

Le § 3 cherche les solutions, définies sur une variété lagrangienne compacte,
du système lagrangien

les constantes étant des nombres formels, réels mod. 1/v2 , , H étant l’hamil-

tonien de l’électron, relatïviste ou non ; alors a , commutent ;

- le théorème 7.2 s’applique ; les solutions sont encore caractérisées par le

triplet d’entiers quantiques (1, m, n) ; les solutions du problème (1) sont,

mod. 1~v , celles du problème (3).

Le § 4 rappelle le problème u’il est classique de se oser à propos des équa-
tions de Schrëdinger e t Klein-Gordon : trouver une fonction 

’
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de carré sommable ainsi que son vérifiant l’équation aux dérivées par-

tielles 
_

(4) au- o ’,

le § 3 rappelle la résolution de ce problème, y pour montrer qu’elle diffère essen-

tiellement de celle des problèmes précédents : nous constatons, sans l’expliquer,

ue tous ces roblémes définissent les mêmes niveaux dténer ie.

Les difficultés que rencontre le § 2 et la longueur des calculs qu’emploie

le § 3 contrastent avec la simplicité du § 1 ; ce § 1 justifie la conclusion

suivante :

CONCLUSION . - Appliquée à l’atome à un électron placé dans un champ magné

tique constant la quantification de Maslov (Chap. II, § 3, n° 6 et 7) donne
aux andeurs observables (c’est-à-dire aux niveaux d’énergie) les mêmes valeurs

que la mécanique ondulatoire ; · mais cette quantification de Maslov est directe-

ment apparentée à la mécanique corpusculaire, donc à la première théorie g-gan-

tique ; néanmoins elle n’en a as les défauts : elle a une justification logique

(Chap. I et II) ; elle n’exi as la détermination des trajectoires de l’élec-

tron non-quantifié, mais seulement la connaissance des intégrales premières

classiques, L et M , du système d’Hamilton définissant ces trajectoires.

L’interprétation robabiliste de cette quantification est la suivante : dans

l’état défini par un choix du triplet d’entiers quantiques (£, m, n) le

point (x,p) représentant à la fois la position x et de mouvement

p de l’ électron appartient à un tore m, n) à 3 dimensions de l’ espace

à 6 dimensions : Z(3) = E3 ffi E3 ; la probabilité ue appartienne à

une partie de m, n) est définie par la mesure invariante ~ de ce tore

m, n) (cf. § 1).

Note . - Soient 2 triplets distincts d’entiers quantiques :

ils définissent (§ 1) des tores dont l’intersection est vide :

noient U et U’ deux fonctions lagrangiennes définies respectivement sur

leur produit scalaire est donc (Chap. II, § 2, théorème 3.2, 3°)) : .

Historique . - V.P. Maslov n’a pas explicité cet emploi de sa quantification ; il

n’a étudié que le cas de nombres quantiques tendant vers l’infini, c’est-à-

dire "le principe de correspondance" de la mécanique quantique.
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§ 1. Un hamil tonien H , a,u uel s’applique commodément le théorème ’j.1 ~ Ch. II, § 3).
Les niveaux d’énergie, avec effet Zeenan de l’atome à un électron.

Le théorème 7.1 du chap. II, § 3 suppose données, sur Z~,~ ~ , ~ fonctions,

2 à 2 en involution. Ce chapitre III choisit £ = 3 et un triplet classique
de telles fonctions. 

’

. QUATRE FONCTIONS, DONT TOITS LES COUPLES SAUF UN, SONT EN INVOLUTION SUR

E3 ~ E3 . - Notons X = X* = E3 l’espace euclidien de dimension 3 ;

appliquons le chapitre II à

ae = 3 , Z(3) E3(D E3
un repère R 

0 
de Z étant donc choisit i le théorème 5 du chap. II, § 3 nous 

’

évite d’en employer d’autre.

Par contre, a dans E3 , nous employons non seulement un repère orthonormé

fixe ~I , 12 ,13) ,mais aussi un repère orthonormé mobile. Notons : 
1

as coordonnées de x et p dans i

Définissons par -

’ M(X,P) = x 1 P2 - x2 P1 (troisième aomposante de x A p) ,

cinq fonctions de (x,p~ , évidemment liées par les relations

Le vecteur I 3 a donc un rôle priviligié ; (ce sera, par exemple, la direction

du champ magnétique produisant l’effet Zeeman). 

Dans E3 0 E3 , , le système caractéristique de d  p,dx &#x3E; est

dx = dp = 0 : .

toute fonction E3 _ R en est intégrale premiére ; la parenthèse de

Poisson ( . , . ~ (définition 2 du chap. II, § 3) de deux telles fonctions
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est donc définie; f vu la formule (2.5) (ibid.)

D’après le théorème 2 E. Cartan) du chap. II, § 3, une quadrature définit

localement sur E3 +0 E3 quatre fonctions numériques réelles

telles que :

Explicitons ces fonctions f.. Notons (J1 ’ 9 J2 y J~) le repère mobile
, 

.._. _~. _.._~...~..._..._._......_... 

J ’ ~- 
1 
~~ - --

orthonormé, défini pour y tel que :

ce qui implique :

Notons w1 ’ ’ w2 ’ W3 les composantes infinitésimales du déplacement relatif
de ce repère (G. Darboux -E. Cartan) ; ce sont les formes de Pfaff

telles que :

rappelons que la différentiation extérieure de ces relations donne les équations

(qui sont les équations de structure du groupe orthogonal) :

La différentiation de ~1.5~ donne, vu ~1.7~ : :

d’ où, vu ~ ~ . 5 )

Pour transformer cette formule en une formule du type (1.4)? introduisons les

angles ; ce sont les paramètres du repère (J , y J , y J3)1 2 3
définis comme suxt, pour
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une rotation de ~ autour de I 3 transforme (i 1 ,I ,13) en (Il , 1 , 12 ,13)
tels que ,

une rotation de ~; autour de I’ transforme ,I’ en ( I 1’ , ,12 ,J3) ; ;
une rotation de Y autour de J transforme (11 ,J3) en (J1 ,J ?J~)~
Evidemment :

on peut faire en sorte que

~ et Y sont alors définis mod. 2n . On a les formules classiques :

L’expression explicite de la formule (1.10) est, vu (1.11) et (1.13)3 :

cette formule fondamentale est du type ~1.4~, conformément au théorème d’E. Cartan

qui nous gui de .

Formules complémentaires . - La différentiation de ~1.~~ donne, vu (1 .7) : 
’
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D’où, vu (1.15) :

c’est-à-dire, en substituant aux w. leurs expressions (1.13) et en éliminant 8

grâce à (1.11) :

Notons 0 6 une partie ouverte de Z(3) = E3 ~ E 3 sur laquelle :

sur Q6 nous pouvons donc employer les coordonnées

$ et Y étant définis mod. 2TT.

Sur Q6 y L / 0 donc vu (1 .2) p 0 , R 0Note i . - Sur 
- 

U 6 , L # 0 ; donc, vu (1.2)1 : P # 0 , R # 0 .

LEMME 1 . - Soit V une variété lagrangienne de Q6 ; (dim V = 3) ; rempla-

çons chacune des fonctions et des formes différentielles précédentes par sa restric-

tion à V . 

10) Le contour apparent Z~ de V est la surface de V ou :

2°) Au voisinage d’un point de r, , il existe sur V une forme différentielle

7U de degré 3 , nulle part nulle, telle que sur ~ : :
o

les trois premiers membres étant trois fonctions non simultanément nulles ; ;’ il

existe une constante c telle que, au voisinage de ce point de V , l’indice de

Maslov mR de V ait la valeur :
n
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Preuve de 11) . - L’expression (1.16) de 

Preuve de 2°).- Calculons le saut de m~ à travers S en appliquant
o

le théorème 3.2 du chap. I, § 3. Vu (1-9), (1-15), et (1.18), les composantes

dix et d ip de dx et dp dans le repère (J1 j 2 vérifient sur V

en les points de B : 
’

D’oû’, vu ce théorème 3.2 (chap. I, § 3), l’existence de 1 vérifiant (1.19)
et (1.20~. 

~ 

,

2. CHOIX D’UN HAMILTONIEN H . - Soit une fonction indéfiniment différen-

tiable .

en involution avec L et M , c’est-à-dire, vu (1. 14) , fonction composée des

fonctions L , M , Q , R : 
.

H[.] est une fonction indéfiniment différentiable, définie sur une partie

ouverte n4 de l’espace R4 de coordonnées L , M , y Q , y R ; nous supposons

sur 04 : :

H désigne la fonction valant
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Vu (1.3)~ le s trois fonctions H , L ,M de ~x, p~ sont deux à deux en involu-

ce qui permet d’appliquer explicitement le chap. II, § 3 à l’opérateur la-

p;rangiell a associé à H .

le théorème 2 E. Cartan) du chap. II, § 3 ~ une quadrature définit

localement, sur (26 , quatre fonctions numériques réelles

telles que

. nous emploierons cette formule pour H = 0 ; le lemme qui suit l’explicite pour

vu (1 .14), la quadrature est la définition de 0 par (2.8).

Notations . - Soit cf, chap. II, § 3) W l’hypersurface de Q d’équation

Notons (L0 , M ) tout couple de nombres réels tel que IM 01 1  L ; notons
o o o 

M ] toute composante connexe de la partie de W d’équations
o o

W est la réunion des V[L , y M ] ; vu le théorème 7.1, V[L , M ] est une
o 0 0 . o

variété lagrangienne ; elle est le produit topologique

- du tore de dimension 2 et de coordonnées Q et Y mod. 2TT ; 
- d’une courbe connexe T[Lo ; M ] du demi-plan ouvert de coordonnées (Q, R &#x3E; 0)

o 0 .

l’équation de cette courbe est
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cette courbe nia pas de point sinéuiler, vu (2.2)3.

Sur W définissons, à l’addition près d’une fonction de (1, y M), une fonc-

tion numérique réelle t par la condition :

quand la courbe r [ L , M ] est fermé, alors t est défini mod. c ~ L , e M ] , y o~

t est monotone sur r ; (L , M , t , ~ , 1 T) constitue un sytème de coordonnées

locales de W .

Définissons sur W , à l’addition près d’une fonction de (L , M) , une autre
fonction numérique réelle 0 par : .

quand la couroe r [ L , M] est fermée, alors Q est défini mod. 

n’est pas monotone sur r . Notons sa différentielle :

le § 2 précisera les propriétés des fonctions À et j ainsi définies.

Nous pouvons maintenant expliciter la restriction de (2.3) à W : 
’

LEMME 2 . - 1°) La restriction à W de la forme de Pfaff 
’

est :
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20) Le système caractéristique de est le sytème d’Eamilton :

Ses intégrales premières sont les fonctions composées des fonctions :

L et g sont en involution ; l + y et 4 + Q aussi.

. 

30) sur lep courbes solution de ce système, c’est-à-dire sur les courbes caracté-

riatiquçs de H , nous avons 
. 

- 

’

~.° ) W ;

Prenve de 1 Q~ .. - L’expression ( ~ . lq.~ de p , dx&#x3E; dans Z et l’ expression

(2.10) eur w ..

de 2°). - Le lemme 5-2 (E. Cartan) du Chap . II ,’§3 prouve que d %
a système caractéristique (2.12) et est de rang 4 ; ; or, vu (2.11) : 

donc d’E. Cartan du sytème caractéristique, Chap. II, § 3, n° 2) , les

4 fonctions (2, 13) sont intégrales premières de ce système ; les couples L , M et

X + ’1’, lJ. + ~ sont en involution vu la Note 2.2 du Chap. II , ~3 .

Ce même lemme (E. Cartan) et l’expression (1.14) de  p , dx&#x3E;

prouvent que d wW a pour système caractéristique :
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Evidemmment ,

or, puisque x A ~p + s x ) est indépendant de la variable réelle s ,

d’autrq part

les quatre relations précédentes impliquent:

donc (2,~~~ , vu ~.~) et (2.12) .

La formule (1 .17) s’ écrit :

où, pour

(2-15) 9 dont Je sens est le suivant : 1 

.

désigne la restriction Ww à W des formes de degré 5 , w,

telles que est évidemment indépendant du choix de

3. LES TORES QUANTIFIES T (~ , m , n ) CARACTERISANT LES SOLUTIONS, DEFINIES

mod. 1/v SUR DES VARIETES COMPACTES, DU SYSTEME LAGRANGIEN :

a, a et SL- désignent les opérateurs lagrangiens associés respectivement aux
L

hamiltoniens en involution :
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Lo et M 
0 

sont deux constantes réelles telles que : lM 0 1  L . ."oo .

D’après le théorème 7.1 du chap. II, § 3 , les solutions de ce système sont les

fonctions lagrangiennes U , à amplitude lagrangienne constante., définies mod. 1/v
sur celles des variétés V [L , M ], compactes ou non, définies par (2.4), qui

o 0

vérifient la condition quantique de Maslov (chap. II, § 3, déf. 2 .6) ; o o

est choisi connexe ; la mesure n de V, invariante par les vecteurs caracté-

ristiques de H , L2 - L2 et M - M , qui sert à définir l’amplitude lagrangienne,
o o 

est

vu (2.15) et la formule (~.~~ du chap. II, § 3 .

Rappelons l’énoncé de cette condition quantique de Maslov : la fonction

est uniforme sur V mod. 1 
’

Calculons l’indice de Maslov de V [ L0 M ] :

LEMME.3 . - 1 °) Le contour apparent L1t de V ] est la réunion
- ---.--. -. 

o 
O

LJ 
1 

U E 
2 

de deux surfaces de V [L m0] d’équations ,

2° ) L’ indice de Maslov mp de V [ L y est, à l’addition près d’un
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 mR o 0

entier constent : 
0

[...] désigne la partie entière de ....

Preuve . - Appliquons le lemme 1 . Sur
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UJ 1 = - cos 

donc, vu (2.6) : 
’ 

’

où R Vu (2.2)1 et (2.2)2. *

Vule 2J a pour équation
R
0

d’où 1 e 1°) du lemme 3 .

Au voisinage d’un point de I) 1 B cos Y / 0 ; nous pouvons donc dans
1 1 2

le lemme 1.2°) choisir :

d’où, vu ce lemme :

Au voisinage d’un point de ,0 
2 
Z1 

1 
u 0 , H R sin ’f t 0 vu (2.2)3 ; nous pouvons

2 1 2

donc dans le lemme 1.2°) choisir :

L’expression globale de m* résulte des deux expressions locales (3.9) et

, 

0

(3.10) . ..

La condition quantique de Maslov (3-3) s’énonce, vu (3.4) et (3.5) : la fonction
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est définie sur 

./ Si V[L , M ] est compacte, y c’est-à-dire si la courbe T [L , M J est fermée,
o 0 0 0

cette condition est la suivante, vu (2.9) :

sont 3 entiers ; notons-les, pour retrouver les notations classiques en physique

quantique :

puisque N&#x3E;0 et M  nous a,vons
o o

Si V F L L , 0 , M ] n’est pas compacte, cette condition quantique de Maslov se réduit
o o 

à la suivante : ô

sont deux entiers tels que (~ I s ~ ,
La conclusion de ce n° 3 est donc le

Les variétés connexes sur lesquelles sont définies les solutions

du système ( 3 . ~ ~ sont :

1°) Les variétés V M 0 ] COMPACTES, __ déf inies ar (2.4), et telles 
o o 

--

tent 3 entiers :

vérifiant le s condïtïons :

V L , e K ] est alors un tore, qui sera ses coordonnées sont
o, o - 

- 
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2°) Les 9 NON-COMPACTES, définies par (2.4), et telles qu’exis-
o o

tent 2 entiers

. 

vérifiant les conditions :

v[Lo, Mo] est alors le produit .

- d’un tore de dimension 2 , de coordonnées, y mod. 2 Tr, , Q mod. 2 TI ;

- et d’une droites demi-droite ou se ent de coordonné t.

Munissons V[L, Mo], compacte ou non, de la mesure invariante par les vecteurs

caractéristiques de H, :

alors les solutions de (3.1) définies sur V sont les fonctions lagrangiennes à

amplitude lagrangienne constante ®

Note 3.1 . . -’Nous nous limiterons désormais à l’ étude des variétés lagrangiennes

compactes ; q (par exemple : de l’électron appartenant à un atome) .

Note 3.2. - Les vecteurs caractéristiques de L 2 -L 2 et M - Mo sont respecti-
0 0

vement :

vérifie de suite que ces vecteurs laissent invarariant. ~

Preuve de (3.17) . - n L2_L2 est le vecteur tangent à V rL , L 0 tel que . s
o o

ce qui .

Preuve âe ~ ~,18~ . - est le vecteur tangent à V [1 , M ] tel que,
o
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Note .3. - Le vecteur caractéristiques de H

et ceux de L 2 -L 2 et M - Mo engendrent, conformément au théorème .1. 2 ° du
o 

Chap. II , § 3, un groupe de translations de la variété V[Lo, y M o ], quand elle est

compacte, donc un tore : les translations, e en coordonnées ~cf . (2.7) et ~~ 2, (1..5) 1 :

4. EXEMPLES : LES OPERATEURS DE SCHRODINGER ET KLEIN - GORDON. -

Choisissons :

K : R étant une fonction donnée. Autrement dit :

L’application du théorème 3 est immédiate.

définisse au moins une hypersurface compacte V

qui est un tore, est la suivante : la fonction

est positive entre deux zéros consécutifs,

.alors (2.9) définit : 
. 

- Note 4.1. - Si K est fonction affine de M, alors, vu (4.1) :

et par suite [ Chap. II, § 1 , Déf . 6.2 et (6.3) ] , l’opérateur associé a

H a pour expression dans R : t
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où : l’opérateur et le produit par toute

fonction de R commutent.

Exemple 4.1 . - Nommons opérateur de Klein - Gordon l’opérateur

associé à l’hamiltonien :

où A, B, C : R - R sont des fonctions données. Notons :

La condition qu’existe au moins une variété compacte V [ L , M ] définie par
o o

(2.4) s’explicite comme suit :

quand elle est satisfaite, V ,M 0 ] est unique et, vu (4.3) :
o o

l’intégrale étant calculée le long d’un lacet de C entourant la coupure

9 R2 J; le calcul de deux résidus, en R = ~ et R = 0 , donne :

L’énoncé du théorème 3 devient donc le suivant :
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THEOREME 4.1. - oit a l’opérateur de Schrödinger-Klein- Gordon c’ est-à-

dire l’opérateur associé à l’hamiltonien (4.6) ; ; soient a 2 et 

les opérateurs associés aux hamiltoniens L2 et M . Alors le système .

lagrangien

ossède des solutions définies sur une variété COMPACTE si et seulement s’il existe

un triplet d’entier (f , m , n) tel ue :

Si cette condition est réalisée, cette variété compacte est unique : c’est le

tore T ( ~ ) m , n ) d/équations

Munissons ce tore de la mesure invariante (3.16) : alors les solutions de (4.9)

définies mode 1/v sur T (t , m , n) sont les fonctions lagrangiennes à

amplitude lagrangrienne constante.
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Notations, concernant la physique et employées seulement par la fin de ce

n° 4. - Donnons-nous, dans E3 , un potentiel électrique (1 : X - R et

un potentiel-vecteur magnétique (A1 , A2, e "3 : Il ) X - R3 ,indépendants du

temps et vérifiant la loi physique :

7

on sait que les trajectoires dans E3 de l’électron, non-relativiste ou

relativiste, de masse ~ , , de charge électrique - e  0 , sont les solu-

tions du système d’Hamilton défini par l’hamiltonien valant dans le cas

non-relativiste : 
’

dans le cas relativiste :

c est la vitesse de la lumiére j 
’

E est une constante, y qui est l’énergie des électrons dont la position x et

la quantité de mouvement p vérifient H(X,P)= 0 (énergie incluant la masse
au repos ~ c2 dans le cas relativiste).

Vu (4.13)

vu le chap. II, § 1, (6.3) et déf. 6.2, l’opérateur associé à H est donc,

dans le cas non-relativiste l’opérateur de Schrddinger :

dans le cas relativiste l’opérateur de Klein-Gordon :

Particularisons comme suit ces hamiltoniens et ces opérateurs : est le

potentiel électrique du noyau de nombre atomique 2 , placé à l’origine ; le
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champ magnétique est constant, parallèle au troisième axe de coordonnées et

d’intensité 

Autrement dit :

Négligeons, comme en physiques, les termes en ,% ~ ; les hamiltoniens (4.14)
et (4.15) de l’électron deviennent des hamiltoniens du type (4.6) : dans le cas

non-relativi ste

dans le cas relativiste

L’opérateur de Schrödinger devient :

l’opérateur de Klein-Gordon devient :

La relation ~~.. ~ ~ ~ 3 définit E en fonction de (t, m, n) ; ce calcul
fait apparaître les constantes classiques :

"constante de structure fine", .sans dimension,

"magnéton de Bohr" , a la dimension de l’énergie),

et la fonction valant :
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L’énoncé du theorème 4.1 devient le suivant :

THEOREME 4.2 . - Soit a l’opérateur de Schrodinger (4.21) ou l’opérateur
de Klein-Gordon (4.22), H étant (4.19) ou (4.20) ; soient 

a L2 
et

201320132013201320132013201320132013201320132013 L2

am les opérateurs associés à L2 et M . Pour certaines valeurs des

constantes E , L y M le système lagrangien :o o . --°°-- ---.--.--...--. &#x3E;- .---m ...-..- ---

possède des solutions définies mod. 1/v sur des variétés COMPACTES ; ces

valeurs de E , L 0 , M s’expriment en fonction, des triplets d’entiers

(A, m, n) , tels que :

Î  ,~ n et dans le cas Klein-Gordon, î + 1/2 ~~Z ; ;

ces expressions de E , L , M sont les suivantes :
-- 0 0 ,

dans le cas Schrbdinger,

dans le cas Klein-Gordon,

- -

Ces solutions de (4.9) sont définies sur les tores (4.12). Munissons ces tores
de la mesure invariante (3.16) ; alors ces solutions sont les fonctions 
giennes, définies sur ces tores d’amplitude lagrangienne constante.

Note 4*2 . - Les physiciens, négligeant B2 et , simplifient (4025)
comme suit :

le signe - concerne l’anti-matière (~  0) .

Note 4.3 . - Les niveaux d’énergie (4.24) et (4.25) sont ceux que donne

l’étude de l’équation aux dérivées partielles

la fonction u : E ~ B ~0~ -~ C et son gradient étant de carrés sommables

(Chap. III , § 4 ).



j 2 . L’équation lagrangienne a U ~ 0 mod. 1 / v ~ ; ;
(a associé à H ~ U à amplitude lagrangiennes 0 , , définie sur V compacte) ..

0. INTRODUCTION . - Sommaire . - Le § 1 a étudié le problème (1) (Introduction du

chap. III) , c’est-à-dire un système de trois équations lagrangiennes. Ce § 2 étudie
la première de ces trois équations et, plus précisément, le problème (2) ( Ibid.) .

Toute solution du problème (1) est solution du problème (2), vu le théorème 3 ~

du § 1 . Dans le cas exceptionnel où l’hamiltonien H est indépendant de M (par
exemple : SchrôdÉnger et Klein-Gordon sans champ magnétique), une même rotation de

E3 opérant sur x et p transforme évidemment les solutions du problème (1) en
solutions du problème (2) qui ne sont plus solutions du problème (1) . Sans se
placer dans ce cas exceptionnel, le théorème 1 de ce § 2 construit des solutions du

problème (2) qui ne sont pas solutions du problème (1) : ime solution du problème (2)
définie sur un tore T (~, s m, n) (§1, 3 ) pas, c-n mi

facteur multiplicatif constant Drès. 
’

Par contre, le théorème 2 montre que, même si H dépend de paramètres, ces

tores T (~, m, n) sont en général les seules variétés lagrangiennes compactes V

ssr lesquelles sont définies des solutions du problème (2) . Le théorème 3.1. précise
:nême que, dans le cas Schrödinger et Klein-Gordon, les problèmes (1) et (2) défi-

nisseni les mêmes niveaux d’énergie : les niveaux classiques.

Note. - Le théorème 1 de ce § 2 n’a pas de signification physique : son critère

est le caractère rationnel ou non de nombres qui, dans le cas de Schrödinger et

Klein - Gordon, dépendent de grandeurs physiques.

CONCLUSIONS . - Appelons "problème bien posé" un problème qui, posé pour l’équation
de Schrodinger - Klein-Gordon, a les caractères essentiels du problème classique (4)
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(Introduction au Chap. III) : le problème, (1) (Ibid.) est bien posé, vu le § 1 ,

4.2 ; vu la note qui précède, ce § 2 montre que le problème (2) (Ibid)
n t pas bien posé.

1 . LES SOLUTIONS DE L’EQUATION a U = 0 mod. 1 /v 2 A AMPLITUDE LAGRANGIENNE &#x3E; 0 ,

DE INIES SUR LES TORES V [ Lm0 ] . - Le § 1, n° 2 a choisi H et défini les
o o

variétés : 
’ 

’

variété lagrangienne compacte V de W est réunion de caractéristiques K

de Il (dont le paramètre t varie à + ro) ; V est donc réunion d’adhé-

re ces compactes K de telles caractéristiques.

propriétés dtune çaractéristique K de H à adhérence compacte K . -

Uii , telle caractéristique K , vu. § 1 (2.13), appartient à un tore V M ] et
o o

a ou.r équations dans ce tore :

Ra pelons que les coordonnées de V m0 ] :’" 
o o

sont définies

!

explicitement : soit R 3 de soit Z3 le groupe

ad ; j tif des triplets d’entiers (§, q, c) opérant comme suit sur R3 :

le quotient de R3 par ce groupe Z3 est V[L 0 y m01 ; il existe une application

naturelle :

- donnée une fonction ..

notons :
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évidemment :

vu, au §1, les définitions (2.8) de Q et (2.9) de N :

vu ( 1. ~~ et au § 1 la déf inition ( 2. ~ 0~ de ~ et ~ :

c’est-à-dire :

Notons :

Nous pouvons mainténant expliciter K :

LEMME 1.1.. - 1) Supposons NL et NM rationnels :
o 0

(c’est-à-dire : L1 ’ N1 sont des entiers, de plus grand commun diviseur 1).Alors

K = K est une courbe fermée , d’équations ( 1.1 ). 

Plus précisément les équations (1.1) définissent une courbe ouverte R1 ( c’est-
à-dire homéomorphe à R 1) de P3; vu (1.5) et (1.6) , le sous-groupe Z 1 de

Z3 engendré par (Ll , M , N1) laisse R 1 invariant ; on a :
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2 ° ) Supposons et N liés par une unique relation affineL - m " ... "- 
- .-- - . -. 

--

o 0

Alors K est le tore T2, de dimension 2 , défini dans V [L , M] par l’équation:o 0

1 . 1 

- 

0 3
Plus précisément j l’équation (1.9) définit une surface R 2 de R 3. homéomorphe à
9 

~ 

9 R2 ; ; vu (1.5) et (1.8), le sous-groupe Z2 de Z3 d’équation :

~2
opère sur E ; on a :

-2
Pour expliciter des générateurs de Z2 1 notons :

de même M~ , 9 N~ ’ entiers tels que :

est engendré par ses trois éléments :

que lie évidemment la relation

3~) Supposons qu’aucune relation affine à coefficients entiers ne lie N et N
o 0

Alors K est le tore V [L , 
o 0
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Preuve . - La partie de K dont K est l’image naturelle dans V [L , M
- o o

est définie par la condition : 
.

où G est l’ image de Z3 dans le groupe additif R2 par 1 ~ morphisme : ·

Donc K est l’ image naturelle dans V [L , , M ] de la partie fermée de R3
. o 0

définie par la condition

où G est l’adhérence de G; ù un sous-groupe fermé de R~ .

Trois cas se présentent :

1) G est discret ; 2) dim G= 1 ; 3) G = R.

1) G est discret, c’est-à-dire : G = G . La condition qu’il en soit ainsi s’énonce :

NL et NM sont rationnels
o 0 , 

( Cf. rapidité de convergence vers un nombre irrationnel des réduites de son déve-

loppement en fraction continue). Sous l’hypothèse (1.6) , qui exprime cette condition,

K = K et le sous-groupe Z 1 de z 3 qui laisse invariant la courbe R 1 c: R"

d’équations (1.1) a pour éléments les (§ y 11, C) E Z3 tels que :

vu 1.6 Ni divise ; Z 1 est donc engendré par (L1’ M , N1 ) E Z3 .

2) dim G = 1 . - G est alors l’ensemble des ~ 8 , T~ E R~ vérifiant une condition :
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va la définition de G, la condition que G est le sous-groupe (1 -17) de P2

s’énonce :

(1.8) est vérifié ; G n’est pas discret ; 1 ,

vu 1°) , elle s’énonce donc :

N- et NM sont liés par une unique relation affine à coefficients entiers, qui
o 0

est ( 1 , ù ) . 
’

Sous cette hypothèse, vu la définition (1.16) de K et la définition (1.17) de

G , K est l’image par (1.2) de la variété R2 de R3 d’équation (1.9) . Le

sous-groupe Z2 de Z3 qui laisse invariant 2 est évidennnent défini par

(1.10), qui implique, vu (1.8) 3 et (1.12) :

(1.18) L ]YL , N divisent respectivement

Vu (1.13), Z2 contient les trois éléments (1.14). D’une part (1.14) 1 engendre

le sous-groupe de Z2 d’équation :

car vu (1.12)1’ (1.13)2 et (1.13)3. Donc

P.G.C.D. (N3" qui implique que, sur le sous-groupe de 22 engendré
par ses éléments (1.14)2 et (1-14)3 ;r prend toutes valeurs multiples de L 2 »
Les trois éléments (1.14) de Z2 engendrent donc Z2, vu (1.18).

ZO) G = R2 . - Vu 1 °) et 2°) , la condition que G = R2 s’énonce :

NL et Nm ne sont liés par aucune relation affine à coefficients entiers.
o 0

est l’image de R3 par (1.2) ; donc K = V[L , M].o 0

de V 1 L0, M ] invariantes. - Rappelons que V [L m0 1 possède une
o o o o

WesUre &#x3E; 0, invariante par le vecteur caractéristique x de H (§1, (3.2)) :

Toute mesure de V [L 0 ’ invariante par K est le produit de ’T1.{ par une

f onction V [L0 , Mo]-&#x3E;R invariante par K., c’est-à-dire constante sur leso 0 



7 

adhérences K des caractéristiques K de H appartenant à V [L , M ].o o

lemme suivant est donc une conséquence évidente du lemme 1.1 :

LEMME 1.2. - 1°) Supposons que NL sont les nombres rationnels {1.6) .
0 0

Alors les caractéristiques de H appartenant à V[L, m01 sont les courbes fermées
0 0

d’équations : 
1

o~ c~ et c2 sont des constantes définies respectivement

Les mesures de V [L , M ] invariantes par le vecteur caractéristique n de H
o o

vaLent:

F (.,.) étant,une fonction arbitraire de périodes respectives

en ses deux argLUnents. ,

21) Supposons N et N liés par l’unique relation affine (1.8) . Alors les
o 0

adhérences K des caractéristiques K de H appartenant à V [L, M ] sont
o 0

les tores d’équations :

c étant une constante définie mod. 2 TT. Les mesures de V[L, y m0] invariantes
o - o 0

par le vecteur caractéristique n de H valent :

F [.] étant une fonction arbitraire de 2 TI .

3°) Supposons qu’aucune relation affine à coefficients entiers ne lie
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alors toute caractéristique K de H appartenant à V [L0 , m0] a pour adhérenceo o

K = V L i- L 0 y M 
0 
]. Toute mesure de V [L , y M 

0 
] invariante par le vecteur caracté-

o o o o

ristique m de H vaut :

(1.22) const. 

Il est aisé de conclure : .

THEOREME 1 . 
- 1°) Les tores V [1 , M] sur lesquels peut être définie mod. 1/’vo 0

une solution lagrangienne U , à amplitude lagrangienne é 0 , y de Inéquation

a U = 0 mod. 1/v 2 (a : opérateur associé à H)

sont par la condition (3.11) , , (3,12) du § 1 : il existe trois entiers :

tels que : :

2’) Pour que la solution U , définie sur un tel tore, soient unique, à un facteur

constant près, il faut et suffit que les dérivées de N :

ne soient liées ar aucune relation affine à coefficients entiers.

Preuve. - Vu le théorème 6 du chap. II , t § 3’ : la condition d’existence d’une

telle solution sur V [L , M ] est la condition quantique de Maslov ; la condition
o 0

de son unicité est celle de l’unicité de la mesure invariante q de V [L , Mo 0

(à un facteur constant près) . Le § 1 , n’ 3 a donné à la condition quantique de 
’

Maslov l’énoncé (3.11) - (3.12). Le lemme 1.2 donne la condition d’unicité de la -

mesure invariante.

2. VARIETES LAGRANGIENNES. COMPACTES V , AUTRES QUE LES TORES V [L , M ] , SUR
o 0

LESQUELLES EXISTENT DES SOLUTIONS DE L ’ EQUATION : a U = 0 mod. 1/V 2 , A AMPLITUDE
LAGRANGIENNE ~ 0 . - Montrons que de telles variétés V n’existent qu’excep-
tionnellement.
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:0 c ’ ul de leur indice de Maslov (lemme 2.3 et 2.4) emploiera les propriétés .
suivantes : -

Autres propriétés des caractéristiques K de H à adhérence compacte . -

La di f férentiation de la définition (2.10) (Chap. III, §1 ) de h et 03BC donne ;

01: L, M, Q , R sont des fonctions vérifiant H ~ L, M, Q,R] = 0; donc :

d’ où, par élimination de d Q :

il existe donc trois fonctions numériques réelles

définies pour H ~ 0 s telles que :

vu l’expression (1.5) de At et &#x3E; puis, au § 1, la définition (2.6) de t,u t

ces relations impliquent :

Explicitons la partie singulière, pour
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donc :

Or, puisque H

quand ~ 1 0 , ces relations permettent d’éliminer R- et IL. des

expressions précédentes de p y a 1 r ? e p ’f - cr 2; vu, au § 1, l’hypothèse (2.2) :

donc :

LEMME 2.1. - Les fonctions

sont bornées au voisinage des points où BQ = 0 . 

Propriétés des variétés lagrangiennes compactes V de W . - V est engendré
par des caractéristiques de H , à adhérence compacte, appartenant donc à des tores

V [ L o m01; les fonctions

sont donc définies sur V .

Notons V2 la partie ouverte de V où dLA dM =1 0, si elle n’est pas vide.

Quand d L A d M = 0 sur V., notons V 1la partie ouverte de V où (d L , dM) :f 0, .

si elle n’est pas’vide. V 1 et V 2 sont donc des variétés lagrangiennes de V ~

non nécessairement compactes, engendrées par des caractéristiques K de H ~ à
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K compaetes; elles contiennent ces adhérences.

Quand V et V 1 n’existent pas, V est donc l’un des tores V [L , M 
0 

1 -
-- 0 0

Vu le lemme suivant, ni Vi e ni V 2 n’txiste, sauf si le graphe de la fonction :

contient, un segment rectiligne de direction rationnelle.

La conséquence du théorème 2 qu’énonce 1 introduction (§ 2 , n° 0 ) résulte donc

de cc- 1 emme .

LEMME 2.2 . - 1°) Sur V , 5 N est fonction affine de (L , Fl) ; ; plus précisément :

(2.6)  1    l    l     ’ ou 
°

V2 est défini dans W par la doimée d’une fonction F de deux variables et par

les équations: t

Plus précisément, dans l’espace R5 de ooordonnées (L , M , % , 4l , t) , 1 ces équations

(2.7) définissent une variété V2 de dimension 3, ’ sur laquelle, ’ vu (1.5) OÙ

NL = - L / N , 1 = - M 1 / Li e le sous-groupe 2 1 de Z 3 engendré par

(L 1 1 mi 1 N1) E Z3 opère comme suit : &#x3E;

V2 possède la mesure invariante parle vecteur caractéristique de H :

2°) Sur V, , L , M et N sont fonctions affines d’une même variable s ; plus

. 
précisément, : t
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V1 est défini dans W par la donnée de trois fonctions de s :

L et M, affines, vérifiant (2.10), et F,

et par 1 e s équations :

Plus précisément, ces équations (2.11) définissent dans R5 une variété v1
de dim-nsion 3 , sur laquelle opère suivant (2.8) le sous-groupe Z2 de Z 3
d’équation (1.10) ; rappelons que ce sous-groupe est engendré par ses trois éléments

( 1 . 1 4 ) ; on a :

v1 possède la mesure invariante par le vecteur caractéristique de H :

3°) Les phase de V et V dans le repère R (chap. III, ~ 1, n° 1) valent:

Note 2.1 . - Au § 1, (2.8) et (2.10) définissent :

0 à 1 t addition près d’une fonction F de (L , M) ; ,

x et li à l’addition près de ses dérivées et FM . ...

Etant donné V1 ou V2’ on peut donc choisir 0 tel que dans (2.7) , (2.11) et
(2.13) : : ,

Pour quantifier V , nous n’emploierons que la conséquence suivante de (2.13)

et des définitions, au § 1, (2.7) de c [L, N] , (2.9) de F étant choisi nulle,

la fonction :



13 

Pr01iminaires à la preuve . - Vu 1 a f ormul e ( 2 .11 ~ du 9 1 , le théorème 3 .1 du

chap. II, §3 s’applique avec :

la phase cpR devant remplacer la phase lagrangienne y .

o 
.

Touto variété lagrangienne V de 11 a donc localement des équations de l’un des

quatre types suivants : 
’

(2.15~3 résultant de (2.15)2 par permutation de (L, ~) ~ (M, ~) ;

F et f sont fonctions d’une ou deux-variables. La phase cpR de V a l’ex-
o

pression (2.13) , avec FI= 0 dans le quatrième cas .

Preuve de 1~) . - Localement, V 2 a des équations du type (2-15), ; ; V2 est

donc engendré par des caractéristiques K appartenant à des tores V [L 0, m0 ]

disjoints ; leurs adhérences K sont donc disjointes et appartiennent à V~ 3

dim V~ = 5 3 donc : 

Vu le lemme 1.1, les valeurs de N- et NM sur V sont donc des nombres ration.

nels. Les fonctions N L et N M sont donc constantes sur V et vérifient (1.6) ,

ce qu’ exprime ~2.6~ . . D’ où 1 °~ et ~2.13~ .

Preuve de 2°~ . - Localement, v a des équations du type (2.15)~ ou ~2.15~ ;
c’est-à-dire du type :
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où (L , 1 0 . Pour chaque valeur de s , notons T (s) la variété de W
s s

d’équations (2.16) : : dim T (s) = 2 . 
,

Puisqur V. est engendré par des caractéristiques d’équations : ,

et confient leurs adhérences, V 1 contient les adhérences T s des T (s) .

Déterm ~ nons - les. 
’

de A A et et vu que L IL + M 

est dans W de l ’ensemble des (Y , 4l , t) E R 3 tels que :

où G ~ . ~~ ~ est l’image de Z3 dans le groupe additif R par le morphisme :

est donc l’ image dans W de 1 ’ensemble des (’¥, ~, t) E ~ ~ tels que :

G (s) étant l’adhérence de G (s) , donc un sous-groupe fermé 

G (s) -~ ~ et T (s) est donc le tore, de dimension 3 , V ~L ~ s~ , M ~ s~ ~ ,
sauf si G (s) est discret, c’est-à-dire s’il existe , M , Z3 tels

que

Puisque dim V 1 = 3 , il doit en ètre ainsi pour tout s : les fonctions .

M s / L , N / L sont à valeurs rationnelles, donc constantes ; les entiers

L19 Mi , 1 N1 sont indépendants i de s , qu’on peut choisir tel que (2.10) ait lieu.
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Planification de V. - Imposons à V la condition quantique de Maslov ; pour

l’exprimer, calculons l’indice de Maslov m? de V- et de v1 ; nous

o

emploierons le lemme 1 du § 1 .

Nous ferons F = 0 dans le lemme 2.2 (cf. Note 2.1) .

]~:EJ’IIMR 2.3 . - 10) Les fonctions p , a, T sont définies sur V 2; notons R

le complète de R par un point à l’infini ; la fonction F : V 2 -+ R valant

est donc définie sur rtl étant la partie de V~ où : :

2’) s1 est connexe, alors sur son revêtement universel : 
.

3-) La fonction :

est définie (c’est-à-dire : uniforme) sur v2 -

Note 2.2 . - Supposons donnée la fonction

choisissons H vérifiant (2.9) , § 1, puis 0 vérifiant (2.8) , § 1 ; pour des

choix génériques :

Preuve de 1 ° ) . - Rappelons que ~L, M, t) sont des coordonnées locales de v2 ;
vu (2.2) et (2.6)
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.

Preuve de 2") . - Le contour apparent de V~ . - Les formules (1.11) et (1.13) du

§ 1 donnent sur W :

Or la différentation de (2.7) , où F = 0, donne sur V 2 y vu la définition (2.1) de

p , 7 , T :

D’où:

en notant G la fonction, qui, vu le lemme 2.1 , est régulière sur V :
. 2

Vu le lemme 1 du § 1 , le contour apparent ~ de V2 est donc :
0 

~ 
..

S" étant défini par (2.18~ , Z)’ 1 étant la surface de V 2 B B " d’ équation :

où F est défini par (2.17) .

Cal cul de mR . - Le s f ormul e s ( 1.11 ~ e t (1.13) du § 1 donnent sur W :
0
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d’où, par les calculs qui déduisent (2.22) de (2.21) :

Ces relations (2.22) , (2.25) et le lemme 1 § 1 donnent, au voisinage d’un point de rt:

Ce résultant vaut évidemment pour toute fonction G s’annulant une fois sur 

par exemple pour la fonction : .

donc, sur V2 mR a localement l’expression (2.19), à une constante additive
o

près. D’où 2 0) . 
-

Preuve de-30) - - Supposons d’abord H et 0 génériques (Note 2-2), donc

V2 B r," connexe et

ce qui implique, vu le lemme 2.1, que la fonction

est définie. Vu (2.19) , la fonction

(2.26) mR - ~ Y~ - ~ arc tg F est définie sur V2 B 2:)" j
o

vu la définition de F , e où IMI L d’après l’hypothèse (2.2) du § 1 , on a au voisi-

nage des points où F = 0 :

F = 0 équivaut à f = 0 ; donc :
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or : o o

vu le lemme 2.1, t = 0 équivaut à H0 = 0 et, au voisinage des points où H - o :f 
-- 

Q Q

donc :

or, vu 1 ’orientation de r , § 1, ~2.9~ ·

Les formules (2.26) ... (2.30) prouvent 3") pour H et Q génériques. D’où 3°) .

LEMME 2.4. - 1°) Définissons sur V1 une constante No et une fonction r

par les relations :

Les fonctions (re s , t) sont des coordonnées de V .

Une fonction F : V1 -+ R est définie par la formule (quand V 1 est générique)

?0) Si V est générique , alors

3°) La fonction (2.20) est définie sur V . * 
’

Preuve de 1"). - ( 2 .11 ~ 2 , où F = 0 (Note 2.1) justifie la définition (2.32) de r
Vu (2.2) et (2.10) : 

’
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Preuve de 2°) . - Le contour apparent de v~ . ~ La différentiation de (2.32)

donne, vu (2.10) et la définition (2.1) de p , a , T :

d’ où, vu (2.21), puisque dR= R H Q dt mod. (dL, dM) , c. à. d, mod. ds :

ou : o *

vu 11) et le lemme 2. 1 , la fonction G : V 1 est définie et régulière sur V . *l 1

Vu le leinme 1 du § 1 , y le contour apparent B 
R 

de V 1 a donc pour équation : t

Calcul de . - Le calcul déduisant (2.35) de (2.21) permet de déduire de (2.24)
0

la formule :

D’ail, en appliquant le lemme 1 du § 1 comme le fait le lemme 2.4, l’expression (2.34)

de 
.

0

Preuve de 3°~. - Supposons V 1 générique , Vu (2.34) :

vu (2.33), où IMI  L d’après l’hypothèse (~’.2) du § 1, et vu le lemme 2.1 , F = 0
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équivaut 8. H - 0 ; au voisinage des points de V1 où H - 0 :

donc : O o

Les formules (2.30) , (2.36) et (2.37) prouvent que la fonction ( 2.20~ est définie sur

V1 générique, donc sur tout V1 ..

I~FM~i_râ 2 . 5 . - 1 ° ~ Pour que V 2 vérifie la condition quantique de Maslov, il

faut et suff it que, sur V2, les fonctions L, M et N soient liées par une relation :

ou ù

2°) Pour que v vérifie la condition quantique de Maslov, il faut et suffit que,

sur V1, les fonctions L, M et N soient liés par les trois relations ;

où : A désigne le produit vectoriel dans e3e

deux seulement des trois relations (2.40) sont donc indépendantes.

Préliminaires à la preu^ ve. - Une variété V vérifie la condition quantique de Maslov

(chap. III, § 2, définition 6.2) quand la fonction -
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~u (2.14) et ~ ~ .20~ , V1ou ~2 vérifie donc cette condition quand la fonction

est définie mod. 1 sur V1 ou V2 .

Preuve de 1°) . - Vu le lemme 2.2 1 °~ : 1~ fonction (2.42) est définie sur

a pour générateur :

et opère sur V 2 suivant (2.8) . La condition quantique de Maslov est donc :

~toù 1 °) .

Vu le lemme 2.2 2°): la fonction (2.42) est définie sur

a pour générateurs :

L 2 y ...N 3 étant définis par (1.12) et (1.13); ~2 opère sur V 2 
.

suivant (2.8). La condition quantique de Maslov est donc :

vu (1.13) cette condition quantique équivaut à la condition (2.40) - (2-41), complétée

par la suivante : LOI Mo 110 sont respectivement multiples de L2 , M2 , ~ , ° Or :
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cette dernière condition résulte donc de (2-41). D’où 2’). 

THEOREME 2. - Cherchons une solution U de l’équation laËEan-ienne

a U = 0 mod 1 /v 2 (a : opérateur associé à H) /
à amplitude lagrangienne &#x3E; 0 y qui soit définie mod. 1 / v sur une variété lagraan

gienne V compacte, autre que les tores V [L 0 , m0 étudiés Dar le théorème 1 ;

pour que U existe, 9 il est nécessaire graphe de la fonction

contipnpe un 

telle que :

. - La 1 ’ 
’

est nécessaire et suffisante pour un tel segment dans un 

à ce graphe de N et ayant une 

telle que : ·

Note 2..- Ce complément facilite l’application du théorème (cf. n° 3).

Preuve du théarème . - Vu le chapitre II , § 3 , théorème 6, V doit vérifier la

condition quantique de Maslov. Puisque V n’est pas l’un des tores V M ~, V
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doit contenir une variété lagrangienne V2 ou V 1 vérifiant cette condition quan-

tique ; vu le lemme 2.5 , le graphe de la fonction N contient donc : t

soit un segment rectiligne d’équations (2.40) - (2.41) ; J .

soit un domaine plan d’équation (2.38) - (2.39) et donc un tel segment. 

Preuve du complément . - La condition N’ É Z est évidemment suffisante. Prou-

vons qu’elle est nécessaire ; supposons que, dans l’espace de coordonnées (L ,M, N),
le plan d’équation (2.4~7D)-(2.44) contienne une droite d’équations (2.40)-(2.41),cette
hypothèse s’exprime par les 4 relations (dont les 2 dernières résultent des précédentes):

Ces relations impliquent N’o £ Z, puisque P . G . C . D . (L1’ M1 ’ N1 ) = 1 .

o l 1 1 
°

3. EXEMPLE: L’OPERATEUR DE SCHRODINGER-KLEIN-GORDON . 
°

Nous choisissons pour a l’opérateur associé à l’hamiltonien H , défini au § 1

par (4. 6) , aû A sera supposé fonction affine de M , B et C constants, B &#x3E; 0 .

Ce § 1 a étudié le système :

et retrouvé les niveaux d’énergie classiques.

En étudiant la seule équation :

.nous allons retrouver les mêmes conditions d’existence, donc ces mêmes niveaux d’éner-

gie classiques .

THEOREME 3.1 . - L’équation lagrangienne : 
’

possède une solution U à AMPLITITDE LAGRANGINNE &#x3E; 0, définie mod. 1 / v sur une

variété COMPACTE V si et seulement s’ il existe un triplet d’ entiers 
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vérifiant la condition (4*11) du théorème q..1 du § 1 .

Note 3 . - Sous cette condition ni l’unicité de V, ni l’unicité de U à un facteur

constant près (cf . Théor. 1) ne sont assurées.

Pr~euv~e . - L’existence d’une telle solution de ( ~.1 ~ , souscette condition (4. ~ 1 ~
du § ~1, , est assurée par le théorème 1 et aussi par ce théorème 4.1 du § 1 .

Vu le théorème ~, il ne peut exister de telle solution de (3.1~ , , définie sur un tore

V [ ,M 0 ] que sous cette condition .
Vu le théorème 2 et la formule (4.8) du § 1 donnant la valeur de la fonction N :

1

l’existence d’une telle solution sur une variété V autre qu’un tore V [L 0, m0 ]
exige ceci : 

°

Le graphe de N contient un segment de droite . ’ 
"’ 

’ ’ 

.

. 

Elle exige donc que l’un des trois cas suivant se présente :

Premier cas : A (M) = A o est indépendant de M ; C = 0 .

Vu (3.2), le graphe de N est donc le plan d’équation :

Le théor~me 2 et son complément exigent l’existence d’un entier n tel que :

La condition (4.11) du théorème 4.1 , § 1 est donc vérifiée , puisqu’elle est indé-

pendante de t pour C = 0 et de m pour A (M) indépendant de M..

Second cas : C = 0 ~ A dépend de M .

Vu (3.2) , le graphe de N contient les seules droites d’équation :

leurs équations plückériennes sont donc :



25 

Le théorème 2 exige l’existence d’entiers m et n tels que :

n&#x3E;lml car N&#x3E; 0 et L &#x3E; )M) par hypothèse : cf. (1.2) au § 1 . La condition

(4.11) du § 1 est donc vérifiée’.

Troisième cas : A = Ao est indépendant de M ; C # 0 .

Vu (~.?~ , le graphe de N contient les seules droites d’équation :

leurs équations plückériennes sont :

Le théorème 2 exige l’existence d’entiers ~ , , n tels que :

La condition (4.11) du § 1 est donc vérifiée .

THEOREME 3.2 . - Choisissons pour a l’opérateur de Klein- Gordon (4.22) du ~1;
supposons le champ magnétique H# 0 . Alors les tores T (l, m , n), définis par

(4.12) § 1 , sont les seules variétés compactes surlesquelles existe une solution

lagrangienne, U, à amplitude lagrangienne &#x3E; 0 , de l’équation:

. a U = 0 mod. 1 / v2 . .

Preuve . - La preuve du théorème 3.1 prouve que la condition nécessaire qu’énonce

le théorème 2 ne peut pas être satisfaite quand a est l’opérateur de Klein - Gordon

(C ~0) où A dépend de M ( ’M f 0 ~
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CONCLUSION.- Nous ne poursuivons as cette étude malaisée de l’équation

a U = 0 mod. 1 / B)2 ; en particulier nous n’explicitons pas les variétés lagran-.

giennes, autres que les tores T(l , m, n) , sur lesquelles existent des solutions

de l’équation de Schrodinger ou des solutions, quand /1= 0, de l’équation de

Kl e in - Gordon.



§ 3 . Le système lagrangien : a U = ( - const.) U = (a L2- const.) U = 0 ,. _._ _ _ 

L 
2

quand a est l’opérateur de Schrôdinger - Klein - Gordon .

0 . INTRODUCTION .-

CP ’:’ 3 étudie le système lagrangien que le § 1 a résolu mod. 1 v2 .

Le 1 cherche sous quelle condition s’applique le théorème 7.2 du chap. II , ~ 3

Les n° 2,3 et 4 explicitent l’application de ce théorème sous des hypothèses

appropriées, de plus en plus strictes, qui constituent finalement la suivante :

a ’t l’ opérateur de Schrodinger - Gordon ; le théorème d ’ exi s tence 4.1

est F salement obtenu.

0 . - A. Voros (cf. [23] - [24] me fait observer que ces propriétés des
équations de Schrodinger et de Klein - Gordon s’étendent au cas d’unrpotentiel élec-

triquo, fonction à valeurs &#x3E; 0 de la seule variable R , si le niveau d’énergie

E n’  st plus astreint à être un nombre réel et s’il lui est permis d’être un nombre

forme quelconque, de phase nulle .

1. COMMUTATIVITE DES OPERATEURS a , .3, 

L 
2 

ET aM ASSOCIES AUX HAMILTONIENS

H (§ 1, n° 2 , L2 ET M (§ 1 , n° 1) . - Cherchons quand le théorème 7.2 du

chap. II, ~ 3 s’applique à ces opérateur, c’est-à-dire quand ils commutent.

LEMME 1. - 1°) aM et a (donc, m particulier, aM et a L2 commutent .
L

2°) La condition que a2 et a ce-mutent s’énonce :
L
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Soient a et a’ les opérateurs lagrangiens associés à deux hamil-

tonirns H et H’ ; vu la formule (1.1) du chap. II , § 2 , leur commutateur

est : ssocié à la fonction formelle valant : ,

Supposons H et IT en involution, ce qui est le cas de H ( ~ 1 , n° 2),

L~ M (§1,n~l), vu au §1(1.5) : le premier terme de ( 1 ! 2~ est nul. Si H’

est linéaire en (x’, y p’) , tous les autres termes sont évidemment nuls : a et a’

commutent; d’où le 1°) du lemme. Supposons que H’ est un polynome homogène de

de gr," 4 en x’ ’ J alors, vu (t.2) , a o a’ - a’ o a est associé à 1 3 H " , , H"4 (x’ rpi 
v3

étan-1, l’ hamiltonien valant :

Une double application de la formule de Taylor montre que le terme de

homogène de degré 1 en ~x’ , p) et § en (j. , q) est:

donc, si H’ est homogène de degré 2 en chacune de ses deux variables :

En particulier, pour
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dans f’ette formule, les couples d’opérateurs

L ’ ope "ateur est une rotation infinitésimale agissant sur

x et p ; elle annule donc L , Q , R ; un calcul aisé donne :

supposons H fonction composée de L , 9 M, Q, e R

~1.~i devient donc :

noton j pour toute fonction F de (x, y p ~ ~ 1

l’expression précédente de H" s’écrit *

Or les opérateurs différentiels linéaires j6 et!P annulent-évidemment P2 ,.Q , R2 ,
donc L2 vu ( 1. 2 ~ § 1 ;

en notant F le déterminant fonctionnel
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l’expression de ~i" devient donc :

Or l’opérateur différentiel linéaire b annule évidemment L et M ;

l’expression précédente de H" devient e

Vu le du § 1, &#x3E; indépendant de (L , M , Q , R) : la condition :

équivaut donc à ( 1 . 1 ) , ce qui preuve le 2°) lemme.

2. CAS i D’UN OPERATEUR a COMMUTANT A aL2 
ET aM . - Supposons (1.1) vérifiéL "

le lemme 1 prouve que le théorème 7.2 du chap. Il , § 3 s’applique au système
iagranijien : 

’

où c L et cM sont deux nombres formels de phase nulles tels que : ,

Les expressions sont les suivantes,

vu le chap. ~, ~ ~ , ~~ ~ et la f ormul e .. 
~ 

.
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où

est le laplacien sphérique, vu son expression (2.24) : il opère sur les restrictions

des fonctions aux sphèrps : R = const. ;

qui est une rotation infinitésimale

Imposons à l’inconnue IT d’ être définie une variété lagran-

tienne compacte V ; s vu le théorème 3 du ~ 1

i) V est nécessairement l’ID1 des tores

que définit le 1°) de ce théorème

ii) l’amplitude lagrangienne Bo 
,, 

de U est nécessairement constante.

si Po =0, (2.1) se réduit à (2.1) r- imposons donc la-condition : .,

Nommons problème ( 2 . 1 ) le problème défini par le système (2.1) r9 , la condition

(2.5) et la condition que V est compacte.

Notations . - La formule (3.16) de ce même théorème  du § 1 explicite la mesure

invariante : les formules (1.16) et (3’6) du § 1 explicitent d3 x ; la

formule (3.4) du chap. I , ~ ~ définit arg. d5 x = 1{ m ; m est donné par
o 0

(3*5) y 1 ; = 0 par définition ; d ’ o li 1 a valeur de la f onc tion v; ,
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que définit et emploie le § 3 du chap. III, et de son argument :

arg. )( = - are . Hq- arg. sin ’Y ~ où :arg.

rappelons que [... ] est la partie entière de .....

Le contour apparent de V est

Soit U une fonction lagrangienne sur V, à amplitude lagrangienne

son expression dans Ro sera notée :

vu, au chap. Il , § 2 , le théorème de structure 2.2 et là définitions 5.2 déd 

1;ions lagrangiennes, la fonction . 

r

est régulière même 
R
0 . 

’

Soient 9 ’DM les opérateurs tels que :
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commutent, puisque a, a L 2 et aM commutent.
L 

’

Employons sur V B 0 les coordonnées locales ( R , Y , 4l ) .
R
o

LEMNE 2.1. - 1") Avec ce choix de coordonnées :

20) Si U est solution de l’équation.

où c est un nombre formel, de phase nulle, tel que

alors :

~ est, ~ fonction des seules coordonnées R , Y) .

Preuve de 1~) . - Calculons D M au moyen du théorème 4 du chap. I I , § 3 :

on sùbstitue à H dans ce théorème l’hamiltonien M-M; 3 vu (3.18), § 1 ,
o 

y 
_

les caractéristiques de cet hamiltonien ont pour équations

le paramètre de ces caractéristiques est 4l , qu’ on substitue à t dans ce

théorème . On obtient (2.10). 

Preuve de 2°) . - Pour r==0?2")est évident. Une récurrence sur r permet

de supposer 2°) vrai quand on y remplace r par r - 1 ; alors

(2.11), vu (2.9) et (2.10) , équivaut ~1 :
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or i’ -1 est une fonction de ~ ayant la période 2 a ; donc :

Nota.tions . - Nous supposerons désormais p fonction des seules variables

(R, ’Y) ; vu (2.10) , DH et D L commutent à àà et opèrent donc sur les

fonctions de (R 1) e

1°) En coordonnées locales (R , Y , 4l ) : ,

où : r est la variable

F l’opérateur à coefficients polynomiaux valant :

F1 et F2 étant les polynomes de T valant : .

21) Soit U une fonction lagrangienne, définie sur le tore :

d’amplitude lagrangienne 0 et solution du système :

où cL est un nombre formel, de phase nulle, tel que :

Notons E l’ensemble des points de la courbe
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Alors : O

g étant une fonction f ormelle, arbitraire, de phase nulle/ déf inie sur

L , m0] B r, , f étant définie comme suit.
n 0

31) Il existe une unique fonction formelle’, définie sur R , f, valant :

telle que :

(2.lfl) f o = 1 ; $ f s est un polynome réel de T, y de degré 3 s, ayant la parité
de s ; .. 

’

~ f ; imaginaire conjugué de f ]

r (2. 19) exprime f 2s au moyen de fi ... , f 2s _ i, - 1 .

Toute solution de ~2.17~ mod. 1/ vr est, mod. 1/~~~ le produit de f par

un nombre formel de phase nulle. 
~ 

.

Note 2 . - La fonction formelle U’ de x , homogène de degré 0 , définie pour

valant :

vérifie :
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Preuve de 10) . - Calculons DL au moyen du théorème 4 du chap. Il , § 3 :

on y substitue à H l’hamiltonien L2 _ L 2 ; vu (3. 17) , § 1 , les caracté-
0

ristiques de cet hamiltonien ont pour équations

le paramètre de ces caractéristiques est T / 2L 0 9 qu’on substitue à t danu
. o

ce théorème ; au second membre de la formule (4.5) de ce théorème doit être subs-

titué :

Ce théorème donne ; 
°

où A est défini par (2.4) en coordonnées (x~ , x , x
. 

Vu le ~1, (1.5) et (1.12) ? nous avons, en employant aux premiers membres les

coordonnées (R, Y, ~) et aux seconds membres les coordonnées (xl, x29 x

La définition (2.4) de A 
0 

s’énonce donc :

Or les formules (1.5~ et (1.12) du § 1 donnent :
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Y : t

d’où 1 ’ xpression de R 2 A sur les fonctions de R ~‘ ; portée dans (2.24) ,

elle doi ne sur ces fonctions :

d’où, (2.6), par un calcul banal :

de (2.22) résulte donc ~2.12~ . ..

Preuve de 2°) . - Vu le lemme 2.1, ~ est localement fonction des seules .

variables (R, T) Vu ce lemme et ~2.12~ , ~ 0 est une fonction, non identi-

quement nulle, de la seule variable R.

Pour r = o , 2°) est évident. Une récurrence sur r permet de supposer que

PO ... , ~r _ 1 sont des polynomes en Te à coefficients fonctions de R et

que 2°) est vrai, quand on y remplace r par r- 1 . Alors ;

l’équation (2.13). s’écrit donc :

vu l’hypothèse de récurrence, cette équation vaut ; vu (2.12), elle .

s’écrit donc :
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donc. puisque F est un opérateur à coefficients polynomiaux, ~r est la

somm.. d’un polynome en T = cotg ’:t et de la fonction L r+1 i3 ’f; i t

or , &#x3E; est une fonction de Y de période 2 ~ ; donc :
r .

est ~ polynome en T ;

s’écrit :

i (2.15), si 3’) est vrai.

Pr.+uve de 3’) . - La condition que (2.16) vérifie (2.17) mod 1/ v r s’édrit :

fs est donc un polynome en T , e de degré 3 s, contenant une constante d’inté-

gration arbitraire ; f est donc bien défini, au produit près par un nombre f ormel,
de phase nulle.

Choi:~issons les constantes d’intégrations réelles : les f r sont réelles.

Il existe un choix unique des constantes d’intégration des f2 s"- 1 
tel que les

fr aient la parité de r .

Preuve de (2.19) . - Soit f l’imaginaire conjuguée de f ; puisque v est

imaginaire pure et F réel, (2.17) implique :

c’est-à-dire, vu la définition de F :

donc :
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c’es--à-dire, puisque les f r sont réelles :

si r~’0 ) cette formule exprime f2s au moyen de ..., f2s-1 et de

c C R , qu’annule un choix approprié de la constante d’intégration de f2s ’s 
- 

2s

Preuve de (2.21)2. - Vu (2.12) et (2.17) :
--w- 2

vu la définition (2.9) de

vu l’expression (2.3) de a+2 et l’expression (2.6) de X,
L

puisoue do opère sur les restrictions des fonctions aux sphères R = cte

et pu isque cpR a l’expression (3.4) du § 1, où 0 ne dépend que de R :

" 

’ 

’U.". é tant défini par 12 . 10) ; V ’ e s t homogène de degré 0 en x ; d ’ 1 ù ( 2 . 21 ) ,U’ étant défini par (2.20) ; 1J’ est homogène de degré 0 en x ; d’ou 2
vu la définition (2.24) de A .

o

Preuve de (2.21).. - De la définition (2.16) de f et de l’expression (2.10)
de Dm résulte : 

.

c’est-à-dire, vu la définition (2.8) - (2.9) de DM :

le début du n° 2 a calculé :
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. + annule donc les fonctions de la seule variable R ; vu l’expression (2.6)
11

de v et l’expression (3.4) § 1 de cpR , la relation précédente équivaut
o

donc : (2.2~~~ . .

2.3 . -~ Il existe un opérateur D , opérant sur les fonctions formelles

g définies sur r [ L , m J B 0 f tel que : 
.0 0 .

On a localement : .

étant un opérateur différentiel défini sur r [L , m0 ] B r, ;s 
’ d R O O

Puisque DR commute à DL’ e qui a l’expression (2.12) ,

vu le lemme 2.2 3’), DR [fg] est donc le produit de f par une fonction

formelle, qui est définie sur r [L , M ] B E et qui est notée Dg.. o 0

Le théorème 4 du chap. II , § 3 prouve que DR est du type :

D H, , s 
étant un opérateur différentiel ; il en résulte que D est du type (2.29)

Puisque les caractéristiques de H vérifient (2.14), ~ 1 , ce même théorème

prouve que : .
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or :

donc :

cette relation équivaut à (2-30) -

10) déf ini au début de ce r,.*2 , n’ est possible
~ ~i : :

2 ° ) CE PROBLEME (2.1) 
r 

EQUIVAUT AU PROBLEME (2.31) r dont voici renoncé :
r r 2013201320132013201320132013201320132013201320132013*"

définir sur r [L o Mo ] BE, modo 1/vr+1, , une fonction formelle

satisfaisant aux 

1

Toute fonction formelle satisfaisant aux conditions (2,31) r est, mod. 1 / vr 
le produit de g par un nombre formel de phase nulle.

La condition que g est t solution à

la suivante :

g est solution du problème (2-31) r-

Q étant défini par (2.8) , ~ 1 , définissons sur la fonction

formelle
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U’ (v) U" (v) est l’expression û d’une solution U du problème ~2,1~ ,
0

Toute solution du sytème 2.1 r 1 définie sur V L M 
0 J’ est, mod. 1/vr+1,

--- .. - . -.- - -. - .. -.." - 

‘ 
r 

L o 0 - 
i I

le produit de cette solution par un nombre formel.

3°) Supposons g solution du problème (2.31)r-1; ; il existe alors une fonction

w v

g : r L0 , M ] 1 [ - C vérif iant (2 - 32) r $ quand on y remplace r par son 1

r o o r .. - 
.. 

--.

ment universel r ; ; gr est déf inie à une constante additive. La-- 

v 
r -

condition ue g est déf inie sur r [L, m0 1 1 [ équivaut à --- r o 0

les problèmes équivalents (2.1) r et (2.31)r .

Pr~uve de 1°) . - Les lemmes 2.1 2°) et 2.2 2°). 
’

2 ° ) . - ( 2 . 6 ~ , ( 2 . 8 ~ , 1 e s lemmes 2 . ~ 2’) , , 2 . 2 2 ° ~ e t 2 . ~ , les the"orèmes

5 et ’j . 2 du chap . Il , § 3 . 
"’"

de 30) . - Ce s théorèmes .

3. CAS PLUS SPECIAL. - Pour préciser ce théorème 2 , choisissons, t comme au § 1 ,

n° 4 :

choisissons K fonction affine de M : la condition (1.1) est vérifiée ; vu au l

§ 1 , (4.5), l’opérateur associé à H a pour expression dans R : 
’

1 est l’ensemble des points de cette courbe où Q = 0 .

L §. - On a :

où G opère sur les fonctions

et vaut :
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G1 f’ ’. G2 étant les fonctions, définies sur r [Lo’ Mo ] B E , y valant :1 2 00

n 

Preuve. - L’opérateur D s’explicite aomme suit, à l’aide du théorème 4 du chap.

II , ; f 3 : : dans la formule (4. 5) de ce théorème s = 2 et

les équations (2.14) ~ 1 des caractéristiques impliquent :

ce théorème donne donc, t vu la définition (2.9) de DR t quand fi dépend des
, 

A 

seules coordonnées (R , Y) de V :

pour d t , dR, d ’1’ vérifiant (3.8) $ c’eat-a-dire

Vu (2.6)

donc, vu la définition (2.24) de qui opère sur les restrictions des fonc-
o

tions aux sphères R = const. ;

remplaçons A0 par son expression (2.26) et portons le résultat dans (3.9) ; nous

obtenons :
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Choisissons

f étant La fonction formelle de Y définie par le lemme 2.2, g étant une fonction

formelle léfinie sur r [L, m 0 1 B -" ; Z-i conformément au lemme 2.3, nous obtenons :
- 

o o

avec

Un calcul banal en déduit l’expression (3.4) de p , G ayant l’expression (3’5) ~

G1 et G2 valant :

vu l’équation (3.3) de r [Lo, o o

d’où l’expression (3*6) de o 

,

Le lemme précédent permet d’expliciter les propriétés du problème (2.3) ~ , auquel le

théorème 2 a réduit le problème (2.1) r -
Définition 3 . - Une fonction g : r [ La y M 1 B7’ -+ C est dite paire ou impaire

quand :
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THEOREME 3.1 . - ( Complément au Faisons l’hypothèse (3.1).

i » l~i une solution g telle gue go = 1 , alors il

une solution unique telle que :

g 
o 

= 1 ; Y g s est réel et a la parité de s (s ~ r) ;

Cette formu1e que, s ~ r t

elle exprime donc 2s au moyen ’ de g 2s-1 *

2°) Si le problème (2.31)28-1 possède mie &#x3E; le prpbléee (2.31)2s
e~ ... 

.

Note 3. - La fonction forinello uit y définie sur r m0 ] N E par le .

théorème 2 2"), vaut évidemment: 

elle vérifie :

où A est le laplacien

Preuve de 1 °) . - Supposons 1 °) prouvé quand on substitue r-1 3. r et supposons le

problème (2.31) r possible ; vu le tl1éorème 2 2°) et le lemme 3 , gr est défini,

~ une constante d’ intégration près, par les conditions t
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Or G change la parité ; si r est impair, un choix convenable de la constante

d’intër ’’1.tion rend donc g réelle et impaire ; si r = 2 s est pair , g2su r s

est donr paire .. ,

On a : 
’

un calcul analogue à la preuve de (2.19) en déduit (3.10) , ~ l’addition près d’un

nombre formel B c / v2s ( c ER) , qu’on annule en choisissant convenablement
s x s

les d’intégration des g 2s °

Preuv- de 2°). - Supposons r = 2s pair et le problème (2.31)2s-1 possible ;

vu le possède une solution g? quand on
. 

w

y remplace T par son revêtement universel r ; la preuve de (3.11) reste valable;
or (~. 1 ) prouve que g2 est définie sur r [L , 0 m 0 BZ) ; g? est donc 

,

solution du problème (3-14)2s .. ’ 
’ 

. 

Preuv i de la Note 3. - Vu l’expression (3.2) de a et le théorème 2.2°) :

où U’ est homogène en x ., de degré 0, et où û" ne dépend que de R , ce

qui imp’ique :

D’où, (~-,.13), vu (2.21)~.
Notat-’-ons Soit [R1 ’ R~ ] c: P c C l’ensemble des valeurs prises par R sur

r F L0, y m0 ] N 0; soit w un voisinage simplement connexe du segment réel fermé

[Ri e R21 dans le plan complexe C ; R C C °

THEOREME 3*2 . - Supposons K holomorphe dans w ; définissons par (3.3) Q

holomorphe dans C B [R 1 ’ 9 R21
. 1°) Si le problème (2-31)2s possède une solution e , alors .
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fonction de R. dans 

est une fonction de R, réromorpne ians de 

m o ) i f problème (? 31) ’) 

s+2 

ü possible-condition t’l’·’’ .i ’--1’’’; de ..,p’

aussi L du (2.31) s ,.:..s-r -B’:) c.-..-:"":Tél’r.--=-- .1;-, primitive de

; "’t g ’1 ..... [ ’ &#x3E; ( -3 . ,-"1 uniforme i --i "Y,  ’ ’- ;- -- , 
......-;

’ 

G .- v ,

w 
- i °) v.r8.l ; i ( i est S = 0 ). 1 a 

v v

: r IL l If 1 BE -&#x3E; C est évidemment la
9-9 s 

r 1 
L , 0 -, - 

C c- s t val "-u. r p:c c: -

_

r "1 d C -. 
- 

- - 

t.. 
T B:’B .. 

t.. , -. - 
t - ...

R 1. e par 1 ae 1 l; ’.J’ ) dR , st définie ,..:!..-r. le
f !.- 

- i:j

universel ne B L R, , J. · L:.:. tion que ’ 

est déf

sur T - r , 
". 

-. 

1 . B E équivaut ‘ estT [Lo 0-. 
B)’ ;:YUiQ,::ynYV’"le1’+ a :0. C01’(:11,""(’11 cue C¿....’r--Ct:: primitive

.......L, . O * ’Q -Î ’ LJ Â 
’- .- -..... -.. - -’’’....-.Li. -... "’" - - - ., J - ..L.."’-""’- ’-" "" ..- ....,

’ sur Bu, ; R1, R2

s , j_-, ainsi, ~~ d iti y

cette primitive g2Q’" est, au e 1 R?, f 

C.C Q: t elle prend des 6B:"::’’’3 sur 188 deux bo:-rds c:e

ç Î

’1 comme Q,.

PO-.À.r R C Le R1 ou de -î2 8S-t de 0, 

il Q = O un Y’)ô -! e d’ordre 6;:! J vu ( (z 3)

’( 3.1 4 ) i 

I.J en Q - ,-’ ’."--,::, 3 -tru ’. _J . ,

"2s-r1 donc function impaire de Q e;i Q = 0

-:1 $ ( 1 5 -r ù ) 

Par suite Q (2s 
Q3(2s+1) g2s+1 

est holomo sur x

(3.11) définie g2s+2 ; Q3(2s+2) g2+3 est donc homolophe sur x. Par

suite 1)° vaut quand on remplace 
s par s+1 
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4 - LE CAS DE SCHRODINGER - KLEIN - GORDON . - Pour établir la possiblité (vr, 
du problème (2.1) , , que nous avons réduit au problème ( 2 . 5 1 ) r , une hypothèse

r r

appropriée est évidemment nécessaire.

Nour n’avons pas réussi à en trouver d*autre que la suivante : K est un poly-
nome :lu second degré : . 

.

l’expression de a dans Ro est l’opérateur de Klein-

Gordcn (§1,n°4);A,B et C sont des fonctions affines de M .

Alorr, dans le théorème 3.2, w = C ; dans la définition (3.5) de l’opérateur G , G3
est un polynôme en R de degré 3 , - Gi et G 2 sont des fonctions holomorphes

dans CB 1 Ri , R2 1 ~et à l’infini, où G 1 s’annule 2 fois ; si g estholo-

morphe dans C N [R , R2] et à 11 inf Ini, alors la primitive de (Gg) dR ’ &#x3E; l’est
aussi: tous les g existent donc, sont holomorphes dans C B [R 1 ’ "2 ]. 
Puisque g est holomorphe à l’infini et que Q3r g est holomorphe sur

c Q3r g r est un polynome en R de degré 3 r.

Nous avons donc prouvé les deux théorèmes suivants :

THEOREME 4.1 (Existence et unicité) . - Supposons que a ait pour expression

dans Ro 1 ’ opérateur de Schrödinger- Klein - Gordon (§ 1 , Exemple 4. 1 ) .

10) La condition que le système lagrangien . 

,

et 
c M 

sont deux nombres formels tels que

possède une solution déf inie sur une variété lagrangienne COMPACTE V est la

suivante : =

ii) V est l’un des tores lagrangiens V Mo] = T (t, m , n) , définis
. 

- 

o 0

par le thé orème 4 .1 du § § 1 ..
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2’) 1 existe une solution lagrangienne U de (4-1), définie sur un tel tore

V e’ possédant l’amplitude lagrangienrle.

p0 = 1 . 
o

Toute solution lagrangienne de (4.1), définie sur V , est le Droduit de U par

un noilbre formel de phase nulle.

Not~ 4-1- - La projection de V sur X est

où R. 1 et R2 sont les deux racines de l’équation :

THEOREME 4.2 (Structure) . - Il existe une unique solution U de (4 , 1 ) ,
déf in i e sur un tel tore V , et ayant la structure suivante .

Son e7"pression u dans le repère R 1) est du type :
0

(4.3) u~ (v) = U ’ (v) un (v) ; ; .

0

la coordonnée locale x Vx étant employée sur V , Ul (v) est une fonction

de x , homogène 0 , formelLe, vérifiant : ,

est une fonction de R , formelle, 

U’ t et U" sont définies par le:~ formules:

où T = cotg Y et où .0 est la fonction de R déîinie -par (2.8) ~ 1 ; 
. 

, 

-
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arg. ;iin ’~ et arg . Qont les sauts en les points T = 0 mod. 1t et Q = 0

de ~ 
* 

et r L 0, 1 orientés dans les sens d If &#x3E; o et Q d R &#x3E; 0 ;-- o 0 -

sont- les fonctions formelles de phase nulle, , définies respectivement sur R ex sur

T [T, Mo] B 6 par l’ ensemble des propriétés suivantes - :
o 

-

les différentiels F et G 

où : F1 et p 2 sont les polynômes pairs de T, de degrés 2 et 4 , définis

lemme 2.2’ 1 °), 0

Q5 Gi et Q G 2 sont les-polynômes de R, de degrés 3 et 1, 

f0= 1 ; g o = 1 ; les fonctions f 
r et g sont réelles et ont la parité de r ;

o 0 r - r -.......- 
- .... 

-......-...W.- .-.....

ces formules (4.9) donnent explicitement les fonctions paires f2s et g2s au

moyen de f1, ..., f2s-1 et de g1 ° ° ° ’ g2S-1 ; ; les fonctions impaires

f2s+1 et g2s+1 sont définies par les quadratures :

f r est un polynQme en T de degré 3r;

Q3r gr est un polynôme en R de degré 3r. 

Note 4 est donc la fonction impaire sur

primitive de la fbrme différentielle G 1 g2s d R ; cette forme est du type
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T Q6s+3 dR, u’ étant un polynôme de degré 6 s+3 ; vu le théorème precédentd R , lI · étant un polynôme de degré 6 s+3 ; vu. le théorème précédent

cette primitive est du type II (R) Q6s+3, 9 il. étant un polynôme de degré 6s + 3 -

Ls une preuve plus directe de ce fait essentiel :

4.2 . - E U )la dérivation t

1 polynôme en R de degré 2 ; discr. Q # 0)

définit un auTomorphisme Il -&#x3E; IM de l’espace vectoriel des polynômes de degré
2s+ 1 . 

Preuve . - Soit Il un polynôme de degré 2s + 1 e Ir I (R) Q 
2s-1 

est holomor-

plie l’infini, où sa dérivée a donc un zéro doubla ; par suite (4.10) définit un
polynôme 11’ de degté 2s+1 ; l’application

est donc un endomorphi8me d’espace vectoriel de dimension finie ; or c’est évidemment

un monomorphisme ; c’est donc un isomorphisme. 

CONCLUSION . - Ce § 3 a quand dim X = 3 , un système 

scalaire, poséédant une solution, uni,que à un facteut 

définie sur une variété lagrangienne COMPACTE. Il a trouvé un seul système de ce

:. celui qu’emploie la mécanique ondulatoire des particules sans spin.





§ 4’L’équation aux dérivées partielles de Klein - Go

0. INTRODUCTION . - Nommons problème (0,1) le problème classique que voici :
trouver les fonctions non nulles 

°

de carrés sommables ainsi que leurs solutions de Inéquation aux dérivées

partielles :

où a est l’opérateur différentiel associé à l’hamiltonien :

K étant une fonction affine de M [ cf. ~3, (3.1) et (3.2) ] ;

cet opérateur est donc [cf. chap II , § 3, déf. 6.2 ] :

Le n° 2 suppose ~cf . § ~ , n 0 4 ] : ·

A , B , C étant des fonctions affines de M : alors a est l’opérateur de

Schrëdinger - Klein - Gordon, 

Ce § 4 rappelle brièvement la solution de ce problème classique (0.1) ; c’est à deux
fins :

i) établir des analogies formelles entre sa solution et celle du problème lagrangien
(2.1) § 3 : résoudre
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sur V compact ;

ii) établir que la condition d’existence de la solution de ce problème lagrangien,

[qui est celle de ce problème mod 1/v 2 t cf. (3.1) , ~ 1 ~ ,

se t:ouve être la même que celle du problème classique (0.1) , dans le cas

Schrödinger - Klein - Gordon , c’est-à-dire sous l’hypothèse (0.4) ; cette hypothèse

est essentielle.

No-e 0 . - L’équation de Schrodinger - Klein - Gordon est , pour des choix con-

Venables de A , B , C , l’équation de Schrôdinger et celle de Klein - Gordon , y

(4.21) et (4.22) du § 1 , où les termes en Jt2 ont été omis. L’usage est de

traiter en "perturbation" les termes de ces équations linéaires en je.’ ; nous ne

le ferons pas : nous étudions rigoureusement le problème ( 4.1 ~ pour établir que
l’affirmation ii) est rigoureuse . v 

1. ETUDE DU PROBLEME (0.1), SANS L’HYPOTHESE (0.4) . - Rappel de s propriétés des

des harmonlques . ut1 m . 
- L’ ensemble des polynomes en :

x E E3 , t harmoniques, homogènes de degré f , est un espace vectoriel sur C , ,

de dimension 2k + °’ ; il a pour base les polynomes

définis par le système , où u* est homogène de degré 0 et vérifie donc

Soit S2 la sphère unité de E 3 et cr sa mesure ;

étant le produit scalaire sesquilinéaire :
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Les des u’ H à S2 forment un système complet de fonctions
l, m 

sur S2 : : toute fonction u : E3 -t C , de carré sommable ainsi que son gradient,

possède un uniq Ije développement série : -. 
’

les étant des fonctions de la seule variable R &#x3E; 0 , telles que :

problème (0,,1) . - La condition que la série u soit

solution du problème (0.1) s’énonce, p vu ~ 0 ~ ~~ e t ( 1 . ’1 ) 1 

D’où, évidemment, en notant = v t
l, m

THEOREME 1.1. - Le problème (0.1) équivaut au problème (1 .3) ue voici. Trouver
les entiers t , m et les fonctions non nulles v : ] 0 , + oo[ - R tels que : :

/ 
~~"

Note 1.1 . - Le problème (0.1) est donc possible si et seulement ài le suivant

l’est. Trouver deux entiers t , m et une fonction non nulle u :E3 -+ C, de

carré sommable ainsi que son gradient, tels que :
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Rappelons que ce système (1.5) joue un rôle essentiel en physique .

No_"_1.2 . - Les équations (1.1) , (1,2~ et le système (1.5~ s’obiennent formel-
en remplaçant

par

dans Les équations (2.21), (3-13) et dans le système (2.1) du §3, compte-tenu du
théorème 3, § 1 et du théorème 2, § 5 , qui imposent :

vu (2.3) § 3 :

Supposons K fonction holomordhe de R à l’origine . - Notons :

Te théorème de Fuchs construit deux solutions indépendantes de l’équation (1.3) ;
+ Y+ 1

si 2 Y n’est pas entier, leurs quotients respectifs par R sont holomorphes

à l’origine . Si y est imaginaire pur, toute solution non nulle de (1.3) fait

donc diverger les intégrales ( 1. ~l ~i l’ origine . Il en est de même si y = 0 (cf.

Fuchs). Supposons ~~ &#x3E; 0 ; la solution v de (1.3) qui est le produit de
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Ry+1 2 par une fonction holomorphe fait converger les intégrales (1,4) à l’origine
autres solutions de (1.3) les font diverger (cf. Fuchs) . Donc, puisque le

prc blème (1.5) équivaut au problème 0.1 : : .,

THEOREME 1.2.- Si K est holomorphe à alors la ossibilité 

(0.1) équivaut à celle du problème suivant. Trouver deux entiers, t et m

que :

et ,iue la solution v de (1.3) , dont le uotient par R~ * ~ l~ est y

nol ; i nulle a l’origine, vérif ie : ~ ,

2. LE CAS DE SCHRODINGER - KLEIN - GORDON. - Dans ce cas, c’est-à-dire sous 11 hypo-
thèse (0.4), le théorème précédent peut-être explicité. Notons : 

’ 

,

L’équation (1.3) devient l’équation hypergéométrigue conf luante :

où : 

&#x3E; 0 alors nous choisissons 0 .

Notons v la solution non nulle de (2.2) telle que v R- y - 1/2 soit une fonction

entière de R : elle est définie à une constante multiplicative près (Fuchs).

LEMME 2 . - La convergence des intégrales (1 .7) équivaut à la condition :

Preuve . - Dormons à v l’expression :
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en la portant dans (2.2) , on obtient (Fuchs) la formule de récurrence définissant

les c s en fonction de c 0 : 

La condition (2.3) équivaut donc a la suivante : .

est un polynome

elle implique a2 &#x3E; 0, donc 0’&#x3E; 0, donc la convergence des intégrales (1.7)’

Prouvons que (1.7) pas lieu quand (2.~) n’est pas vérifié.

Cas : --~&#x3E;0 Si L) c R n’est pas un polynome, alors, pour un choix
s 

~

approprié ou signe de c 
o 

:

c S &#x3E; ’J , pour s voisin de +co . où e" 1/ o ; ’

Soit : 
.

(n 5) donne : O

donc :

, pour R voisin de 

1 ~ diverge donc t

: a2  0.- L’expression classique de v par une intégrale Ionne une

expression asymptotique classique de v : pour R voisin de + c y

ou c et ë sont constants, Cr imaginaire pure. L’intégrale (1.’ ’B -: 

and Watson, Modem chap. 

hypergéometric function. Asymptotic expansion ) .
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Cas :

diverge donc . ,

Cas : y = 0 , B &#x3E; 0 . - R - y - 2 v vérifie une équation différentielle à.

coefficients linéaires;d’où, par la méthode de Laplace :

T étant le bord d’une demi-bande de C contenant la coupure ] - - , 0 [; d’où,

par la n Jthode du col, la valeur asymptotique, pour R voisin de + 00 :

l’intégrale (1.7)1 diverge donc :

Le théo,-,me 1.2 et le lemme 2 , où a et ~ sont définis par (2.1) et y par

(1.6), prouvent ceci :

THEOREME 2 . - Quand a est l’opérateur de Schrödinger- Klein - Gordon, alors

1°) le problème classique (O. 1) , dont nous venons de rappeler l*étude,

20~ le problème lagrangien (2.1) 3 :

3°) c’est-à-dire le problème 3 .1 du § 1 1 ,

ont tous trois la même condition de possibilité : l’existence d’un triplet d’entiers

~ ~ , m , n~ vérifiant la condition (4.11) du théorème 4.1, ~ 1 .

Note 2. - La comparaison du théorème 1.2 et du théorème 3.1 1°) § 1 prouve que

le théorème précédent ne s’applique pas à tout opérateur a associé à un hamil-

tonien H du type (0.2) .

CONCLUSION . - Bien que les problèmes aux limites classiques et les problèmes

lagrangiens soient absdlument indépendants, il se trouve qu’ ils déf inissent les mêmes

niveaux d’énergie des équations de Schrodinger et de Klein - 

Les niveaux d’énergie observés en physique sont ceux de l’équation de Dirac,

qu’étudie le chapitre suivant .





CHAPITRE IV

EQUATION DE DIRAC, AVEC EFFET ZEEMAN.

INTRODUCTION.- Le § 1 résout mod. 1 2 un problème lagrangien homogène à plu-
v

sieurs inconnues, qui est l’un des plus simples de ceux auxquels s’applique le

théorème 3 du chap. II, § 4 ; la résolution de ce problème introduit le quadruplet
de nombres quantiques qui intervient dans l’étude de l’équation de Dirac.

Le § 2 réduit, en analyse lagrangienne, l’équation de Dirac mod. 12 au système
v

plus simple qu’a résolu le ~ 1 ; cette réduction est analogue au théorème de réduction

2.2 du chap. II, § 4. Ce § 2 prouve ainsi que les solutions lagrangiennes, définies

mod 1 2 sur des variétés compactes, de l’équation de Dirac atome un électron dans
v 2 

, 

p 
.

un champ magnétique) existent our des niveaux d énergie qui sont exactement ceux our

lesquels existe la solution classique de cette é uation (compte tenu des effets
Zeeman et même Paschen - Fack ) .

~ 1. Un problème lagranr ien à deux inconnues. 

Ce § 1 donne une application du chap. II, § 4, théorème 3.

1. ° CHOIX D’OPERATEURS COMMUTANT mod. 

1 v3 
Comme au chap. III’ § 1, 

notons :
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en sorte que :

notons M2’ M3 =M) les composantes de p . ..

Vu le chap. III , § 1 ~ (l3) ~ les trois fonctions suivantes sont deux à deux en
involution (cf. chap. III, § 1, n° 2) :

L’emploi du chap. II, § 4, y théorème 3 exige la donnée de trois 03BC x 03BC matrices,

fonctions de (x,p) E X O X*, telles que les matrices d’opérateurs lagrangiens
associés aux trois matrices

(E : 1J. X matrice uni té) commutent mod ~ .
1) l

Vu la note 3 du chap. II, § 4, puisque les sont involution, cette commutation

équivaut à la condition (V i , k) :

n’i (. .) est la parenthèse de Poisson . 
’

Choisissons ~ = 2 : les valeurs des sont des matrices, opérant sur les

vecteurs de l’espace c2 , que nous munirons d’une structure hermitienne ; nous

choisirons les i J (k) self-adjointes. (Les vecteurs de C2 se nomment spineurs). 

Notations . - Notons c 
o 
= 1 la 2 x2 matrice unité ; toute 2 x 2 matrice

auto-adjointe est du type x G0 + a , x étant un nombre réel et o une matrice

auto-adjointe, de trace nulle ;

où

et où
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sont les matrices de Pauli, qui vérifiant les relations :

(la matrice unité est notée ao = 1)

d’oi : * o

Note 1.1 . - Rappelons les conséquences de (1.8) : soit u~ un isomorphisme de

C2 conservant sa mesure : u2 E S U(2) ; u est self-adjointe ’ de

trace nulle, donc du type a (y) ; notons y = u x :

vu (1 .8), u conserve lx 12 : : plus précisément, u est une rotation de E~ :

u E S 0 ( 3) ; ; d ’ o ù un morphisme .

qui est un revêtement d’ordre 2 de S 0(3) *

LEMME 1 . - Supposons donné

alors on satisfait (1.5) en choisissant : t

Note 1.2. - Les relations (1.5) restent évidemment vérifiées quand on ajoute

aux et J ~k~ des nombres complexes arbitraires (c’est-h-dire : leurs produits

par la matrice unité, notée : a = 1 ) .
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Preuve de (1.5)~ - - (H (2) , J~~)= 0 , car, vu lech. III, §1, n~ 1 1

L est en involution avec Q, R,M= M 3 et de même avec M 1 et M 2 *

Preuve de-(1.5)1,, - - Puisque L, M, Q, R sont en involution :

car un calcul immédiat et classique donne :

D’autre part, (1.7~ implique :

vu les définitions (

De (1.11) et ~fi.12~ résulte (t.5). ~ . .

La preuve de (1.5)~ ~ est évidente.

2 . RESOLUTION D’UN PROBLEME LAGRANGIEN A DEUX Notations . -- Soient :

les 2 X 2 matrices d’opérateurs lagrangiens associées aux 2 X 2 matrices :

étudions les solutions U = (U , ’U2) du système (dont le lemme 1 et la note1.2

prouvent l’intérêt) : , 
"

où U 1 et U 2 sont deux fonctions lagrangiennes définies sur une variété 

gienne COMPACTE V , où ~’ et m’ sont des nombres réels voisins de

de carrés négligeables et où Lo , 1 M 0 sont deux nombres réels .
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Notons, comme au chap. III 1, V [L , M ] la variété lagrangienne de E3 ae E3
o o

d’équations :

quand elle est compacte, c’est un tore, dont les coordonnées sont

. t mnd. c [L 2 g , Él mod. 2 x ; ;

r [L o ,M], 0 puis t et c [1 0 ,M 0 ] sont définis au chap. III, § 1 par (2.5) (2.

et (2.7) ; nous supposerons que, sur V [Lo,MoJ ;

sont voisins de 0 et de carrés négligeables ; nous noterons, pour V [L 0 m01,
donc r compactes :

nous verrons que f , g , e sont de carrés négligeables.
THEOREME 2. - Les variétés COMPACTES V de E3 ffi E3 sur lesquelles sont

définies des solutions U du système (2.2) sont les tores tels ue
o o

L, m - i, n étant trois entiers vérifiant_ les iné lités :

J~ et m’ sont des nombres voisins de 0 , 1 arbitraires, sauf quand m = 1 + ~ ;

ils doivent être alors choisis tels que :
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Note 2.1. - 
« 

U sera noté U 
+ 

ou U_ suivant que (2.5)~ vaut avec le choix

+ ou - ; l’amplitude lagrangienne f3 = (Pl e f32) de U = U~ sera notée f3 + ;

elle vérifie les relations :

les c sont des nombres complexes, de module 1, valant :
~k

Preuve . - Vu le lemme 1 et la note 1.2, le t-héorème 3 du chap. II, 4
1

s’applique. Les V sur lesquels une solution U du système (2.2) est définie

sont donc les revêtements des variétés V d’équations (2.3) ; celles des V qui

sont compactes sont donc les tores V Cherchons quand U est défini sur

V [1 o ,M 0 ~, c’ est-à-dire quand 
--

où Ro est le repère utilisé,

MR 0 et 
TR 0 étant l’indice de Maslov et la phase de V dans Ro J

vu le chap. III § 1, (3.5) et (3.4) :
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= Partie entière de ... ,

01;.. _ est défini au champ. III, § 1 par (2.8) .

Achevons l’application du théorème 3 du chap. II, § q.. ~iu les notes 3.2 et 3.3

du chap. III., § 1, les vecteurs caractéristiques des hamiltoniens
L

H, L2, M sont :

Le système (2.2) équivaut donc, vu ce théorème, à la condition :

c’est-à-dire au système de Pfaff, que ce théorème affirme être complètement inté-

grable :

Vu chap. III, § 1, (1.5) :

donc, vu chap. III, ~ 1, (1 .12)3 et (1.11) :
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où

donc, vu (1.7) s

D’autre part, les fonctions À et j de [L, M, t] définies par chap. III, § 1,

(2.10) vérifient, vu chap. III, ~ 2, (2.3) :

Notons :

le système (2.12) s’écrit donc :

la vérification que ce système est complétement intégrable est évidente : Y est

indépendant de ~ et Y et n-est fonction que de t .

La condition (2.10), que U est défini sur V [1 o ,M 0 ] , s’ énonce donc :
o o

or n , ~ , 4 ne dépendent que de t et, vu chap. III, ~ 2, ~ 1.4~ et ( 1.5~ ,

croissent de

quand t croît de c [1 o ,M 0 ] ; N est défini au chap. III, § 1, par (2.9) .



9

Si nous ( &#x3E; 0), la condition (2.10) que U est lagrangien
o 

.

sur V s’énonce donc, vu (2.11), comme suit, car e =- 1 :

il existe P. E R tel que :

La recherche des solutions y de (2.16) vérifiant (2.1~) est classique :

est une matrice self-adjointe, de trace nulle, fonction périodique de t ; la période

est c la 2 X ~ - matrice u(t) définie par

est donc une matrice unitaire, de déterminant 1 : u E S U (2) ; elle vérifie

la solution générale de (2.16) est

pour que y vérifie (2-18), il faut et suffit que ô soit l’un des vecteurs

propres de la matrice u 0 J) E S U (2) ; notons :

dans (2.18) :

Donc, la condition qu’existe une solution lagrangienne U de (2.2) définie sur

le tore V est qu’existent trois entiers t, m - i n tels que :
o o -..-.- . 

- 

29 
-
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Cette condition ne suppose 

carrés négligeables sur V 

U seront notés U suivant que (2.22) vaut avec + e [L, M] ;

vu (2.15), (2.17), (2.18), ou e [L~.M~] , P_~ vérifie (2.8), les C+ 
k

ayant les valeurs (2.9) . .

Supposons négligeables les carrés de , m’ et les carrés des dérivées de

~ e : (2.22) se réduit à (2.5) : les entiers m, n doivent satisfaire la

condition (2.5)3’ e qui est indépendante de £ ’ et ml. Vu que t et n sont

entiers, que e est voisin de 0 et que N &#x3E;0 , (2-5)3 implique ~n ; J

puisque l’ et m’ sont voisins de 0, (2-5), et (2.5)2 impliquent 
ce qui achève la preuve de (2.6) .

Il reste à prouver que e a l’expression approchée (2.4) . * Puisque,

sur V [L ,M 0 Jo o

sont supposés voisins de 0 et de carrés négligeables, la solution de (2~20) est,

mod. ces carrés, vu (2.14)2 :

c’est-à-dire, en choisissant le second membre dans S U (2), comme u :
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donc, ~~ (2.17), la définition (2.21) de e et la définition (2.4) de

fo et go, + 21LE: [1: ,M ] sont approximativement les valeurs propres de la0 0

matrice self-adjointe de trace nulle :

vu (1.7~ et (2.13), son carré est :

.d’où .’expression approchée (2.4)2de e 

Note 2.2. - Les nombres quantiques

sont ceux qu’emploie la résolution classique de l’équation de Dirac, en leur

imposant une condition :

- plus stricte que (2.6) ;

- moins stricte que celle que, vu (2-7), leur imposerait le choix : f’ = m’ ~ 0,

à savoir :

Voici cette condition.

Définition 2. - Le chap. III, § 1 résout un système à une inconnue, analogue au

système (2.2) quand on y choisit f’ = m’ = 0 . Au chap. III, § 1 l’amplitude

lagrangiennes de l’inconnue est nécessairement constante ; c’est conforme au caractère

de l’amplitude a et de la phase v en physique : o~ doit varier moins vite.que

e °  . . Rapprochons-nous de cette situation: donnons-nous un quadruplet

vérifiant la condition (2.5)~ d’existence (V l’ , m’) d’une solution de (2.2)

lagrangienne sur V imposons à (I’ , , m’) de donner des valeurs voisines

de son minimum à la fonction :
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c’est-à-dire, vu (2.9), puisque f-’2 et m’~ sont négligeables par rapport à

et m’ à la fonction :

si ce choix :

vérifie la condition nécessaire (2-7), alors, et alors seulement, nous dirons que

le quadruplet (f, , m , n , + 1 ) est admissible.

Au § 2 (équation de Dirac) , le cas suivant se présentera :

Exemple 2 . (N L9Nm) est voisin de (- 1, 0) ; donc (~’,m’) est voisin de

(t: -~~ 0) . *Vu (2.7) : les quadruplets (Y, , m , n , + 1) admissibles sont ceux qui

vérifient la condition (2.5) 3 et, les signes se correspondant, la condition :

L’usage, en mécanique quantique est de noter

et d’employer des Quadruplets de nombres quantiques :

ils sont admissibles s’ils vérifient (2.5)3 et si :

il leur correspond alors, pour chaque choix admissible de (t’ m’)y des solutions

U de ~2.2~, égales entre elles, à un facteur de proportionnalité près ; ce facteur

est une constante E C . 



§ 2 . L’équation de Dirac. 

L’équation de Dirac est un système à 4 inconnues; les théorèmes 2.1 et 2.2 du

chap. II, § 4 ne s’y appliquent pas, car les zéros de dét. aO sont doubles.
0

Le théorème 1, dont l’ énoncé ressemble è, celui de ce théorème 2.2 du chap. ~.,

change, mod. 1 2, ce système à 4 inconnues en un système auto-adjoint à 2 inconnue s .
v 

’ ’

Par suppréssion de termes, qui sont négligeables vu l’ ordre de grandellr du champ

magnétique, le n° 2 transforme ce système en équation de Dirac réduite ~~ , qui

est du type résolu au § 1 . 

Le n° 3 constate que les niveaux d’énergie définis ar cette équation de Dirac

réduite, en analyse sont ceux que définit la résolution classique de

de Dirac, même quand.le champ magnétique est assez intense pour produire
l’ effet Pasdhen-Back.

Mais le n’ 4 obtient une probabilité de présence de qui diffère de

celle de la mécanique ondulatoire et s’apparente à la remière théorie quantique.

1. REDUCTION DE L’EQUATION DE DIRAC, EN ANALYSE LAGRANGIENNE. - Donnons-nous 

deux applications, indéfiniment différentiables, et une constante :

soient a’ 1 et ae’ les deux 2 X 2 ~ matrices d’opérateurs lagrangiens dont l’expres-

siondans ’z (3) = E3 0153 E3 est : s -

a étant la 2 X 2 - matrice définie au § 1 par (1.6) ; a’ et a" sont auto-

adjointes ; elles sont associés aux matrices auto-adjointes.
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l’équation de Dirac est le système :

dont les inconnues Ul et U" sont des vecteurs ; imposons aux 2 composantes de

chacun de ces vecteurs d’être des fonctions lagrangiennes, une même

variété lagrangienne COMPACTE V de Z(3) = E3 + E3. 

L’équation de Dirac (1.1) équivaut évidemment

i) au système d’inconnue Ul 
’

ii) au système d’ inconnue Uti :

Le calcul de C2 - ail 0 a’ et C2 - at o a" est aisé et classique ; pour expli-
citer le résultatt notons s , 

,

où : ~.-

2 [C2 - a" 0 est la matrice associée a la 2x2 matrice ! t H + 2013 J’ ’; ’

1 2 [C2 - a’ 0 a" ] est la matrice associée à la 2x2 matrice : H + 1 v J" ;

Note 1.1. - Ces matrices ne sont pas auto-adjointes, mais adjointes l’une à

l’autre.

Notations . - Soit W l’hypersurface de E3 $ E3 d’équation

soient 1 et ~" les amplitudes lagrangiennes de U’ et 
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Vu le théorème 4 du chap. II, ~ 3, 1 ’ équat ion (1,2) é q uivaut, aux

conditions : 
v

où d est la dérivée de Lie, £~ , suivant le vecteur caractéristique K de V.

De même, (1.5) équivaut, , mod. , aux conditions : 
v

Vu (1.1), P’ · et ~’r vérifient sur V leb deux relations équivalentes :

L’équivalence de (1.2) et (1.3) prouve l’équivalence des équations (1.6) et (1.7) ; -1

la relation (1.8) transforme évidemment les solutions d.e l’une de l’une de ces

équations en les solutions de l’autre.

La définition (1.5) de W exprime l’éxistence d’une fonction.

telle que :

notons

vu § 1, (1.8) ; d’où 1

la relation (1.8) liant ~’ et ~" s’écrit donc :

elle exprime l’existence d’une fonction
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telle que :

les relations équivalentes (1.6) et (1.7) s’écrivent donc : s

où la 2x2 - matrice J vaut :

Nous allons prouver que cette définition de J ce qui rend

évident le théorème suivant :

La ~(1.3),--.---.-----.--- v - ( .,.a.

équivalents à l’équation de la résolution du à 

inconnues : -.

ou a est la matrice d’opérateurs lagrangiens associée à la 2 X2 - matrice :

H est déf ini-par (1.4), et J Bàg :

Note 1. 2. - -1 J et par suite a sont auto-adjoint s. D ’ où, ~11 la note 1.1,

l’intérêt de substituer (-’.13) à ( 1 a 2 ) - ( 1 . § ) . 

Preuve de (1.14) . - Vu les définitions (1.4) et (1 .1?) de J’. .J" et J, il

suffit de prouver les formules suivantes, où 1 . , . &#x3E; est le produit scalaire

E3 et rot. 
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Note 1.5. - Les relations de Q 
,

D’où, en particulier :

Puisque T2 = 1 et que p est à valeurs dans R :

donc ?

:

Pour calculer T , , dérivons la définition (l.10) de T :

â~
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donc, vu (1.18) et vu que sur W :

Vu la définition de chap.

par des calculs aisés :

puisque

(li22) s’écrit donc, vu. ~ 1 ~ 10~

d’ott(l.l5), vu (1.21) .

Preuve 

or, vu la définition (1.10) de T et la formule de commutation (1.20) :

vu (1.10 et (1.19) :
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donc

vu (1.24) et (1.25) , (1.23) s ’ écrit :

d’où les deux formules :

qui prouvent respectivement ( ~ .16~ et (1-17) - .

2. L’ÉQUATION DE DIRAC REDUITE, POUR L’ATOME A UN ELECTRON, UN CHAMP MAGNETIQUE

CONSTANT. - Choisissons A, B et C tels que la fonction H définie par (1.4)1
soit l’hamiltonien de l’électron relativiste, placé dans un champ magnétique
constant : H doit être, au facteur 4 près, la fonction définie par les formules

(4,15) et (4.18) du chap. III, § 1 ; donc : :.

A éêt fonction de R ; la fonction R ~ R A (R) est affiné ;

Dans l’expression (1.4) de H négligeons B2 , comme le fait (4.20) au chap. III,

~ 1 ; dans de J, négligeons de même

le terme par rapport à

x A

car, sur V, X A + C sera négligeable par rapport à 1 ; les expressions (1.4) et

(1.14) de H et J se réduisent donc à :

où: b et (R) est affine ;



8

H et J étant ainsi choisis? la matrice d’opérateurs lagrangiens associée à

sera notée a r et nommée ~( opérateur de Dirac réduit» .

H, défini par (2.1), s’identifie donc, au facteur 03BC près, à la

fonction définie par la formule (4.20) du chap. III, § 1 ; d’où:

oû : c est Là vitesse de la lumière ;

p et e sont la masse et la charge de l’électron, Z le nombre atomique du noyau;

É est le niveau d’énergie de l’atome ; il est voisin de c~ ·

H est l’intensité du champ magnétique. 
’ 

,

Nous substituons à de l’équation celle du système :

vecteur U a deux composantes), qui sont des fonctions lagrangiennés 
me varié te lagrangienne COMPACTE V de E3, et où t’et ml sont 

réels et de carrés négligeables. .. 
.

Lp théorème 2 du § 1 supplique à ce système (2.3), au moyen des deux lemmes

suiv,-ints, qui l’explicitent. 

LEi4ME 2.1. -&#x3E; Une valeur approchée de la fonction E~, définie au § 1 t

Preuve . - Explicitons les valeurs de f et g , définies au § 1 par (2.4)1o o 

et (2.4)2. Vu (2.1) : 
’
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donc : -.

or vu chap. TII, ~ 2, (2.3) :

vu chap . III, § 2, (1.5), on a, en écrivant r pour ’.

donc :

Cette dernière formule et la formule (2.4)1 du 5 1, où f ~ ~ ~ 2, vu le choix (2.2)

de J, donnent : .

Vu ce choix de J et au § 1 la définition (2.4) de g~ ~

or vu chap. III, § 1, (2.14) et -vu «2.5), on a sur -T’ :

les relations (2.8) et (2.6)1 s’explicitent donc comme suit :

Calculons une valeur approchée sa valeur pour b = 0. Vu (2.5), l’équation
o

de r est alors
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A’ 1 et A" sont des fonctions affines ; vu la note 2 : A’ 1 croit ; A’ 1 (R) &#x3E; 0

pour R &#x3E; 0 ; d’ où, par un calcul de résidu facile :

or, vu (2.11)2 : a

les relations, (2.10) et (2.12) prouvent donc que

Les forwul ps (2.7), (2.13) et, au § 1, (2.4)~ prouvent le lemme.
Les hypothèses faites au § 1, n° 2, y compris celles de l’exemple 2 du § 1, sont

vérifiées, vu le :

LEMME 2.~ e -~ Les valeurs des grandeurs physiques définissant A , B et C (Note 2)
sont telles, que pour les niveaux d’énergie E qu’emploiera le n° 3 :

sont petits par rapport à 1 .

Preuve. - L’expression de N[...] est donnée au chap. III, § 1 par (4.8),
où A , B et C sont définis par l’identification des formules (4.6) et (4.20)o o o 

de ce chap. III, § 1 : 
’

c 9 li 9 e , e E et X sont les grandeurs physiques défi.nies par la note 2,

(2.15) a =e2 c = 13; est la « constante de structure fine), sans

dimension ;

Le n° 3 choisira :
1

: de l’ordre de granc1e11r de ; n entier)
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l’énergie magnétique très petite par rapport à g c 2 ;
L

2 Mo / ~ entier, ne prenant pas de grandes 

D’où le lemme.

5. LES NIVEAUX D’ENERGIE . - Notations . - Les formules (4.23) et (4.25) du

chap. 1 ont déjà défini la fonction F valant :

notons le signe de ses dérivées :

F permet de donner ~~ la relation : i

où N a l’expression (2.14), la forme 1

c’est-a-dire, au degré d’approximation utilisé ici :

dans ces formules ~ est la constante de structure fine (2.15) et p le magnéton

de Bohr (2.16) . 

,

THEOREME 3 . - Les niveaux d’énergie E pour lesquels le système (2.3)
(où Il et m’ sont réels et de carrés négligeables) possède des solutions

lagrangiennes ADMISSIBLES (§ 1, définition 2), sur une variété lagrangienne COMPACTE,

sont définis par les quadruplets de nombres quantiques

tels que :

sont entiers ;
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A des uantités négligeables près, E s* exprime comme suit en fonction de

est le même dans (3-4) Q-t-(3-8) -

Note 3.1. -Pour ~= 0, puisque F &#x3E; 0, (3.8) se réduit à

Preuve. - Vu le théorème 2 du § ~j les niveaux d’énergie E tels que le

système (2.3) ait des solutions définies sur des variétés lagrangiennes compactes
sont ceux qui vérifient la condition (2.5) du § 1 ; vu la valeur approchée que le

lemme 2.1 donne de e [Lo, Mc], ces valeurs de E sont approximativément celles
o o

qui vérifient la conditions 1

Vu l’équivalence de (5*2) et (3.3), une approximation grossière de E est donc :

ce qui suffit à justifier l’emploi du lemme 2.2 et à déduire de .(2.14) que

Vu (2.14), NM = 0 pour H = 0 ; donc (3. 1 0) 1 s’écrit, pour de = 0 , vu que

et pour ~ quelconque :
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Vu l’exemple 2 du § 1 et le lemme 2.2, la condition que des solutions admissibles

du système (2.3) correspondent à un choix de t, ID, y n et E vérifiant (3.12) est

que’

qu’on ait (3.6) et (3.4) y le signe + de (3.4) et (3.12) étant le

même.

Puisque (3.2) équivaut à (3-3)e d’une part (3.12) récrit :

d’autre part les deux relations suivantes sont équivalentes (V d k, dm, d n~ : 1

Cette équivalence signifie que :

donc, puisque F n &#x3E; 0 :

(3.13) équivaut donc à 3.8 . 
’

Note 3.2. - Les niveaux d’énergie qu’obtient le théorème 3 sont exactement ceux

4u’obtient la théorie classique de l’atome de Dirac : voir par exemple Bethe et

Salpter [2] ; pour ~ = 0, leur formule (14.29), p. 68, s’identifie à notre formule

(3.9) et, pour ~~ 0 , leurs formules (46.12), (46.13), C46.15), p. 211, s’iden-

tifient à notre formule (3.8), leurs notations correspondant comme suit aux nôtres :
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Pethe -Salpeter :

Note 2 èt n° 3 :

~ote ~ , ~ ~ - Qt1and est petit par rapport à Il 02 Fk’ la formule (3’8)

s’éôrit évidemment:

tst le cf. Bethe - Salpeter [2], (46.4) et (46.6), p. 209 .

4. LA PROBABILITÉ DE PRESENCE DE L’ELECTRON. - Rappelons que

* 3.
X et son dual X* étant l’espace euclidien E ; x eét la position, p est
la quantité de mouvement de l’électron. Notons, avec les conventions de la note 2 :

la longueur appelée, en première théorie quantique, « rayon de l’atome de Bohr&#x3E;&#x3E; ;

Z 

" 

étant le nombre atomique du noyau, notons :
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THEOREME q.. -- La position x de l’ électron de nombres quantiques

(j = l + 1 2, l, m, n) appartient à la projection v sur X de V m 0 i V-. - .. -. -. -. - . r 

A 
- o o JB.

est la partie de X compris_e entre deux sphères et extérieure à un câne de r.évo--

autour du ; le centre de et le sommet de ce cône

coincident avec le noyau de lraiome, ’

Convenons gue, sur V [L , la probalité de présence de l’électron
--.- --°-- o 0 - . 

-- 

....

est proportiopnelle à la mesure invariante n fcr. Conclusion de l’Introduction au

chap. III J ; alors sur V , 9 la probabilité de présence de l’électron est approxi-
.&#x3E;

mativement : é

Une définitions approchée de V x est celle-ci : V x est la partie de X où les

radicaux ci-dessus sont tous deux réels.

Note 401 o - 9i + 1/2 , alors -. Vx est le disque où :

la probabilité de présence de l’électron sur ce disque est :

Preuve. - Sur V [L 0, m01 , la probabilité de présence de l’électron est, par

définition :

La projection V sur X de V [L o ] est, vu chap. III,

(1.12). , , l’ensemble des points x de X ~en lesquels :

l’équation du second degré en Q
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a ses racines réelles 
~ °

V est donc bien la partie dé X comprise entre deux sphères et extérieure à

un cône de révolution, dont les centres et le sommet sont en 0.

Les formules ~1.~~, ~~.6~ et ~1.1~~ du champ. III, § 1 montrent que tout point x

intérieur à V x est la projection de 4 points ~t , ’~’ , 1» de V[L 0 , m01. Vu chap.
IIIE § 1, (1.1~ ( 5 o 6 ) , () e 6) . et vü (2.9) : .

la donnée de x définit la probabilité de présence de l’électron

est donc :

Vuchap. III, §1, (1. 12) 1 :

dônce vu (4.2)2:

La , définition de Q par donne, vu ~ 2.1 ) et la note 2 , en

négligeant Z2 par rapport à 1 (a : t constante de structure fine) et en

donnant à E sa valeur approchée (3.11) :

d’où: O 0

Les formules (4.5), (4.6), (4.7) donnent à la probabilité ~4.~.~ son expression

approchée (4-1) - .

Vy y étant la partie de X où (4.5) et Q sont réels, est défini approximatif
vement par la condition que les radicaux figurant dans ~4.1 ~ sont réels.

4~2. - Le théorème 4 définit gne ’probabilité de présence de l’électron
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extrêmement différente de celle que définit la mécaniQue ondulatoire, mais étroi-
tement apparentée à la remière mécanique quantique : l’électron appartient à une

partie compacte Vx de X, qui est la réunion des trajectoires employées par cette

première mécanique quantique ; sa probabilité de présence se définit aussi simple-
ment que possible à partir des équations caractérisant V ..

Note q..3. - Le cas m"= 1 + 1/2 présente des diffultés (cf : § 1, Note 2 :
la notion de solution admissible), qu’éluciderait peut-être la définition de
fonctions lagrangiennes sur des variétés de dimensions inférieures à la dimension

maximale des variétés lagrangiennes ; cette notion se relierait peut-être à une

partie des travaux de A. VOROS ~23 ~ ~- ~~4 ~ ·

CONCLUSION . - Cet article a explicité « la quantification de Masiov ». D’une
part, le théorème 3 du chap. 2 prouve ondu-

latoire classique, dont elle sauvegarde des résultats essentiels ; d’autre part, le

théorème 4 de ce chap. IV, § 2 prouve qu’élle s’apparente à la première thébrie

Quantique, dont elle sauvegarde la simplicité deà calculs’ il prouve aussi qu’elle
définit une nouvelle probabilité de présence de l’électron, donc une nouvelle 

sion de l’interaction des électrons d’Un Nos clhapitres 1 et II ont montré comment

elle substitue à la quantification de Bohr-Sommerfeld une Quantification que des

motivations mathématiques justifient ; du point de vue de la h si ue, cette

quantification ne se justifierait que si elle parvenait à une évaluation correcte

des niveaux d’énergie des atomes à plusieurs électrons ; les calculs sont amorcés

dans le cas le plus simple, celui de l’hélium.
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