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ANATLYSE LAGRANGIENNE ET MECANIQUE QUANTIQUE ;

(Notions apparentées i celles développement asymptotique et d'indice de Maslov) ;

par Jean LERAY

PREFACE

Les physiciens n'emploient les solntions exactes, u (x), des problémes d'évolu-

tion que dans les cas les plus simples. Généralement ils recourent & des << solutions
asymptotiques >> du type

(1) u(v,x):a(v,x)evw(x)

’

ol la << phase >> ¢ est une fonction de x € X = RL a valeurs réelles ; 1'

<< amplitude > a est une série formelle en 1/ v :

1
o (v,x)= D oo (%),

rCIN vT
dont les coefficients @, sont des fonetions de

x & valeurs complexes ; la

<< fréquence > v est un paramétre imaginaire puxr.

L'équation différentielle régissant 1'évolution :

.

1 Q
(2) a(xvv @X) U.(\),X_)—O
est vérifiée en ce sens que son premier membre est le produit par e’ ?  d'une

série formelle en 1/v, dont les premiers termes ou tous les termes sont nuls.

La construction de ces solutions asymptotiques est depuis longtemps classique et
a été nommée méthode W.K.B.

la phase ¢ vérifie une équation aux dérivées partielles du premier ordre, non

lindaire si 1l'opérateur a n'est pas d'ordre 1 ;

1'amplitude o résulte d'une intégration le long de celles des caractéristiques

de cette équation du premier ordre qui définissent o .



En méc-nigue quantique, par exemple, on calcule d'abord comme si

v = %( (2 nHd : constante de Planck)

était un infiniment grand tendant vers 1 o , puis on attribue finalement & v

sa valeur numérique Vo

Les physiciens construisént des solutions asymptotiques de problémes d'équilibre
et de problemes périodiques, substituant aingi, par exemple, aux problémes de 1'optique
ondulatoire ceux de l'optique géométriqure ; mais ¢ fait un saut et o présente des
singularités sur 1'enveloppe des caracléristiques définissant ¢ , par exemple,
en optique géométrique, sur l'enveloppe des rayons lumineux, c'est-a-dire sur les

caustiques, qui sont les images des sources de lumiere ; cependant 1'optique
géométrique vaut au dela des caustiques.

En toute généralité, V.P. Maslov a introduit un indice (dont I.V. Arnold a expli-
cité la définition) qui décrit ces sauts de la phase et, par un emploi approprié
de la transformation de Fourier, il a montré que ces singularités de l'amplitude

ne sont que des singularités apparentes ; mals il est obligé d'imposer certaines

<< conditions quantiques™>>; leur énoncé suppose que Vv est un nombre imaginaire

pur donné Vg 3 c'est contraire a l'hypotheése que v est une variable tendant

cette derniére hypothése est cependant nécessaire pour que la trans-
formation de Fourier soit ponctuelle, ce que

vers 1 o ;

V.P. Maslov utilise de fagon essen-
tielle. Un emploi, qui évite cette contradiction et que guide wune motivation

mathématique , de la transformation de Fourier, des expressions du type (1) , des
conditions quantiques de Maslov et de la donnée d'un nombre

ne tente plus de définir une fonction

Vo egt possible, s'il

ou une classe de fonctions par son dévelop-

pement asymptotique : il conduit & de nouvelles notions, qui s'apparentent & la

géométrie symplectique et dont 1'intéret ne pourra se révéler qu'a posteriori

y ce

sera peut-étre la mécanique quantique , si lc calcul du spectre (o 1'hélium par ces
néthodes donne degs rdésultats numériques satipfaisants.

Cet article cxposce ces nctiong ct leurs relations avec les équationg de Schrddincer,
de Klein - Gordon, dec Dirac.

Historique. - TI.V. Arnold m'a demandé & Moscou, en 1967, comment je comprendrais

le traité de V.P. Maslov cité [10],[11]. L'exposé qui suit est donc une réponse,

peut-€étre inachevée, & cette question .

Il a largement bénéficié de la trés précieuse érudition de J. Lascoux.
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CHAPITRE T
TRANSFORMATION DE FOURIER ET GROUPE SYMPIECTIQUE .

Ce chapitre I explicite le lien existant entre ces deux notions tres classiques.

‘n permettra au chapitre II d'étudier les solutions asymptotiques -d%équations~ -

aux dérivées partielles.

§ 1. Opérateurs différentiels, groupes métaplectique et symplectique.

O. INTRODUCTION, -

Historique. - ILe groupe métaplectique fut défini par I. SEGAL [13]3; son étude
fut reprise par D. SHALE [14]; V.C.BOUSLAEV [ 3] [11] signala qu'il rendait la théorie

de Maslov indépendante du choix des coordomnées. A, WEIL[17] 1'étudia sur un corps
quelconque, pour approfondir les travaux de théorie des nombres de ¢. SIEGEL.

Sommaire. - Nous reprenons 1'étude de ce groupe pour préciser comment il opére

> !l ;7 fi v ll », N
sur ¥R ,ZR),YR®), (cf. Théortme 2) et comment il transforme
les opérateurs différentiels (cf. Théoréme 3.1).

1. IE GROUPE METAPIECTIQUE Mp (£) . - Notons : X 1'espace R (£ > 1), mmi

* *
de_la mesure dzzx 3 X ledual de X 3 < pyx> la valeurde p € X en
x € X

X
Z()=X9X

-
?

Y (X) 1'espace des fonctions X -+ ¢ , dont toutes les dérivées sont & décrois-
" sance rapide (L. Schwartz) :
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]
£ " (X) son dual, espace des distributions tempérées sur X (L.Sclwartz) ;

Jt6 (X) 1vespace des fonctions X -+ ¢ de carré sommable ;

’

. . . Y
v un nombre imaginaire pur d'argument : 3 >0 .

I
2 L]
Soit une fonction lindaire a  : Z (L) # R ¢ soit a’ (2) = ato (x,p) sa valeur
X
en z=x+p (2€Z () ,x€X,p€X) : 1opérateur

o J 3
a=a (x,; g;c)

est un endomorphisme self-adjoint de ' (X) : 1'adjoint de a , qui est un
endomorphisme de Y (X) , est la restrictionde a & o (X). Ces opérateurs a

o
et ces fonetions a  gsont les éléments respectifs de deux espaces vectoriels

o
o et &, de dimension 24, naturellement isomorphes :

o _ [¢]
L Da = ac (.

Le commutateur de a et b € (kL est
l[2,b] =ab-bac€cg,«
¢ € ¢ désignant 1'endomorphisme de o' (X) :
(Vf£€ & (X)) cz2 f»cf.

Jour étudier ce commutateur, munissons Z (£) de la_structure symplectique

[Z,Z'] =< pyx'> - <p',yx>,

*
z=x+p,2"=x"+p' ,x et x' €X,p et p'€X .,

Toute fonction a € (&’ est définie par un élément unique al de 2 (2)
tel que

(1.1) a’ (z) = [a',2] ;

d'ou un igomorphisme naturel
(1.2) 7()>ama’ea’.
le commutateur de a et b € (b est évidemment

(1-3) [a ’b] :%[31, b1] ’
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le second membre étant défini par la structure symplectique.

Un automorphisme S de %' (X) +transforme tout a € (+ en un opérateur -

b=5a5" ', défini par la condition
Wredr (X)) pbstf=5Saf ;
b# 0 si a# 0; en général b ¢ O

Définition 1.1.~ G (£) est le groupe des automorphismes continus S de 3'(X) qui
transforment & en lui-méme, c'est-a-dire tels que

(1.4) (Va€cw) Sa st e e,

G (2) est éviderment un semi-groupe ; si S € G (£) , [
-1
(1.5) a+Sas

est éviderment un automorphisme de atj; done s e G(2) et G (£) est un groupe.

L'automorphisme (1.5) de k a pour transformé, par 1'isomorphisme naturel
z (2£) » ob, un automorphisme de 1'espace vectoriel Z (£) :

(1.6) Stahasal .

Puisque S commute avec les automorphisme c € ¢ de ' (X) et que [a,b] € ¢,
nous avons °

[Sas,sbs']=[a,b].
clest-a~dire, vu (1.3) et 1'équivalence de (1.5) et (1.6) .
[sa1,sb1]=[ a1,b1] ;
s est donc un automorphisme de 1l'espace symplectique Z (£) .

Le groupe des automorphismes de cet espace symplectique Z (£) est nommé groupe
symplectigue est noté Sp (£) :

S 6 Sp(;z)o

Vu (1.1)
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1 -1 o -1
[s al szl =la 4,8 z]=1(a os )(2).
En résumé :

IEMME-1.1. - Pour tout S € G (£) , 1l'automorphisme

-
av* S a S

]
de & a pour transformés, par les isomorphismes naturels de w7 (L) et o

- un automorphisme s : alv sal de (£) 5 s € Sp(2) ;
- un automorphisme : 2’ a’ oS T e X8

Lrapplication S =+ s est wn morphisme naturel
(1.7) G (L) Sp(2) .

LEMME 1.2, - ILe noyau de ce morphisme (1.7) est le éous—groupe de G (£) ayant
pour éléments les automorphismes de S' (X) du type :

(VEeE Y (X)Nf+cf, ot c € ¢ (plan complexe pointé).

Note. - Ce sous-groupe sera noté ¢ .

Preuve. -~ Tout ¢ € ¢ commute & tout a € «(4) et appartient donc & ce noyau.

Réciproquement, soit S wun élément de ce noyau : S est donc un automorphisme

- *
de ¥' (X) commtant & tout a € (t(2). Soit p € X ; nous avons ¢

’

i_jl "V<Psx>__ .
(\,ax+p)e =0 ;

donc, puisque S et % a—a;c + p commutent :

19 -v< x>
(yax+r)se P ~0y

donc, par intégration de ce systeéme différentiel :

~V<Dp, X~ -V<Dp, x>

S e =c (p) e ollc: X b Cj

en dérivant par rapport & p, on constate que ¢ a un gradient cp vérifiant
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~v<p, x> 1

o

-v<< x> -y < x>
PoX7ic e P ;

-VS[Xe D 3

=-v xSe

c'est-a-dire, puisque S et le produit par x commutent :

c (p) est indépendant de p et sera noté c¢ . Notons F 1la transformation

de Fourier ; soit f € 3/ (X) ; notons g =TF" Te ; on a par définition de F :

\ 1/2 -y < x> bA
f(X)=(27i‘)/ J e VTP X g (p) aTp;
X
puisque SEVSPXZ o ogVSPrEZ 1 on a done

(vfe F(X)) sf=cf.

Or F(X) est dense dans F' (X) ; donc S=rc € ¢. Le lemme est prouvé :

D'autres sous-groupes de G (4) serviront & prouver que G (£) » Sp (£) estun
épimorphisme. Ce sont . "

(1) 1le groupe fini qu'engendrent les transformations de Fourier portant sur 1'une
des coordonées ;

(41) 1le groupe que constituent les automorphismes de S (x)

fHerf.

ou Q est une forme quadratique réelle : X+ R ;

(411) 1le groupe que constituent les automorphismes de ¥' (X) :

f'wf ou f (x)=,det T £' (Tx) et T estun automorplisme de X.
Chacun de ces groupeé a une restriction & ¥ (X) , qui est un groupe d'automor-
phismes de 5 (X), et wne restriction 2 Ji(X), qui est un groupe unitaire

(c-2-d- isométrique) de -F(X). Ia définition que voici emploie ces propriétés

Définition 1.2. - Soit A 1'ensemble des &léments A constitués chacun par ¢

1) une forme quadratique X® X+ R valant en (x,x') € X® X :
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(1.9) A(Xax'):'21<PXyX>"<LX7X'>+%<QX' 1 X'>

-

ou, tp désignant le transposé de P s

t * * -t *
P="P:X»X ,L:X-+%X ,Q="Q:X~»X,

dét L# 0 3
ARSI
2) un choixde arg L=nm(4) ,m (A) € Z qul permet en particulier de
définir

A (A) =,/ détL par arg A (4) = % m (4).

*
Note . ~ dét L est calculé au moyen de coordomnées de X duales

’ . 2
de celles de X et est indépendant du choix des coordonnés, si dx1/\.../\dxz =d X.

Note. = m (A) sera identifié & 1'indice de Maslov par (2.15) et §2 (8.6)

A chaque A associons l'endomorphisme S, de ) (X) défini par

A

t/2 .
(1.10) (s, £) (x)=[—£;—:l;_] A (A)fe”(x'x)f'(x')d‘x',
: X

: /2
ou £'E€ ¥(X), arg [1] =T

S, est éviderment le produit d'éléments des groupes (i) , (i) et (iii) ;

SA est donc un_automorphisme de ‘j(X) s qui se prolonge par continuité en un

automorphisme unitaire de 7{.(X) et en wm automorphisme de %' (X) ; ces trois

automorphismes seront notés S A3 S, €@ (2) .

L'image s, de S, dans Sp () est définie comme suit : (AX : gradient

en x)
(1.11) (x4 pP) =5, (x*,p') équivaut 3 : p:A}c (x4x") yp'=~ (x, x') e
x'

Preuve de (1.11) . - Soit f' € Y (X) ;f—x (SA f') et SA(-a-é;cf') se

calculent par dérivation de (1.10) et par intégration par partie ; le résultat
de ce calcul prouve les relations suivantes entre opérateurs différentiels éléments

de cu:
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-1

12 - tpAg=1.5 (12
. ax-PX—---SA( LX)DA ’SA( "B—X-FQX)SA

:Lx-
v b

ces relations signifient, qu'en notant

(x3p) = 5, (x' yp")

*
V(X'EX,p'EX) p“PX:—tLX',p'+QX'=Lx.

Ctest la proposition (1.11).

Définition 1.3 . - Nous noterons ;) 1'ensemble des s € Sp (L) tels que ,
S P

sur le 24 - plande Z (£) ® Z () d'équation
(xyp) =5 (x"5p") 3

x et x' ne sont pas indépendants .

Tl est bien conmu que 1'ensemble des s, définis par (1.11) est  Sp (L)X T .
SP

Preuve . -~ BEvidemment s A €3 . Réciproquement, soit s € Sp () 5 sur
Sp
le 2¢~-plan de Z (£)® Z (£) d'éguation

(X,p) =s (x° 1 P') .

on a , pulsque s est symplectique :
<pydx> =a<dp,x>=<p' ,dx"> ~<dp',x"'>.
donc
2d[ <p,x>-<p',x'>]=<p,dx>-<p',dx'>;
supposons s ¢ Es : x et x' sont indéperdants sur ce 24 - plan ; définissons
'p

sur ce 24 - plan :

1
(1.12) : A(x,x')=§<p,x‘>—%<p',x'>;
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nous avons donc

dA =<p,dx>—<p|’dxt>, c'est_é-dire P = AX , p' __._AX
x et A doivent -8tre indépendants 3 %e;{t (AXjx . k);é 0; donc s =35, ;

’ 5
ce qui achéve la preuve,

les s A engendrent évidemment Sp (£) : donc

IEMME 1.3. -~ Le morphisme naturel

G(2) » Sp(2) est un épimorphisme.

Vu le lemme 1.2, G (£) est un groupe de Iie et

(1.13) G () /c=sp);
(¢ est le centre de G (2£) car le centre de Sp (£) se réduit 2 son &lément
unité ) .

Définition 1.4.- ILe groupe métaplectique Mp (£) est le sous-groupe de
G (2) que constituent ceux de ses éléments dont la restriction & %(X) est
un automorphisme unitaire de F6(X) .

(7 4 SA € Mp(2) ;5 or les Sy engendrént Sp (£) ; le morphisme natursl

Mp (2) + Sp(e)

est donc un épimorphisme ; wvu (1.13) , tout élément de G (4) se met donc, d'une
fagon unique, sous la forme

¢S ou SE€EMp(L) >0

notons R+_ le groupe multiplicatif des nombres réels > O ; on a donc

(1.14) G(,@)=R+><Mp(,@).

L'étude de G (¢) se réduit donc & celle de Mp (£) , qui a les propriétés
suilvantes |

THEOREME 1., - Mp (4) est un groupe d'automorphismes de F' (X) , dont les
restrictions a .'k:(X) sont des automorphismes unitaires.

1)  Soit 81 le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 ;

’
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(1.15) Mp () /s '=5pla) .

2) Soit ¥ 1thypersurface de Mp (2) se projetant sur ES ;5 tout
Mp P

élément de Mp (1) \ T a llexpression ¢S, ou c € §' et S, est
Mp
du_type (1.10).

3) 1La restriction & J (X) de tout S € Mp(2) est un automorphisme de ¥ (X).

Al 1 ré N
Preuve de 1). -~ (1.13) et (1.14) 5 'S  est identifié & un sous-groupe de
Mp (4) . |
Preuve de 2). - Soit S € Mp () \ EMp ; 1l'image de S dans Sp(g) est

donc du type s, 5 S S:; € s1 , vu (1.15).

Preuve de 3)e = VW 2) , S=¢3S or les restrictions & J(X) de

A Sard
c,S, et S,, sontdes automorphismes de ¥(X) .
2. IE SOUS-GROUPE Sp, (1) de Mp () .-
Définition 2.1. - DNous notons Sp, (4) le sous-groupe de Mp (4) qu'engen-
drent les SA .
L'objet de ce no est de prouver cecl : Sp2 (2) est un revetement d'ordre 2
ds Sp(s).

Pour le prouver, calculons les inverses des S A et leurs composés.

*x
Définition 2.2. - Etant donmé A € /A, définissons A € A comme suit :

A (x,x") == A (x',x) 58 (&) =2 T T0;n(A")= £-n(a).
d s_1~
onc A T Spx e

IEMME 2,1, - On a S

Preuve . - Il s'agit de prouver, pour f et f' € ¥ (X), 1'équivalence des

deux conditions.
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) A(A)IQVA(X » X") £ (X'l) df’x',
i X

| 1/2

£1(x") = &%LE) b (a) JorVAGE) piy gty
m ' X

clest-d-dire, vu 1'expression (1.9) de A, 1'équivalence des deux conditions ¢

|
£x) = [ oTVTIEIE
X

£r(x") d'o'x' ’

| v ] 4 v< Lx,x"'">
£r(x) = (57) ldétLlf e
X

f(x}dﬁx;

la formule d'inversion de Fourier prouve cette &quivalence, donc le lewme .

A

dratique ; la définition que voici le permettra.

t
Pour composer leg SA explicitons S (e\“p ) 4 @ étant une forme qua=-

Définition 2.3. - Choisissons dans X des coordonnées lindaires telles que

*
¥ x=dax A coondxt et dans X les coordommées duales. les notions

que voici sont indépendantes de ce choix.

Soit une fonction réelle, deux fols dérivable :
o ¢ X2 R.

HessX (p) désigne son hessien, c'est-i-dire le déterminant de ses dérivées

secondes '; c'est-a-dire celul de la forme quadratique.
XdeH<dch,dx>ETR H

I‘nertX (p) désigne 1'indice d'inertie de cette forme ; il est défini (1) quand

Hess (o) # 0

(1) C'est le nombre de valeurs propres négatives de 1'opérateur lindaire symétrigue

dx+— do__
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Eviderment :

Tnert (=) = ¢ - Tnert (o) :

arg Hess (@) = m Inert (p) mod 2 m,
Cette formule nous permet de définir

(2.1) arg Hess (9p) = m Inert (o) ;

l

d'ou, par exemple

5. Inert (o)

(2.2) [ Hess (o) ]% | Hess (¢) |* 1

Si ¢ est une forme quadratique réelle

t

4 ‘ . *
¢t X2xw+mws5<Rx,x>, ou R= R: XX,

alors Hess (¢) et Inert (¢) seront notés Hess (R) et Tnert (R) . Hess (R)
‘est le déterminant de la matrice symétrique R . Inert (R) est le nombre de

ses valeurs propres < 0. Evidemment :

ey
2

(2.3) Inert (R) = Inert (R~ 1) ; [Hess (R)]ﬁ[Hess (-R’1)] = j_'@

IEMME 2.2, — Soit ¢' un polyriome réel du second degré;soit A € A tel que

Hessx, (p(x")+ A (x,x" )# 0 ;3 notons ¢ (x) 1z valeur critique du polynome.
X3 x' = A(x,x'") +o" (x");
on a

(2.4) 5, (e¥®') =4 (&) [ Hess_, (o' +4) 172 6¥%,

Note 2.1. -= Ce lemme suppose -;I)> O ; Jusqu'ici il suffisait de supposer

réel non nul.

Bel<

Preuve. - On sait que

NiX

+o0
[ e
-0
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donc, si x € ¢ et |arg p| <'€% :

oo 2
[t ane ZE (amasile ).
-— OO u‘

on a donc

- H(xte)? e [vpep (xte))®
-l x+e vp=pu (x+¢)

I o VPX o 2 dx=ethYe Zp dx= EEGV@
..% X A/H-

¢ ¢&tant la valeur critique de la fonction
x> px+ o' (x) , ou r,p':,.—z%(x-kc)z .

La transformation de Fourier F sera définie par

. ‘ A ﬂ/ \
(2.5) (vt e ¥(@®) o) ()= (Pe )T [ em VP T by aer
X

2mi

nous avons donc, pour £ = 1, |arg ul <ﬁ% :

— i
Pe =7"L‘% SINCEINL
wa/ i

puisque F est un automorphisme continu de ' (X) , la formule précédente vaut

encore pour u = =€ Vv 4 ¢ € R 3 alors

;llLuCi =,/Je si e>0 , = iN[T;] si e< 0,
N

Autrement dit, quand ¢ = 1 , le résultat suivant vaut: Soit wn polynome réel-du

second degré o ¢ X+R 16l que Hess @' # 0 ; soit ¢ (p) 1la valeur critique
du polynome @ :

xr o' (x) - <p, x>}
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aon a

ve' _

1
(2.6) Fe = [Hess ¢'] % V%

e

T1 suffit de choisir des coordonndes xJ de X telles que

2 .
o' () =D e (),
=10

les o 3 étant des polynomes du second degré de la seule variable x‘J, pour

constater que , puisque la relation (2.6)vaut, pour £ = 1, elle vaut pour
tout L1,

Or, vu la définition (1.9) de A4, (1.10) de SA et (2.5) de F, dans le cas
P=Q=0:

on a,

(s, ') (x) = (&) (F£") (Lx);

(2.6) prouve donc (2.4) dans ce cas, auquel le cas général équivaut évidemment,

vu ces définitions de A et SA

Avant de composer les SA s composons les Sy

IEMME 2.3, - 1) Soient A et A' € A ; la condition

(2'7) SA SA' ¢ Eﬁ
. S P

équivaut & la condition

(2.8) Hessx, [A(x,x')+ A" (x', x)]#0 (ce Hess. est constant) .

2) Cette condition équivaut, vu le lemme 2.1, & 1l'existence de A" € A tel que

(2.9) SpSpe Sy = e [é1ément neutre de Sp (L) ];

A" est défini par la condition que voici : la valeur critique du polynome
X' A (x,x') + A (x',x") + A" (x",x)

est nmulle.

3) De mdme que (1.9) définit .A par P, Q, L, définissons A' et A" par

P, Q', L et P", Q", I" ; la condition (2.8) d'existence de A" s'énonce 3

P' + Q est inversible ;
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A" peut 8tre défini par les formules :
(2.10) pnoy Q=10 (P4 Q)T b paan =t (T
me-treaeg-t b,

Note 2.2. - On a, en erivant A+ A'+ A" pour A(x ,x')+ A'(x',x")+ A" (x", x)

(2.11) Tnert_ (A+Av+4A") = Tnert_, (A+.A'+A")=hqertx,, (A+ A"+ A") 5

A2 (4) Az (AY)
AZ (A" -)e)

(2.12) : Hess_, (A+ A"+ A" )

Preuve de 1). - Vu (1.11), les relations

(x,p) =5, (x",p') » (x',p") =5,, (x*,p")

s 'écrivent
p= Ax (xyx') 4y p' =~ Ax‘ (x,x") = A'x, (=7, x") ,p"=-A;c,, (xv,x"
1'élimination de p' et =x' entre ces relations définit
(xp) =5, 5,, &",p").

La condition (2.7) s A Sy g o équivaut donc 2 chacune des suivantes '
5P
cette élimination laisse x et x" indépendantes ;

la relation
Agr (xyx') + A, (x',x") =0

laisse x et x" indépsndantes j

11 existe =x' vérifiant cette relation, quels que solent x et x" .

Or, dans (109)’ dét L7-£ 0 3 donc (2.7) équj.vaut a (2.8) .

Preuve de 2). - L'hypothdse (2.9) signifie ceci : deux quelconques des trois

relations suivantes impliquent le troisieéme :

(XQP) = SA (x' s P") s (x* ,P') = SA' (x" s P") g (x" yp") =8 (x ,P)'

A! 1
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Donc, vu (1.11), chacune des trois relations que voici implique les deux autres :

I
-

(2.13) (A+ar+am) =0, (A+ar+a") , =0 (A+AT+A") =0
ol A+ AT = A (x,x') + AV(x' %) + A (x",%) .
Or, vu la formle d'Euler, ces trois relations impliquent

A+ A"+ A"=0.

Donc @

(A+ A* + A") _, =0, c'est-a-dire (A+—A')X,::O implique A+ A'+ A"= O,

X'
Preuve- de 3). - D'une part
Hess_, (A+ A"+ A") = Hess (P' + Q) .

D'autre part les trois relations, deux & deux équivalentes,(2.13) s'écrivent :

(P+Q“) % —th' - I = 0
- Lx+ (P + Q) x' toeae =0

_tL"X-L'X' + (P + Q') x" =0 ;

(2.10) exprime évidemment ces équivalences .

Prouve de la Note 2.2, - Vu (2.10)1 »y les matrices symétriques

-

PP+ Qt, (Pr+ Q)" et P+ Qm

poeuvent 8tre transformées 1'une en 1l'autre ; elles ont donc la méme inertie ;

c'est ce qu'énonce (2.11) .
Vu (2.10), ,
Hess (P'+Q) = (dét L) . (dét Lv) / (=1) % aét 1
vu la définition 2.2, c'est ce qu'énonce (2.12).

Définitions 2:4. - Etant donnés

Sy 1 Spe a8y € Sp (L) =% tels que s, 5,, Spy = €
Sp
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définissons @

(2.14) Tnert (SA, S pa ,SA”) = InertX (A+ A+ AM) [voir (2.11)].
Définissons

Irlert (SA, SA' ’ SA") = I‘fler't (SA,SA' ,SA") .

£1}

Définissons d'autre part 1'indice de Maslov m (SA)E 2, de S, par

(2.15) m(s,) =m (&) mod.k;
le § 2 no 10 le rattachera & 1'indice que V.I. Maslov a effectivement introduit.

le lemme 2.1 et (2.15) ont pour conséquences évidentes ceci :

-1

-1
X ,SA)—’:«@—-ITIGTt (SA’ SA' 5SAn )3

Tnert (SZ;, y S
(2.16)

m(5;) =4 -m(S) ;m(-8) =m(s) +2 mod - 4

Nous pouvons enfin étudier la composition des SA .

IEMME 2.4, - Soit un triplet A, A', A" d'élements de A, tel que

(2.17) Sy Sp S = @
On a
(2.18) Sy Spe Spn =+ B [E : élément neutre de Mp (4)].

La condition pour qu'on ait

(2.19) , S, Sge Sy = F
est
(2.20) Inert (SA’ SA" SAn) =m (SA>"m (S;)me (SAn> mod. 4

Note. - Ia condition (2.17), qui équivaut donc & (2.18) implique (2.20) mod.2.

Preuve. - Soit y € X ; la formule (1.10) vaut quand on y remplace f' par

la mesure de Dirac de support y :

6 (x) = &6(x-y) ;3



on obtient :

2/2
(5,0 67 () = by 70 qany ¥ G
A 2mil ’
d'ou, vu le lemme 2.2

(s A A'6 ) (x) = (J_l_),@/Z s (a) A @) {Hess LA, x') + A'(x! y)]}"E -vA"(y,x)

. s L . N
d'ou, en multipliant par f' (y) dy ou f£'€ J(X) et en sommant :

A(a)a (A" [ Hess ,(A+A'+A")]“2 Spx £

t —
SA SA, £r o= A(A" *)

" d'ou, vu le lemme 2.1 et la formile (2.12) :

S, Sy S = By

Précisons ce signe : wvu la définition 2.4

arg[He‘ssX, (A+A'+A"):|% =% Inert (SA y S , SA") mod 2 13

A'

vu la définition 1.2, (2.16) et le lemme 2.1

arg A(A)-Em(s

Poerg (M) =Fu(5,)=F[t-n(s, )],

arg A (A"*)*- s m (SA") = g [2=-m (Spn )71 mod 21

donc

arg(i1)=% [Inert (SA| SA' ’ SA") —m(SA)+m(S ) m(SAn)] mod 2

Rappelons que sz (2) désigne le groups qu 'engendrent les S A®
LEMME 2.5. - Tout élément de Sp, () est produit de deux des SA'

Preuve . - Vu le lemme 2.1, tout élément de Sp, (2) est produit de 5. o

suffit donc de prouver ceci :
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Etant dommés U, V, W€ /A, il existe B et C €A tels que

(2.21) S5 5y Sy = Sp 5S¢ -

Or, vu les lemmes 2.3 10) et 2.4, pour tout W€ A et tout T é&lément générique

de {SA} » Sy S‘I‘ appartient & {S A} et est générique ; done, pour T générique :

S, Sp € (5 » Sy Sy Sy € {8,), 570 5 €is,),
d'ou (2.21) ayec

-1
Sg =Sy SySp €8, ) »5.= S, S,€ {5} .

La restriction & Sp 5 (#) du morphisme naturel Mp () » Sp(£) est évidemment

un morphisme naturel :

Sp,(2) »sp(x) .

IEMME 2.6 . - Le noyau de ce morphisme est le sous-groupe

={E,~E} 5
donec

Sp, (4) [ s° =5p (1)

Preuve . - Vu le lemme précédent, le noyau de ce morphisme est 1'ensemble des

SA SA' (A et A" € A) tels que S)Sp =€ d'ouy, vu le lemme 2.1 ¢

Spr T Spx 3
donc, vu la définition 2.2 :

(Vx,x'€X) A' (x,x") = A% (x,x") 3
par suite

b (av) =+ a8 (&)
et
SA' =-_{:.SA* ; donc SASA' =+ E.
LEMME 2.7. - Le groups Sp, () est connexe.

Preuve. -~ Etantdomé %k € 7, (groupe additif des entiers mod. 4), notons

Dk l'ensemble des SA tels que

m (A) = k, c.a.d. 37K 4 (A) >0 ;

’

vu la définition 1.2 de A, chaque D, estun domaine connexe de Sp, (2).

Etant donmé k € %, soient SA et SA' tels que :
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-m(SR

m {3

’
A) ,) =-kmod &,

P' + Q ait une valeur propre nulle et £ -1 valeurs propres > 0 .

Soient B et B' € A, voisins de A et A', tel que
Hessx, (B +BY) # 03

définissons B" €A par S_S S =E.; Tnert (B + B")
B B! B" X'

prend les valeurs O et 1 ; puisque m est localement constant :
m(S)=mw(s),m (8'1) =m (S"’]\-
B A ? B A/
vo (2.20) , m (SBn> prend les valeurs k et k + 1 dans tout voisinage de

-1 . . y T T
(SA SA') © qul appartient donec & D N Dy

D'ou le lemms.

les lemmes ci-dessus prouvent le théordme suivant. Son 10 réduit 1'étude de
Mp (£) & celle de Sp, (2) 5 on trouve son équivalent chez D. Shale et A. Weil ;
mals la preuve que nous en avons donnée a établli divers autres résultats qui nous
seront indispensables. L'un d'eux est le 3°) de ce théorime : c'est le no 8

du § 2 qui 1'emploiera.

THEOREME 2 . - 1) Les éléments S, de Mp (2) que définit (1.10) engendrent

un sous-groupe Sp,(4) de Mp () ;3 Sp,(4L) est un revbtement d'ordre 2 du
2 ae P 3 °Po

groupe Sp(4) 5 clest un groupe d'automorphismes de J (X) se prolongeant en

automorphismes unitaires de PF£(X) et en automorphismes de J'(X) .

2) les formules (2.11) et (2.14) définissent 1'inertie de tout triplet

sy s', s" d'éléments de Sp () \ESP tel que :

s s'"s" =e [élément neutre de Sp (2)] ;

1'inertie est une fonction localement constante, {(discontinue sur 5 Sp) , &

valeurs dans {0,145 e0s3 8} ,vérifiant

-1 =1 =1
" s ).

s' 4, 8

Inert (s, s', s") = Tnert (s", s, s') =«eo= £~ Inert (s
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Sp, (2) dont la projection naturelle sur

Notons Z\Sp 1 'hypersurface de
2

Sp(2) est ESP ; les SA » définis par (1.10), sont les éléments de

.

Sp,(e) \ ESPZ . Soit un triplet S, S', S" de tels éléments, vérifiant :

S S* 8" = E [élément neutre de Sp, ()13

soient s, s',s" sa projection naturelle sur Sp(4) 2 nous définissons

Tnert (S, S',S") = Inert (s,s',s") . -

3) La formule (2.15) définit sur Sp, (2) \ESp 1vindice de Maslov m ;
2

c'est une fonction localement constante (discontinue sur 7 Sp ) 5 & valeurs
2

dans ZLL 5 elle vérifie

m (S_i) = fem (S) ym (=5)=m (S) + 2 mod 4 ;
Inert (S, S* , ") =m (S) -~ m (S* "1)+ m (S") mod 4.
Note 2.3. ~ DNous verrons ultérieurement que cette derniere formule et la pro-~

-priété d'eétre localement constante caractérisent m .

Note 2.4, - Sy (2) contient les trois sous-groupes de G (4) qu'a définis

le no 1 :
(1), par Fourier ; (ii) par des formes quadratiques ; (iii) par des automorphismes
de X

Preuve. - Soit S wun de leurs éléments ; on trouve aisément A € A tel que

5, =5, ,0u A' €A,

Note 2.5. - On peut prouver que tout S € Sp, (2) est du type :

ou 83 € (1) 4 c.2.d. est une transformée de Fourier portant sur au plus £

coordonnées ;

S1 et SI,L € (ii) , c.2.d. sont du type ¢ £+ oV @ f*', Q: forme quadratique

réelle ;
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S, € (44i) yc.dode est du type ¢ £' () 1>/ dét T £* (T.) , ou T estun

automorphisme de X

V ’
3. OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX . -

Vu la définition 1.1, les éléments de sz () transforment des opérateurs de ce
type en opérateurs du mfme type ; ce no 3 explicite cette transformation.

+ -
Soient a et a deux polynomes de -\1: 9y X 9P ¢

+ + - -
a (vsx,p) =}3aa(\),x) p¥; a " (vypysx) =D paaa (vex);
o

(o ¢+ multi-indice) o

Considérons les deux opérateurs différentiels :

(3.1) a (v,x;%f-}—c :fHEa; (vys) (%—S%—{-)df(.);
(3.2) & (v, e D 2 a (v, () 0

IEMME 3.1. - Ltidentité de ces deux opérateurs

(3.3) & (vyx,msT ) =aT (vl x)

équivaut & 1l'existence d'un polynome a’ en “&‘ y X 3D 9 tel que @

) RS-
« + 2 ? °
(3.54) a (vyx,p)=e“" OX T3P 2% (y,x,p) -
<
1 J 3
e e >
a (vypyx) =e 2V ox ' 3p a’ (vyx'yp ) &

3 3 2 a2 .
<_ax ey > =3 - (XJ sP: ¢ coordomnés duales de X et X
d d
V<2 ,E > ..
dx ' 3 — 1 k ) 3 k
e p =k€o 1 M <3 3> -

Preuve. - La relation (3.3) définit une bijection a— at telle que, pour
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*
tout p€X :

+ -v< x> + 1 9 v<p 4Xx>

a (vyx,p)=e P a (V,X1_\: 6:{) © ’ =

Z oy V<P yx> - -1 V<P 3 X>_ 1o yo =

=8 a (\)9\) BX’X)e Z&/(p+\)ax) a (V’X)
O

= e Poa™(vypyx)

., *
car d'aprés la formule de Taylor, pour tout polynome P : X = ¢ et toute fonc-

tion f ¢ X2 ¢ ¢
Pp+i- L) 1 (%) =7 j{(a-%—)%(m + )P

IS T
= e OXTOP [ p(p) £ (x) ].

<

La bijection a~ - a peut donc 8tre définie par la relation
1.9 9
v<ax’ap>

+ -
a (vyx,p) =e a” (vypsx) ;

c'est ce qu'affirme le lemme.

Définition 3.1. - Soit un opérateur différentiel a , d'expressions (3.1) et

(3.2) 3 i1 est défini par le polynome 2’ en ( 1 y X 9P qui vérifie (3.4) .
v

’” 0 » - * 0
Nous dirons que a est l'opérateur différentiel associé au polynome a

Le théoréme 3.1 explicitera le transformé S a 51 de a par S € sz(ﬁ);

le lemme 1.1 1'a déja fait quand a’ est lindaire en (x sP )« La preuve de

ce théoreéme emploiera les propriétés suivantes .

o
IEMME 3.2, - Si a et b sont les opérateurs associés aux polynomes a et

o ’
b , alors l'opérateur
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» [¢]
est associé au polynome ¢ valant :

1 3 3 1 o 3
<, L <, >
0 2 ? 2 ? o
(3.5) c (v,x,p)={e v ooy op v 9x7og [a(v,x,p)bo(v,y,q)]}.
y=x
a=p
Preuve . - Si bo(v sX sp) ne dépend que de p, alors le polynome ¢’ associd
4 c¢c=ab est: ‘
- B
o T 2v ? + 0
c (vyx,p) =e ox " 9P La " (vyx,sp) b (p) ]
1 d d d
-7 6‘3c7§‘+“a"> + o
={o P2 T (vyxep) b (@] )
‘ a=p
1 3 3
_—— 2 >
={82\) 3x’3dq

[a” (vyxsp) b (q) 1}

a=p

o} : ’»
Do mtme, si b (v,x,p) ne dépend que de x, alors le polynome associé a
c=ab est : -

P [a’(v, x,p) b (y) ]}
y=X

Donc, si b (x yp) = b (x) b" (p) , alors le polynome associé & ¢

= ab est ¢

.

[a” (v,z,p) b'(x)] ) b™(q) |

y=X qg=
1 o) o) 1 o) o) 1 o) o)
e s e L e S
2y dx’ 3 2v 3 d 2v 9 d 0
={ e 4 Y 4 y P [a(v s X 7P)b'(3’)b"(Q)] }
y=3
q=tF
c'est-a-dire (3.5) , puisque, vu (3.4) :
1 _ e 2
—2\)<

7—a—> o
o 0F " %d  [b' (y) v" (q) 1=b° (v,q) .

D'ou le lemme 3.2 , dont voilci une conséquence évidente

.
.

IEMME 3.3. - L'opérateur

-(ab+ ba)

AT N
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est associé au polynome @

0 1 3 2 1 3 0 0
¢ (v,yx,p)={ch [2‘;<g-y,—g‘§>-'2—v<-a~;, gaa> ] [a (v‘ax,p)b‘ (v,y,q)]y} .
q

nn

bd
P

Si b est lindaire en (y,q) , alors

d d 2r 0 ©
[<§},§b>-<5—;c,ga>][a(v,xw)b (vsiysaq)]=0
d'ou
0 (o] [o] (o]
Ch[.oao]ab:ab;
done :

IEMME 3.4. - Si b est lindaire en (x,p) , alors l'opérateur associé 2

2’ b’ est % (ab+ba).

Ce lemme permet de prouver le

THEOREME 3.1, - Le trensformé S a cul de a par S est 1'opérateur diffé-

rentiel associé au polynome a o s"’1[S'€ sz(z) s 5 ost 1'image de S dans

Sp(ﬂ,) ].

Preuve. ~ Soit b wun opérateur différentiel associé & un polynome b lindaire
ou affine en (x,p) ; le lemme 1.1 signifie que le théoréms 3 s'applique & b . Pour.
le prouver par une récurrence relative au degré de 2’ en (xyp) 5 il suffit

- 3 3 ”, -~ 3 N\ O » .
donc de prouver ceci : si le théoréme s'applique & a , alors il s'applique &
(¢} 0
a b .
N ’ ’ N ] . N 0 0 , . A
Puisque le théoreme s'applique 2 a et b , les opérateurs associés aux

polynomes

0 e} o] o] -] ° - -
a b et (a2 b)os = (a os 1) (bO oS 1)
sont respectivement, vu le lewme 3.4 :

Z(ab+ba) et 3 (S5as™ 85 '+ 5b5 'sas™ )=

Nf

S(ab+ba)s™ .

" Le théoreme s'applique donc & a’ bo s il est donc prouvé.
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Ut

Complétons-le par un théoréme concernant les opérateurs adjoints.

Définition 3.2. - Rappelons que /;(X) est muni du produit scalaire :

(VE,e€ H@) (fle)= [ £x)e® d'x
X

(g(x) : imeginaire conjugué de g(x)) .

Deux opérateurs différentiels a et b sont dits adjoints si

(3.6) (vf,g€ (X)) (afle)=(f|be) .

THEOREME 3.2. ~ Pour que les deux opérateurs différentiels a et b associés

aux deux polynomes a’ et b’ soient adjoints, il faut et suffit que

*
(3.7) (VVELR , x€X,p €X) b (vyxsp) =2 (v, X,p) .

Preuve . _ Il est évident que (3.6) équivaut & :

- +
b” (v yPex) =a (v, x,p),

c'est-a-dire, puisque v est imaginaire pur, & :

donc é (3. 7) °
Les théércmes 3.1 et 3.2 ont évidemment le corollaire suivant 3

*
COROLLATRE 3.1. - 51 a est l'adjoint de a, alors (V 5 € Sp, ) )

* -
S a S"1 est 1'adjoint de S a S L .

Le théoréme 3.2 a évidemment le corollaire suivant, qul sera important :

[o]
COROLLATRE 3.2. - Pour que l'opérateur a associé au polynome a  soit auto-

adjoint il faut et suffit que ce polynome soit & valeurs réelles (Yv E€LR ,

*
x€X,peXx ).






§ 2. Indices de Maslov 3 indices d'inertie ;

les variétés lagrangiemmes et leurs orientations .

0. INTRODUCTION., - Historique . - Suivant une indication de V.C. BOUSLAEV [ |,
le § 1 vient de définir sur Spy (4), par (2.15), un indice de Maslov mod. 4 et
de le rattacher par (2.20), & uwn indice d'inertie, fonction de deux éléments

de Sp(i&),

Par ailleurs V.I. ARNOID [ ] a défini sur le wev®tement de la grasmannienne
lagrangienne A (4) de Z (4) un autre indice de Maslov, qui se rattache au
précédent et & un second indice d'inertie, fonction d'un triplet de points de

A (L) 3.1\"14-§OURIAU [ ]a donné une variante d.la définition de 1'indice de Maslov
'qu'expos‘e ce § 2.

Sommaire. - Ie § 3 du chap. T et le chap. IT emploieront ces deux indices

de Maslov et un troisi®me indice d'inertie, fonction d'un élément de Sp (£)
et d'un point de A (4).

Nous reprenons en les adaptant, les diverses définitions de ces divers indices
(Arnold, no 5 ; Maslov, no & ; Bouslaev, n° 7 ) pour expliciter leurs propriétés

(ne 4, 5,6, 7, 8) 5 dont le § 3 énoncera celles qu'emploiera le chap. IL.

I nous faut d'abord préciser les propriétés topologiques de Sp (£) et A (L)
(théoréme 3) . Pour étudier ces propriétés nous employons comme Arnold une
structure hermitierme de Z(£) ;3 (ne 1 et 2) .

1. - CHOIX D'UNE STRUCTURE HERMITIENNES DE Z (£) . - Notons (z | z') 1le

produit scalaire de deux vecteurs de ¢ £ muini d'une structure hermitienne j;

éviderment
Im(zl z') = - Tm(z" ! z)
- AMTE DE € g
est une structure symplectique de CL . DE LB 1
: - TOIRE
De fagon plus précise : == MATHEMATIQUES PURES

INSTITUT FOURIER
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Lerme 1.1. - ILa restriction & X définit un homéomorphisme entre :

- L'ensemble des structures hermitiermes (.| .) de Z(£) telles que

*

(1.1) In(z|z') =[z,2"] ,1X=X 3

- 1'ensemble des structures euclidiennes de X.

Preuve . - 1) La restriction & X d'une structure hermitiemme de Z( £)

vérifiant (1.1) est euclidienne, puisque :

(Vvx,x'€X) [x,x']=0.

Notons que,vu (1.1) 2

(1.2) (z]2') = [1z,2'] +1i[z,2"'] ;

en particulier :

(1.3) (vx,x'€X) (x|x') =[ix,x"];
donc .
(1.4) ix=% ._a_‘id_z- €x” .

0x

1i) La donnde .de (.

.) sur X, définit :

par (1.4), la restrictionde i & Xz

la restrictionde 1 & X :

* . . =1 . .
12:X + X, car i,== 1, pulsque 1'=-13;

donc 1l'automorphisme 1 de X @

(1.5) 1(xsp) = (3P, 1 x)

enfin, par (1.2), la structure hermitienne de Z (2) .

La restriction & X des structures hermitiemmes de Z (£) vérifiant (1.1)

est donc une application injective de l'ensemble de ces structures dans celuil
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des étructures euclidiemmes de X .

i1i1) Elle est bijective ; en effet : 1l'automorphisme i de Z(4) défini

par la donnée de (.| .) sur X | ¢ est-d-dire par (1.5) , vérifie :

2 . .
" =-1,[iz,2")=[22", 2], car beoos by o o

(.

Oy que (1.2) définit sur Z(2) , est évidemment lindaire en z € ¢

e r———

- vérifie (z',z) = (2',2) ;
~ est donc sesquilinéaire ;

- vérifie lx+in2=IXI2+|y|2;

-~ est donc bien une structure hermitierme .

le lemme 1.1 a pour corollaire le

IEMVE 1.2, - L'ensemble des structures hermitiemes de 2 (£) vérifiant (1.1)
est un cbne convexe ouvert ; 1l est donc connexe.

Note 1. = Nous cholsissons arbitrairement 1*une de ceé struetures hermitiermes de
Z (£) ; nous 1l'emploierons & définir des notions topologiques (les indices de

Maslov) ; ces notions ne dépendront pas de ce choix, vu le lemme précédent.

2, LA GRASSMANNIENNE LAGRANGTENNE A (L) DE Z (4) .-~

Un sous-espace de Z (£) est dit lagrangien quand la restriction do [. s .]

& ce sous-espace est identiquement nulle, c'est-a-dire, vu (1.1), quand la

restriction de la structure hermitienne de Z (2) est une structure euclidienne

de ce sous~espace.

Tout repdre orthonormé d'un sous-espace lagrangien de dimension k est done

constitué par des vecteurs orthogonaux dans Z (£) ; donc k= £ .

Notons A (£) 1'ensemble des sous~-espaces lagrangiens de dimension £ ; A (2)

est nommée grassmannierme lagrangiemmne.

X
X ot X €A (2).

Soient : A € A (z) 3 * un repere orthonormé de 1\ ; c'est un repere de

7 (£) : 2 (£) (resp.?) a pour éléments les combinaisons lindaires & coefficients
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complexes (resp. réels) des vecteurs constituant r.

Notons U (£) le groupe des automorphismes unitaires u de Z (£) ;
(c'est-a-dire : u use= & , ou : u = t u ;'t. : transposé ; e : identité) ;
vu (1.1) :

U4)csSp(e) .

Soient, de méme : A' € A (£) ; r' wun repdre orthonormé de A' . U (£) contient

un élément unique u tel que :

H
i

unr'
d'oll :
A=uAt .,
Le groupe U (£) opere donc transitivement sur A (£) ¢ il en est de méme, a fortiori,

pour Sp(£) ; d'ou le 10) du lemme ci-dessous, ou St (£) [et 0 (£)] désigne
le stabilisateur de X dans Sp(2) [et UM)] y, c.2.d. le sous-groupe des

s tels que s X =% .

0 () est éviderment le groupe orthogonal. le lemme 2.3 explicitera St (4) ; son

20) montre pourquoi le stabilisateur de X' nous intéresse plus que celul de X.

IEME 2,1, - 1) On a

(2.1) | A(2) =sp(e) /[ st(e)=U(2)/0(2).

20) Notons W (£) 1'ensemble des &léments symétriques w de U (2) ;
(c'est-2-dire $ %M‘='w. Done w € W (2) signifie : w= w=% Ye
Is diagramme *

U()dumru ti=we W (2)
(2.2)

UCe / 0(2) =A(L)3 Aen X

définit uwn homéomorphisme naturel :

(2.3) ANUYDI A w (W) ew (L),

La condition @
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(2.4) z €N Squivaut 3 z+w () z=0 .

Notons @

z=x+31y ,o0u x et y€Xj;

supposons @

1 ¢ sp (w(2)) [sp (w) : spectre de w3 O~chalne de 81] ;

s s s _ . etwl)
(2.5) z €\ équivaut & y =1 e—-.;_&% X

+ g . » ~ - \ . . L]
ou 1 '2“%8‘:))' est une matrice réelle, symétrique ; (c'est-i-dire : identique

\A »
2 sa transposée) .

30) dim (A N A') est 1l'ordre de multiplicité de 1 dans sp ( w (A) w~ 1 ().

Note 2. - Ce 3°) prépare la définition topologique de 1'indice de Maslov (no5).

La preuve du lemme 2.1 repose sur le lemme suivant, qui est une conséquence

évidente de 1'expression de u € U (£) au moyen de ses valeurs et vecteurs
propres $

IEMME 2.2, - 1°) Soit u € U (£) ; pour que u € W (£) ,3il faut et suffit
qu'on puisse choisir réels tous ses vecteurs propres .

2) Toute application surjective :

11,1 )
F:S =% (S cercle trigonométrique de C )

définit une application surjective :

W) dwm F (w) €W (2) .

Preuve du lemme 2.1 .20) . - Le diagramme (2.2) définit une application (2.3),
car siuetuv €U (£) ont 1a méme image dans A (£) = U (£) /0 (2) ,alors
v € 0 (£) ,done :

t t t t
uv (uv)=uv v u=1u u.

Etant donné w € W (£) , vu le lemme 2.2 20), 411 existe u € W (£) tel que
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2 . .
w=u j; donc w=u til; l'application (2.3) est donc surjective.
X
Puisque A =u X , 1la condition 2z € A s'énonce

-1 === -

*
u z € X , ou Re 01"1z)= 0O ou u ! z +u z =0 ou z+wz=0.,.

Ltapplication (2.3) est donc injective .

Preuve du lemme 2.1 30) . = Notons w=w (A) , w'=

équations :

(A') 5 A0 A' a pour

!
=

ctest-a-dire :

AN X':W-1z=w'-1z H Z=-W2.

Notons T le sous-espace analytique de Z (£) d'équation :

-1 -1 .
T:w z=w'" gz3;ona d:Lmc T=k,

k étant 1'ordre de wultiplicité de 1 dans sp(ww'™ ') . L'équation de A N A

dans T est :

z+wz=20,
Vu le lemms 2.2 20) , 11 existe u € W (£) tel que :

—2 —1—
-W=u =1u u

1'équation de AN A' dans T s'écrit donc :

L'isomorphisme
k
TSz uz €
applique donc A N A' sur la partie réelle RK de Ck s donc @

dim AN A' = k.
r

*
IEMME 2.3 . - Le stabilisateur St(£) de X dans Sp(4) a les propriétés

sulilvantes @

10) Les éléments s de St (4) se définissent comme suit :
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s (x' ’P') = (x s P)

équivaut a :

-
(2.6) x =5, x' ,p=Jc's1 (p'+szx‘},

ou : s ’ est un automorphisme arbitraire de X j

*
S, =t S un morphisme symétrique arbitraire : X -+ X,

20) Cot élément s de St (L) est la projection des deux éléments S de
Sp, (£) définis par :

2oxt, s, x>

(2.7) (sf ) (x) = ./ dét s, [ e 2 g £ o(x")]

-1
[ J—
X —S,‘ X

Note 2.1, - Nommons St, (£) 1le sous-groupe de Sp, (£) dont la projection
sur Sp (L) est St(2) .
Vu la Note 2.5 du § 1, St, (£) est 1l'ensemble des S € Sp, (£) qui opérent

Tocalement sur ‘% (X) ¢ la valeur de Sf'en wn point x de X ne dépend que

de l'allure de f' en un point x' de X (en fait de la valeur de f' en x').

*
Preuve de 1°) . -~ Les &léments du stabilisateur de X dans le groupe des

automorphismes de 1l'espace vectoriel Z (£) sont les applications (x',p')
(x*y, p') + (x,p) définis par :

x =5, x' ,p:s*(p'+szx') ,

. :
ou s 1 et s, sont des automorphismes de X et X , S, est un morphisme

*
X + X, Ces éléments appartiemnent.2 Sp (L) quand :

_t -1 t
S*— S,‘ . 82"" 52'

Preuve de 20) ., - la formule (2.7) définit un automorphisme S de J' (X) ,

qui appartient & Sp, (£) wvu la Note 2.4 du § 1. On a évidemment :

13 - t-12 2 . '
X.(Sf)ZS[f.S1X'] ,vax(Sf)_S[ s ("; sxrrse x)f
1
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doncypour tout & de (§1,n01) s

t o =-1,1
ao (X,%é—a;c) (sf) =Sa (s1 x' , s, (*;SLX, +s, x') ) 3

clest-a-dire, vu (2.6) :

-1 PN o
S a S est associé & a o s ;

s est donc 1'image naturelle dans Sp(£) de + S € Sp, (1) .

3. LES REVETEMENTS DE Sp(4) ET A (£) . -~ Les propriétés de ces revétements
résultent de celles de m, [ sp(e)] et ™ (A (£)], qui s'obtiement en

étudiant ™, Lu(e)].

TTk désigne le | Heme groupe d'homotopie ; cf. N. Steenrod [ ]; préciséns que

N. Steenrod domme & 1'expression "groupes symplectiques " un sens autre que le
ndtre.

IEMME 3.1 « = 10) L%inclusion O (£) ¢ St (2) induit un isomorphisme :

vrkemw m [o()] = m [5t()].

20) L'inclusion U () ¢ Sp (£) induit un isomorphisme :

(vrkew m [UE@)] = m [sp )],

30) Le morphisme

27l détu

(3.1) m [U()I3y e L dldétu) o,
Y

est un isomorphisme naturel :
up [yl = z.

Preuve de 1°) . - Ies &éléments s de St (L) sont du type (2.6) ; ceux d'entre

eux pour lesquelé 52 = 0 constituent un sous-groupe G L (£) de St (2) ; les

inclusions
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0(M)cGl (0)cst(e)

induisent des morphismes naturels
m [0 () 13 [6L() 1~ m [8t(2)],
dont le second est un isomorphisme, car

S£(4) = GL(4) xR ou n=2&lLr1)

2 L]
T s'agit de prouver que 1 est un isomorphisme : or GL(£) opdére transiti-

vement sur 1l'ensemble Q des formes quadratiques définies positives sur
+ q q P

X ; 0 (2) est le stabilisateur de 1l'une telles ; donc

GL(2) / 0 (1) =Q.+ s ou Q. est convexe ;

l'exactitude de la suite d'homotopie de cette fibration (ef. Steenrod [ ],

17.3 3 17.4 ) prouve que 1 est blen un isomorphisme.

Preuve de 20) , -~ Ies inclusions

U)ycsp() 38ty nU () =0 (L) cs5t(L)

définissent une application (cf Steenrod [ ] ,17.5) de la fibration

U() /0 =A () dans Sp(e) [/ st(e) =n (L) ;
sa I'estrlctlon 2 A (4) est 1'identité . Cette application induit un morphisme
des suites d'homotopie de ces deux fibrations (cf. Steenrod [ ] 5 17.3 5 17.11 5 17.5)
AF it p'
nk+1 (AT » m Lo)] » m (U] > m [A)]... n [0(2) ]
1 i 5
L7 Lo ¢ 1 I e
A

rrkH[A(z)] o [562) ] = e [5p(4) ] 5 me LA () 1o m [st(s) ]

Ce diagramme, dont iLes~ lignes sont exactes, est donc commmutatif ; les :‘Lo sont des

. . . 25 _ Scessal t i ismes
isemorphismes j 1l en résulte que les 1, sSont nécessairement des isomorphis

Preuve de 3°) . - ( Steenrod [ ] 25.2 prouve, par une autre vole, une partie

de 3°))
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Notons dét (c-i-d. déterminant) 1'épimorphisme 3

(3.2) UM)d2ue~— détuES1C;’:

5

notons S U (£) son noyau : u € SU(L) quand dét u =1 ; on a donc :

U () /ST () =5

?

(3.2) est la projection naturelle de U (£) sur s ! 5 la suite d'homotopie de
cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte 3

p P 1 A
(3.3) my LSU )T 2 LU ] 2, [s] »n [SU()]5

p est induit par le morphisme (3.2) ; SU(4) est commexe, donc = [ SU(L) ]
est trivial ; déterminons [su(e)]. °

SU(L) opere transitivement sur la sphére :

24 -
S£1:|z|

r 1
le stabilisateur du vecteur (1,0,,..,0) de ¢  est SU(L£~1) ; donc

SUL) / sU(-1) =%,

la éuite d'homotopie de cette fibration contient la suivante, qui est donc exacte :

A' il ]

2,(,..1] TS [SU(Z—-1)] - n1[SU(Z)] Ilﬂ‘] [s

24 -1
'I'T2 [S ]’

ou (cf. Steenrod [ ] , 21.2) T, [822—1] et m, [821"1] sont triviaux pour

£Z 2 ; donc i' est un isoworphisme ; or ™, [(sU(1)] est trivial, car SH(1)

eét trivial ; donc :
(3.4) o’ [sU(£)] est trivial.

Puisque, dans la suite exacte (3.3) , , [sU(2)] et m [SU(£)] sont tri-
viaux, p est un isomorphisme.
Or

1 1 dz
rr1[8]9F—*2ni Ir - € Z
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est un isomorphisme .

Ia compoé*;ition de p, qui est induit par (‘3.2) , ot de cet isomorphisme est
un isomorphisme (U ()] » Z, qui est évidemment défini par (3.1) .

IEMME 3.2 10) Ie composé de 1'isomorphisme naturel [cf. (2.3) ]

™ [A()]= u [(W(£)] et du morp}fx_sm

(3.5) ny D013y » gz [ SEED ¢

ost wn isomorphisme naturel (Arnold)

m, (A)]= Z.
20) Ia fibration Sp(£) / St(2) = A (£) définit un monomorphisme
(3.6) p:Zer,l[Sp(z)]-’rr,l[/\(z)]:’Z

qul est le produit par 2 des &lements de 2 .

Preuve de 1°). - L'homéomorphisme naturel (2.3) permet de définir

(3.7) aét A =dét w € 5 ;
1tapplication
(3.8) A(L) 3 n s aétr €5

est éviderment un épimorphisme. Vu (2.2), on a

dét)\=dét2u, si A =uX j
donc, pour tout u € U (£) s

(3.9) st (un) = dét% u . dét 2 .

Lrapplication (3.8) définit donc une fibration, dont U () permute les fibres
c'est ¢

A (2) /SA(L)=S1,
en notant S A (L) 1la variété de A (£) définie par 1'équation :

SA(L) : détw=1.
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L'exactitude de la suite d'homotopie de cette fibration prouve l'exactitude de la

suite 3

i P 1
(3.10) my[8A ()] »m [A(2) ] »m, ls],
Puisque

pemy (A ()] [s]

est induit par

dét + W (L) » 51,

P est un épimorphisme.

Déterminons u [SA () ]; 5SU (L) opere transitivement sur S A (£) ;-

% *
X € SA (L) ;5 le stebilisateur de X dans SU(L) est S 0 () , composante

connexe de 1'élément neutre de O (£) ; nous avons donc la fibration

SU@) /S0 () =5A(2);

1'exactitude de sa suite dthemoteple implique celle de la suite @

pi At
my ST » m [8AW)] » n [s0()],

ou m, [sU ()] et m [S0(£)] sont triviaux, vu (3.4) et le fait que

S0(4) est connexe ; donc m [S A (4)] est trivial ; dans (3.10) p est done
un isomorphisme .

Tl est induit par 1'application (3.8) .En la compoéant avec 1'isomorphisme

1 1 dz
m IS5 33 frz €1z,

nous obtenons un isomorphisme [A(Y]» Z, défini par (3.5).

Preuve de 2°) . - Dans (3.6) , 1'isomorphisme 2 = uy Lop (2) ] et le compes
des isomorphismes définis par le 2°) et le 3°) du lemme 3.1 3 1'isomorphisme

U (A ()] S Z est le composé de l'isomorphisme (3.5) et de celui qu'induit
1lthoméomorphisme de A (£) et W (£) . Prouver le 20) du lemme 3.2 , c'est donc

prouver cecl :
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La fibration U (#) / 0 () =W (£) 4induit un morphisme

(3.11) p: Z=m [v()]—n, [W()]Z2
qui est le produit par 2 des éléments de Z.

Cette fibration est définie par 1l'application

t .
U (£) > us—w=u s qui vérifie détw =(détu) 2 .

Puisque les isomorphismes figurant dans (3.11) sont définis par (3.1) et (3.5) ,

nous avons donc

gstu) ,, 1 d(estw)’

1 d(
p:Z35= | > - €7;
2mi v détu 2mi (détu)z

ce morphisme p : Z -+ Z est évidemment la multiplication par 2 .

Les deux lemmes précédents ont pour conséquence immédiate le théoreme suivant ,

qui est évidemment indépendant de la structure hermitienne de Z (£4) employée

cl dessus @

Définition 3. - o« et B seront les générateurs de us [Sp(£)] et

uy [LA(2)] d'images naturelles 1 dans Z .

THEOREME 3 . = 1°) Sp (L) a un rev8tement unique, Spq (¢) 5 d'ordre q

(@ =192 3 00e 90) [1.e. ¢ dont le nombre de points ayant méme projection sur

Sp(£) est ql; o opere sur Spq (2) 3 oF n'opdre identiquement sur Spq (£)

que si r=0mod q .

20) A (£) a un revbtement unique, /\q (£) , d'ordre q ; B opire sur

/\q (2) ;3 87 n'opére identiguement sur A‘q {2) que si r»=o0mod q &

3%) Spq (2) opere transitivement sur A, q (£),

(3.12) (as)d =5 (@%2)=p(5 2 )you A €A (4)S € 5Sp(2).
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Exemple 3.1. = /\2 (£) est 1l'ensemble des sous-espaces de Z (2) lagrangiens,

orientés (au sens d'Euclide) yayant la dimension £3; Sp(£) opére sur Ay (2) .

Exemple 3.2 . -~ Sp, (£) opére sur A (£4) : ce résultat est essentiel pour la
théorie des développements asymptotiques (chap. II) .

Notations 3 . - s désignera la projection sur Sp(L) de S € Spq (£) 3

’

A S 90 € ° 2009 PO 000G OSB3 00ECOOOPOSEES 1/ K E/\
A (L) de q q

)\2.octlc'-..oo..o.o..ooo..o..oo /\2(1’) de )\qu/\zq(L) ;

e désignera 1'élément neutre de Sp (L) ;3 E celul de Spq (2) .
Nous choisirons un élément X:Z de Ao (£} se prbjetant .en

* *
- X sur A (2) Xq désignera sa projection sur /\q(,@) .

L, TINDICES D*INERTIE , - Définition de 1'indice d‘'inertie Tnert . (A 4 A' 4A")

.

d'un triplet (A 42" 4A") d'éléments de A (q)y deux & deux transverses., On a :

AD AT =AY DAN = AND A =Z(,€) o
les conditions

(4.1) 2 €Ny EANT " EAM L,z + 2" + 2" =0

» 3 .
définissent donc trois isomorphismes

7z € A
(5.2) / \

A" " e} g €AY

dont le produit est 1l'identité. On a, vu (4.1) :

(4.3) [zy2')=[2",2"]=[2",2];

ce nombre est la valeur d'une forme quadratique de z € A (de z' €X' peu de

g € )J'); les isomorphismes (4.2) transforment les unes en les autres ces formes,

qui ont donc le méme indice d'inertie ; il sera noté :
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Tnert (A 4A' ,A").

Adz+ [z, z']ER

est non dégénérée (c'est-a-dire : n'a pas de valeur propre nulle).

Preuve . - Solt un second triplet

teEXN 5, EAY LM EA" tel que g+€'+:|v:0

-t

puisque A , A' et A" sont lagrangiens, la forme bilinéaire

1!

(Z 9Q>H[Z’ Q']“—:[Q' 92"]:[7'" ’ §]=[€, Z']:[Z' ,Q"] [g" ,Z]

est symétrique et est donc la forme polaire de la forme gquadratique
z & [z,2'] .

Si celle~ci était dégénérée, il existerait donc =z # O tel que :

z €N, (Ve er) [z,6'] =0,

clest-d-dire =z €A NA' ,

contrairement aux hypotheses.

Inert (. ,.,.) a donc les propriétés suivantes :

-

(b4 Tnert (A ,A' ,A")= Tnert (A" ,A" ,A) =4 -Tnert (A ,A" ,A").

Tnert (. 4.5 « )y qui est défini quand ses arguments sont deux & deux transverses
est localement constant sur son domaine de définition .

(+:5) (ts€sp (L)) Tnert(shr,si',sA") =Tnert (A ,A' ,A") .
Les formules (2.11) et (2.14) du ChI,§1 ont défini Tnert (s ,s',s") pour
(Ll'.é) s yst 8" € Sp (,@) \ b y Ss's" =6 .,

Sp
Entre ces deux indices d'inertie existe la relation suivante :

THEOREME 4.1. - Sous 1l'hypothese (4.6), on a :

* * _1*
(4.7) Tnert (s ,s',s") = Inert (s X ,X ,s"" 'X).
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* *
Note 4.1. - ILa condition s € équivaut & la suivante ¢ s X et X e
S

sont pas transverses. p

Preuve . - Reprenons les notations du ChI, §2, no 1, plus précisément celles

du lemme 2.3, en notant ¢

S=SA’S'=SA' ,S"=SA" H

s, ¢ (x',p") (x,p) signifie : p=Px- 'Lx* ,p'=Lx-Qx"';

SA": (X‘.-, p)H (x“ s pn) signifie : pn = P oh tle X 4p= I xt QU ,

Les équations des sous-espaces

1 %

* ¥ ‘-
SX ,A'=X ,Av=g"T | X

>
il

sont donc :
A s p=Px; A'eix'=0 3 AMep'=- Q"x",
La condition (4.1)

(xyp) EX, 2"=(x",p")EA" yz+2" €L

N
I

z=(x, Px), o"=(-x,Qqx) .
D'ou @
[z",2] =< (P+QM) x ,x> 3
donc, vu la définition (2.14) du §1:
Tnert (A ,A' 4AM) = j'nert (P+Qm) = Inert_ (A+ A"+ A") = Tnert (s ,s',5")

Les deux lemmes que voicl expriment 1'indice d'inertie (Tnert) au moyen de
1tindice de Kronecker (K.I.) ; lorsque le n° 5 aura défini 1'indice de Maslov (m)
au moyen de 1"indice de Kronecker, le lemme 6.1 déduira de ces lemmes la relation

entre les indices d'inertie et de Maslov.

LEMME 4.1, = Sp(#) opére transitivement sur 1'ensemble des couples d'éléments

de A (£) mnon transverses.
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Note 4.2. - Tout triplet d'éléments de A (£) non transverses 2 a 2 est
donc du type :
*
(sh y5X,8X )3
rappelons que
* *
Tnert (shysX, sX )= Inert (A yX,X ).
Preuve. - Puisque Sp (#) opére transitivement sur A (£), il suffit de prouve
*
que le stabilisateur de X 4, St (4) , opdre transitivement sur 1l'ensemble des €lé-

ments de A (£) transverses i X* . L'élément s de St (£) que définit (2.6)

transforme

_ .. _t =1 ol
X:p'"=0 en sX :p= S4 S, 54 X

*
ou s, 3 X + X est symétrique ; or la condition que 1l'équation p = S5 X

*
définisse un élément de A (x) est évidemment que 54 X » X soit symétrique.

Notation 4.1.: - Rappelons que sp (u) , spectre de u € U (£) , est une
O-chaine de s . Notons -

(4.8) sp(\) =splw) ,

oi w est 1'image de A par 1'homéomorphisme naturel (2.3) .

1
Notons (exp i g) le point de § d'affixe exp i 6(8€R) et £ (exp 16)

la O - chafne constituée par £ fois ce point (£ € Z) ; nous avons, par exemple:
*
(4.9) sp(X)=spe) ;spX) =spl-e); sple)=L(1),sp(-e)=2(~1).

Notons © une 1-chaine de §'@ , |lo| son support, 3¢ son bord et K.T.
1%indice de Kronecker (cf.Lefschetz , L] e

Rappelons que K.T. [61 ’ 00]
- est défini quand o, et T sont une 1~ chaine et une O~ chaine de 51 telles
que lso\ﬂl 601\ =6,
~ eost nulle si ]colﬂi 9y | =9,

- est linéaire en o et en P

- est égale & 1 si % est un point et o, un arc d'orientation positive auquel

ce point est intérieur ;

-~ ona: K,-I.[cLl , ac,'l] = _K.Iq[c% 5 801] .
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%
IEMME 4.2, - Soient o et o deux 1-chafnes de 81 telles que ¢

* *
(4.10) de=sp) =spX) ,30 =sp)-spX),
(411) P appartient au demi-cercle de 31 ot Im(z) = O,
Mors 3
*
(4.12) Tnert (A ,X ,X*)=K. I. [o,(-1)]~KTI. [0 ,(1)].

Note 4.3. - Ie lemme 5.1 emploiera cette décomposition de Inert.

Preuve . - Solent :

*
z=x+iy€ A ,2"' €X , 2" €X tels que z+z'+z" =035 (x,y €X);
évidemment
Z2' = mx,y2" = -~ 1y ;

[z'y2"] = Im(z'| 2") = = (x,¥).

Soit w 1'image naturelle de A par (2.3) ; vu (2.5) =

_ . etw . s NPT
yELI oL E (e : identité) ;
pulsque w est unitaire et symétrique , i :+:; est réel et symétrique. Donc

*
Inert (A ,X,X ) est 1'indice d'inertie de la forme quadratique

et+w
e =W

Xoxm = (x |1 x)€ER ,

c'est-d~dire le nombre de valeurs propreé > 0 de la matrice réelle symétrique

. 06tw
5 2=W
S =W

Or le demi~axe réel positif est 1l'image par la transformation homographique

1 . . 1t+expib
(4.13) S 3 (exp 16)— 1 1'-expiGER
du demi~cercle de S1 ou Imz = O ; orientons~1le poéitivement : 11 constitue une

chaine x de s ; (4.16) transforme les valeurs propres de w en celles de

e+w
6 ~W

i ; donc :

*
Hler"t ()\ ,X’X) = KoIo [X’SPW]-
Soit Tt wune chatne de ' de bord

dr=sp(w) -sp(ie).
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Tnert (A ,X,X ) = K.T. [y ,07] =« K.I[7 y35)=K.T.[7,(=1)] =KL [, (1) ] .

*
Solent ¢ et o des 1-cha%nes de 51 telles que ¢

( 3(c=-7)=sp(ie)-~sple),
\ o-r appartient & 1l'arc 86[0,%] de s1={(exp:'1.9)};
\
* -
d3(c -7) =sp(ie)-sp(-e),
< )
* . s e T 1
\ 6 -1 appartient & l'arc GE[—é— ,m) de § .

Puisque

K.T. [6-7,(~1)] = E.T.[o =7 ,(1) 1= 0,

* *
1'expression précédente de Inert (A 4 X ,X ) équivaut & (4.12);0r ¢ et o©

vérifient les conditions (4.10) et (4.11) ; ces conditions les déterminent, &
X

*
1taddition prés de 1-cycles vy et vy de sAI tels que vy - vy  appartienne au

*
demi-cercle de 51 oh Imz>03; vy et v sont donc homologues ; d'ou 3

K.I. [y, (-1)]= K.I. [y , (1] 5

) *
(4.12) vaut donc pour tout couple (o ,s ) vérifiant (4.10) et (4.11).

2 I d
5. L'INDICE DE MASIOV m SUR N, (£) . = Nous allons préciser la définition
d'Arnold [ ] ; nous emploierons la définition préliminaire que voici .

Définition 5.1. = L'indice M sur /\L:) (£)e = Notons (v, , v') un élément de

A, (2) x A, L) = /\z (£) 4 clest-a-~dire un couple d'éléments de A, (£) ; soient
v et w (v) les images naturelles de v_ dans A (£) et W (2) : [ef.(2.3)] ;
v' et w'=w (V') celles de V! . Vu le 3°) du lemme 2.1, la transversalité de
v et v' s'énonce :

() gsplww ™) 3

sp(ww'”™ 1) s que nous notons sp(v,v') est une O-chaine de 51

(ef. Lefschetz [ ]) ; 1l'application
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r3 (v, »u)splv,v)
applique l'arc I' sur une 1-chaine de 51 notée sp(r) ; si
3r= (0 s ALY~ (u, o ) e

alors

3sp () =sp (A yA") =sp(pyp").

'Supposons‘:
(5.1) A et A' transverses ; u et u' transverses ;
alors, vu le 3°) du lemme 2,1 ¢

(1) £ lasp() | ;

K.I. [sp(r), (1) ] est donc défini ; c'est un entier ne dépendant que de la classe

d'homotopie de TI'., c'est-a-dire de JdT ; nous le noterons :
(5.2) ML A, oht 5 prun)=KL [sp (T),(1)]e Z.

Note 5.1, = Vu la Note 1, M est indépendant du choix de la structure hermi-
tienne de Z (£) qu'emploie sa définition .

Propridtés de M. - M est défini sous 1l'hypothése (5.1) . M est localement

constant sur son domaine de définition .

M posside la propriété additive évidente :

(5.3) MOA o AD 5wy st I MOug st s v s vn J=MIA A5 v s Ve ]
qul implique

(5.4) ML o)

[ee)

S o2y 2 . .
M  possede la propriété d'invariance @

(5.5) (vSesp (£)) s M [Sh s SAY 50 sut T =M[A, 5205 u0, snt]s

On a, B étant le générateur de m, [A(2) ] (cf. Définition 3):

(5.6) (Frorved) s ML A, s Als st J= MDA 4205 sut )+ rart.
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Preuve de (5.5) . - Sous l'hypothdse (5.1) , sA et sA' sont transverses,
1rapplication

Sp,(£) 3 St M[Sr_,SA su, on) ] €7

est définie et localement constante ; elle est donc constante, puisque spoo(z)
est comnexe.

Preuve de (5.6). - Choisissons l'arc I différentiable et tel que :

.

\]
ar= (8" A, 2 B AL 5 A, s AL) 5

o0

on peut évidemment définir £ fonctions continues

ej :T 3 (voo,vo('))t—ﬂ Gj (voo,\)o:)) ER (3= 190 o9d)
telles que :

. T rt
sp(v yv") =? (exp :Lej); ej (™ A, sB" A1) = E)j(?\oo,)\,);) mod. 21 »

La définition (5.2) de M donne :

r rt 1 1
MLB A 1 B7 AL 52 she ) =Dz [ de =5 [ a (D))
SRR r 3

221 . Iddét(‘WW'—q) _ 1 J‘d (détw}_ 1 J‘d(détW'):r__rr ,
mion dét(ww'"j) 27l - détw 2min détw!'

vu (3.5) et la Définition 3 ; d'ou (5.6), vu la propriété additive (5.2) de M.

Pour retrouver 1'hypothese (4.11) du lemme 4.2, employons les définitions que
volci :

Définition 5.2. - X est le point de A_ (£) qui se projette en X sur

*
A(2) et qui peut 8tre joint 2 X, parwn arc y de A (£) dont le spectre

sp (y) appartient au demi-cercle de 51 ou Im(z)=o0,

Définition 5.3. - L'indice de Maslov est la fonction m wvalant ¢

X%
m (A Ar) =MO_ .2t 5%, X ).

o0
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Elle permet d'énoncer comme suit le lemme 4.2 @

IEMES5.1. - Pour tout triplet A_,A' ,A" d'éléments de A (L) on a :

(5.7) Inert (A yA" yA") =m (A_,2!) ~m (A, AN)+m (A At) .
Preuve . - Vu (5.6), le second membre de (5.7) ne dépend que de (A, A', A" ) ;

vu le lemme 4.1 et la propriété d'invariance (5.5) il suffit donc d'établir le cas

particulier de (5.7) que voici :

(5'8) Inert (K ’X’X*) =mnm ()\oo ’Xoo) -m (Koo’Xot) tm (Xoo’Xc:) d

La définition 5.3 de m et la propriété additive (5.3) de M donnent :

*
m()\oo’}%o):M[>\oo9Xo<3;Xoo’X ];

* * * *
m.()\Oo yX ) - m (X, X )=M [&n ' X5 X ,%n] .

(o0}

*
La définition 5.1 de ces deux valeurs de M emploie deux ares I et I de

-

/\2 (£) tels que :

* * * *
0r= (A, sX) -, s %) 530 = Oy X )= (X 0% )5

Cholslissons ces ares produits cartdésiens :

»

* * *
r=yxX sy I =v xX_,

[}

*
vy et y étant done des arcs de A (£) tels que

nous avons <

* *
a(Y-Y)-_-X,)O-XOO,

s e . * *
la définition 5.2 de X  permettant de choisir vy et vy tels que : sp(y-v )

.

appartient au demi-cercle de s1 ou Im(z) = O.
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Notons ¢

¢ =sp(y) yo =sply ).

Puisque 1'homéomorphisme w (.) que définit (2.3) a les valeurs :

w((X)==e ,w(X*)=e,

la définition 5.1 de M domne ¢

M sX 35X ,X]=KI[o,(-1)],

* ¥ *
MIA, X 35X X ]1=XKI[c ,(1)]

Ia formule & prouver (5.8) est donc identique & la formule (4.12) , qui est

*
valable ycar 6 -0 =sp (y—\/*) vérifie la condition (4.11) .

IEMME 5,2 « = On a

(5.8) m (KOO ,)\O'o) +m (A0 sA) =4

Preuve . -~ On substitue dans (4.4) & TInert . son expression (5.7) .
Ie lemme que voicli complete le lerme 5.1

IEMME ).3 . - Toute fonction ¢
n < A Al — n ()\ At
( q’ q) q ? q) ’

\]
- définie pour )\q ’}\q € /\q () A et A' transverses ,

- & valeurs dans un groupe abélien,
- localement constante sur son domaine de définition ,

- telle que, pour A 4A' ,A" deux 2 deux transverses :

.

?

(5.9) n(xq,xé%n(xq,xgwan ,x'c'l>=0

est identiquement nulle .

Preuve. - Vu (5.9) , n est constant au voisinage de tout couple (x ')\C'l)
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- 2
transverse ou non ;3 n est done constant sur A (£) , qui est comnexe ; vu (5.9) ,

sa valeur est O,

Voici prouvé le

THEOREME 5 . - 1°) L%indice de Maslov (Définitions 5.1, 5.2 et 5.3) est la seule

Tfonction

ms: (_,21)Pm(h_s\') €2,

définie sur les couples transverses d'éléments de A (2£), localement constante
o0

ot permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie @

.

(5.7) Inert (A, A" ,A") =m (A_,A" ) = m (xoo,x;) +m (0 5 AY) .

20) Cette fonction posséde les propriétés suivantes :

(5.8) m (o2t )+m AL ,h ) =25

(5.9) (v5es8p () :m (5,508 ) =nl_srt);

(5.10) (Vr,r* €2 :m (8" AOO,BI" A) =m (A s ML)+ -1t 3
(5.11) | m(X:,Xm)=o,m(Xm,X;)=z, |

compte~tenu de la définition 5.2.

Preuve de 1°) . - Les lemss 5.1 et 5.3

Preuve de (5.8) . - Ie lemme 5.2

Preuve de (5.9) et (5.10). - Ia définition 5.3 de m , (5.5) et (5.6) .

L]

Preuve de (5.11). - Ia définition 5.3 de m et (5.4) ; (5.8) .

Note 5.7 « - La formule (5.7) implique évidemment cecil ¢ si A ,A' ,A" ,A'"!

sont quatre éléments de A (£) deux & deux transverses, alors @

Im(h od" sA") = Tm (n g2 o A"") + Tum (A yA" yA")) = Tm{rr ,a" A" ) =C
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2
Note 5.2 . - Nommons base tout couple transverse (u_ spl) € A (4) tel que

o ? Y

(Va st €n, () s My s2tsu, st )=l s20) .
*
Par exemple (XOo »X_ ) est une base .

Vu la propriété additive (5.3) de M , la condition que

(b, ypr) est une
base s'énonce :

m(l’l‘oo’uo:)> =0.

6 . IE SAUT DE L'INDICE DE MASLOV m (;\oo »A") EN UN POINT (A ,A') OU
(o]

dimA N A" =1 . - Maslov [ | a défini son indice, & une constante additive pres,

par l'expression de son saut & la traversée de 1'hypsrsurface T, de Qi (2)

A

o0

qui est 1l'ensemble des couples (k“;K;D) d'éléments non transverses de A (£)

Le théoréme 7 va expliciter l'expression de ce saut .

Etablissons d'abord certaines propriétés de U (£) ;
rentiable de U (£) s

v désignera un arc diffé-

vt (-1, 1] 20k+u(6) €U (L) ; u, = gﬁ%-# 0.

LEMME 6.1 . - Soit exp (1 ¢ (8)) wune valeur propre simple de u (8) et
z (6) un vecteur propre correspondant ; alors :

’ .

(6.1) 2 @)1y, = (3 w7 (8) ug 2 (0) | 2 (8))

Note 6.1. ~ Rappelons que si U est un groupe de Lie, d'élément u , de

transformations infinitésimales Xk et de formes de Maurer - Cartan y alors

Yy
-1

u du (donc, en particulier, u"1 ue) a l'expression j

u du =7 w, (u,du) X, 3
k k k

voir : E Cartan [ ].

Note 6.2. -~ Puisque U (£) est le groupe unitaire,
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1 - .
3 u 1 (6) ug est une £ x £ matrice self-adjointe arbitraire, caractérimant le

vecteur 1w, tangent en u (8) a U (2).

Preuve . - Tant que exp (L ¢ (8)) est valeur propre simple, y (8) est une
fonction différentiable de 8 et le vecteur =z (8) , qul est défini & un facteur
scalaire prés, peut 8tre choisi fonction différentiable de 6 ; alors la différen-

tiation de la relation
u (8) z (8) =z(8) exp (1 ¢ (8))

donne, apres multiplication & gauche par -:L- u"(e) :
ol z+3d 2z, =2u exp (1 ¢) + z (8) y
1 8 i% 1 Zg v Voo

Le prodult scalaire par 'z élimine Zg ot donne (6.1) , car, puisque u est

unitaire ,

Cul Z, ©Xp (i\k)iz)= (zel exp (~1i¢)uz) = (ze | z) .

Notons EU 1'ensemble des u € U (£) tels que (1) € sp (u) ; rappelons que (1)

désigne le point ds 51 c ¢ d'affixe 1.

Le lemme suivant a pour seul rle d'interpréter géométriquement une condition
qu'emploiera le lemme 6.3.

IEMME 6.2, = Si u (o) EZ)U » si (1) est valeur simple de spu (o), si z(o)

est un vecteur propre correspondant, alors la condition que Uy définisse une

direction tangente a EU en u (o) s'énonce 3

1 -
(6.2) (Eu1(o)ue(o)z(o)[z(o))zo.
Proeuve . - u (o) st point régulier de ;) ; vu le lemme 6.1, toute direction
U

tangente en u (o) & EU vérifie (6.2); 1'hyperplan des directions vérifiant (6.2)

N

contient donc le plan tangent en u (o) 2 2 ;s or 7, est une hypersurface

U U
de U (2) .
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IEMME 6,3. - Siltarc y de U (£) coupe 7, au seuil point u (o) , si la
U

valeur propre 1 de u (o) est simple et si le vecteur propre correspondant z (o)

vérifie
(07 (0) uy 2 (o) | 2 () #0
(e-t-d= si vy n'est pas tangent & EU) , alors
(6.3) €I [spy, (1) )= stgme (7 (o) w2 (o) | 2(0))

Preuve . - Soit ¢ (8) 1la valeur propre de wu (8) voisine de (1) ; évidemment :

.
’

K.I. [spy ,(1)] = signe by (o) si tg (o) 70

(6\,3)‘ résulﬁe done de (6.1) .

Notations . - 7 > désigne 1l'ensemble des (A sA') non transverses :
A

D, N (),
A

I' désigne un arc différentiable de A? (2) :

[-1,1] 386 m ( (8),a" (8))€ A" (2).
w (8) et w' (8) désignent les images naturelles dans W(2) de A (B) et
At (p) € nZ (£) ¢ voir (2.3) .

IEMME 6.4 .~ Sil'arc T de nZ (£) coupe ¥ > au seul point (x (o) 42" (o) |

et si A

dim A (0)NAa* (o) = 1,2 (o) €x(0)Nn A (o)
(% '1(o)z(o)lz(o))?£(—w‘w' (0)z (o) ]| z2(0) ),
alors ¢
(6.4) K.I. [spr,(1)]= signe {(—w W' (0)z (o) | 2 (o))

..(2 W'w' (o)Z(O)I z (o)) }
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Preuve . - L'arc ' de AZ (£) a pour image l'arc de U ()
vy :[=1,1]3 06— u(8) =w(8) w'"™ ! (8);
par définition :
K.I. [spr, ()] =KI. [spy, (1) J.

Vu le 3°) du lemme 2.7, vy coupe 2; au seul point 6 = o, 1 est valeur simple
U

de spu (o) 3 vu le 20) du lemme 2.1 :

z (o) +w (o) z (o) =o,z(o)+.w'(o)z 0) =0 3

done @
z (o) =u (o) z (o) 3
or :
u—1 _ -1 —1 v '—1 -
U T U oWy W U= WL .

donc, puisque wu est unitaire :

(u—1 (o) ug 2 (o) | z(0)) = (Wew'1(o) z (0)|z(0)) —(wéw"1(o)z(o)lz(o))

donc, vu le lemme 6.3 s

K.I. [spv,(1)] = signe { (%we W (0)z(o)]2(0)) - (%Wéw"1(o)z(o)12(o))}
Dot (6.4).
IEME 6.5, - Soient
g A (8) , 8+ 2z (8)
des applications différentiables de [ -1, 1] dans A (2) et 2z (£), telles que :

z (8) € (0) 3

alors ¢

(6.5) ( é% Wy W z| z) [ze vz (8)].

Preuve . - Vu le 20) du lemme 2.1



ChI,$2 ' 29

donc :
ze+wez+wzg=o;
donc ¢
- -
(zelz)-(wew z\z)+(wze |2)=0 ,
ou :

(wEy | 2)= (5w '2) == (5, | 2) == (g, | 2) 3
d'ou (6.5), vu (1.1).

Le premier membre de (6.4) s'exprime au moyen de 1'indice de Maslov, vu (5.2) et la

déf. 5.3 ; le second membre de (6.4) s'exprime au moyen de la forme symplectique
[.5.]y vu le lemme 6.5 5 d'ou :

ILEMME 6.6, - Avec les notations du lemme 6.4

(6.6) m (1), AL (M) -m O (1) 5,22 (=1)) =
signe{-a%[_z(e),z'(e)]}e=o si’{...}ezo # o

Ce lemme 6.6 a pour conséquence évidente le théordme suivant, qui permet d'établir
le théoréme 3.2 du § 3 :

THEOREME 6 . - Choisissons (A ,)' ) voisin d'un point de 7 , ol dimANA'=1.,
Noo
Définissons deux applications différentiables

(6.7) : A z €2 (£) 32! — 2" € Z (1)

telles que ¢

z EXN 32" €N 3 z2=2"€ANA" quand ()\OO,KO'O)EZ}Z;
! I\
o0

la fonction
. -
()\OO,)\O:))H [z,2'] €R

Y

ne s'annule que sur /2, 5 et s'y annule wme seule fois.
AN

[e0)
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MNors i1 existe une constante ¢ € Z telle que ¢

(6.8) m (7\00 ,}\o'c) =c¢ pour [z,z']<O0,

=1+cpour [2,2z'] >0 .

7. L'INDICE DE MASLOV SUR Sp_(4) 5 L'IMERTIE MIXTE . - Solent

(7.1) S,5',5"mesp (L) \D tels que S S' S" = E (élément neutre) ;
Sp
. 0

soient s,s',s" leurs projections sur Sp(4). Ia formule (4.7) du théoréme 4.1,
qui relie les définitions de 1'inertie sur A (£) et Sp (L), et la formle (5.7)
du théoréme 5, qul relie 1'inertie sur A (£) & 1'indice de Maslov, dormnent, vu

la propriété d'invariance de 1%indice de Maslov (5.9) :

% ¥ -1 ¥ % * %
Tnert (s ,8',s") =m (SXOO, Xoo)um(S' X Xoo)+m(S"Xw,Xoo) .

Donnons & cette formule 1'e:cpreséion (7.3), grace & la définition suivante :

Définition 7.1 : L'indice de Maslov sur Sp (4) « - 51 S€sSp, ) \ND

Sp,
définissons ¢
, x %
(7.2) m(s)=m(SX ,X).
Cette définition a un sens, vu la Note 4.1 : S ¢ équivaut & la condition que
Py
* *

S X et X sont transverseé .

Complétons cette formule par le lemme, analogue au lemme 5.3 :
IEMME 7 . = Toute fonetion
ns: S n (8)

- définie pour S € Sp_ (U) \D ’
q Sp
q
- & valeurs dans un groupe abélien ,
-~ localement constante sur son domaine de définition ,

- telle que :
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n(S) ~-n (S"1) +n(S")=0 quand S S' S" =E ,
est identiquement nulle
Ce lemme, le théoréme 5 et (3.12) domment :

THEOREME 7.1. ~ 10) L'indice de Maslov, que définit (7.2) , est la seule fonction

mtSpoo(ﬁ)\E -z,
Sp
0

localement constante, permettant de décomposer comme suit 1'irdice d'inertie 2 sous

1 'hypothdse (71) ,
(7.3) Tnort (s,8' ") =m () ~m (571) + m () .

20) Cette fonction posséde les propriétés éuivantes :

(7.4) m (S) +m (57 = 4

-
’

a étant le générateur de rr1 [Sp (£) ] (Définition 3) ,

(7.5) m (" S) =m (S) +2r.

Définition 7.2 ¢ L'inertie mixte . ~ Soient -

* ) <
(7.6) s €Sp(Y\D ;A et A' € A(L),transverses & X et tels que A =sA
Sp

1l'inertie mixte est définie par la formile suivante,dont les deux derniers termes sont
égaux vu 1lvinvariance (4.5) de 1'inertie :

* *
(7.7) Tnert (s ,A ,A')=Tnert (sX ,X ,1) = Inert (X ,s" X ,1').
Eviderment

THEOREME 7.2. - On a, sous 1'hypothése (7.6) :

(7.8) ‘ Tnert (8-1,>\',)\)=£-Inert (s 92 yA")

(7.9) Tnert (s,3,2") =m () =m O » X) +m O , L),

si A, =8x, etsi s estla projection de S.
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Exprimons 1'inertie mixte par 1l'inertie d'une forme guadratique, comme 1l'a été

Tnert (s ,s',s") (§1,Définition 2.4) et Tnert (A ,A' ;A ") (§2, no 4) ;5 leno 9
emploiera ce résultat .

THEOREME 7.3 . - Sous l'hypothdse (7.6) ona s = Sy (§1, no1) et 1*équation de

At est, vu (2.5) : A* : p' = cp;:' (x') ou o' est une forme quadratique sur X.
Alors ¢
(7.10) Tnert (s 42 3A") = Tnert (4 (0 4.) + o' (L))

Preuve . - Vu (7.7) et la définition d*Tnert (A ,A", A") (§2 ,n0k4) ,

* 9 %
Inert (s ,A yA*) = Tnert (X ,s7 X ,A')
est 1'inertie de la forme quadratique
x'— [z,2"]
pour =z = (x,p) » 2" = (x",p") ,
X *
(7:11) (xyp) €X 4,5 (x",p") €X ,(x+x"'" , ptp') €1r';

les relations (7.11) s'écrivent 3.
x=0 yp' == A, (0,x") , p+tp' =" (x+x") ;
X X'
d'ou ¢
x=0,p=4, (0c,x") +or, (x),
ce qul implique :
[z,2') =<p,x™ =2 A (o,x") +2 ¢ (x'),

donc (7.10).

8 . INDICES DE MASLOV SUR Aq () ET Spq (£) . - DNotons xq et xc'l € /\q (2) ,

S € qu (£) les projections do - A et A!' €A (2) ,8 €Sp (4) . Vu

(5.10) et (7.5), ot o et B sont les générateurs de uy [Sp (£)] et us (A(e)],

les relations

(8.1) m(xq,?\('l)=m(?\oo,>\o'o) mod. q; m(S)=m (S, ) mod. 249
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définissent des fonctions m3; elles seront encore appelées indices de Maslov ; elles

ont évidemment les propriétés sulvantes, vu les théorémes 5, 7.1, 7.2 et les lemmes

5.3 et 7 2

THEOREME 8 . = 10) TI'indice de Maslov que définit (8.1), est la seule fonction

ms: (A A" W= m (A 4A")EZ
(q’q) q’q) q

définie sur les couples transverses d'éléments de Aq (£) , localement constante et

permettant de décomposer comme suit 1'indice d'inertie :

8.2 Inert (A AY L AN ) = A Av) - A A +m (A" L AY) mod. q.
( ) T(q,q’q> m(q’q) m(q’q) (q7q)° q

20) L'indice de Maslov que définit (8.1)2 est la seule fonction

m Spq(/&) \D 1z

2
S q
pq

Jlocalement constante et permettant de décomposer comme sult 1%'indice d'inertie :

(8.3) _ Tnert (s 48" ,8") =m (S) = m (S'_1) +m (S") mod.2q.

30) Ces fonctions possédent les propriétés suivantes :

-
8.4 A g A') + At = ¢ mod.q 3 S)+m (S =1 . 2
(8.4) m ( g’ q> m ( a skq) mod. g3 m(S)+m (S7") mod. 2q

-t

* *
(8.5) Inert (s yA yA') =m (S) -m (Azq ,qu)-km (Kéq ’ qu) mod. 2q ,

si S¢ Spq’KZq =S Kéq ; rappelons que Spq(z) opére sur Azq (2) .

Vu le 30) du théoréme 2 du § 1, le 1°) du théordme 8 identifie, pour q = 2

=

-

1) 1'indice de Maslov que la formule (2.15) du § 1 définit sur Sp, (£) mod.
i1i) 1'indice de Maslov que (7.2) et (8.2) définissent sur S;al(z) mod. 2q .

Définition 8 . - Etant donné A € A (Définition 1.2 du §& 1) , définissons

S, € Spq L)\ , cette définition s'identifiant & celle du § 1 pour q = 2.

S
pq
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Vu la formile (2.15) du § 1 ¢

m (SA) =mn (4) mod.' 2.

Vau (7.5), 11 existe donc un seul é1ément de Spq\ b que nous noterons S L
S .
Pq
tel que ¢
(8.6) s, soit sa projection sur Sp(£)sm (SA) =m (4) mod. 2q.

Lrapplication :

A>A— S €Sp \'D
A q Sp

q
est évidemment surjective et , si q = , bijective .

Si q#w , la condition

équivaut & la suivante :

(Vx,x'€X) Alx,x")=A"(x,x") ;3 m (4) =mn (A") mod 2q.

9. VARIETES LAGRANGIENNES . - Une variété lagrangiemme V de 2 () est une

variété sur laguelle :

(9.1) d<p ,dx>=o0 ;c'—é-d.dej /\de=0; etva-d., d[z,dz] =0 j
J

son plan tangent est lagrangien ; elle est donc de dimension = £ ; nous choisirons :
dimV=2¢.

Notons V -le revétement universel de V ; (9.1) signifie éviderment qu'existent

des fonctions, définies a des constantes additives pres ,
o+t V R3¢V 2R
telles que @

\ 1
(9.2) deo=<p,dx>; ¢ (x,p) =0 (x,p) —’2'<p,X>,d¢=-;- [z,dz] 3

© eost la phase de V ; y sa phase lagrangienne.
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Ie f-plan A (z) tangent &3 V en z = (x,p) € V est évidement lagrangien.

Le contour apparent 32 de V est l'ensemble des z € V tels que A (z) ne
v

‘ *
soit pas transverse & X . Sur V \ )} et sur ses £ ~plans tangents, x peut
v

servir de coordonnée locale ; les équations de V et de ses £ -plans tangents

..

A (z) sont alors, vu (9.2)

)
dp.= 2, o . dx .
Iz xd A

(9.3) Veip=9¢ (x) ;52 (2)
Tout élément de Sp (£)
s: 2>z sz'=3¢€7Z (L)
transforme. toute variété lagrangiemme V' de Z (L) en une variété lagrangienne
V de Z (£) , dont la phase lagrangienne vaut :
¢ (z) =¢" (2') + const. pour z =s z' ;

si z=(x,p) et z'"=(x",p"'") , les phases ¢ et o' de V et V' sont

donc 1lides par la relation

(9.4) o (x) _-%<p y x> =" (x') -%< p' sx"> + const. 3
si s=sA¢Z)S ) ’ aloré p=AX ,p'=—AX, et 1'on a donec *
p
(9'5) ©® (X) =o' (X'> + A (x sy X') + const. , p=@_=A sp'=¢' =-4A ,
X X %! X

IEMME 9 . - Soit sAESp(,Z) \2D ;3 soit z'=(x",p'") €EV'\D tel que
Sp , V!

s, z'=z=(x,p) EV\ND ,ouV=s, V',
A v A
Ces relations définissent évidemment un difféomorphisme x'‘+— x des coordonnées
locales de V et V' ., Son déterminant fonctionnel a 1l'expression :

Heséx. LA (x,x") +o'(x") ]

5 (4)

£
(9.6) dzx -
dx'
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(Dans le calcul de Heséx, y x ot x' sont considérés comme indépendants)

-

Preuve . Vu § 1, (1.11) et 1'équation (9.5) de V', on a :

P' = e AX' (X ’X') ] p' = c.D;c' '(X') .

Le difféomorphisme x"— x vérifie donc

d'ott (9.6) , puisque le § 1, no1 a noté

A% (A = agt (-4 .

) Jjk xe'k) )

10. q = ORIENTATION . (g =1 52 5 eso s »), ~ Iles notions qu? a définies ce § 2

permettent d*apporter & la formile (9.6) un complément, qu'énonce le théoréme 10 et

qul sera essentiel .

Nommons q =~ orientation de A € A (£) 1le choix de 1'un des xzq € /\2q (£) de

projection naturelle X\ .

Notons Vq et nomons variété lacrangienne q - orientde la donnée d'une variété

lagrangienne V et d'une application continue

V3 g— }\Zq (z) € /\Zq (2)
qui, composée avec 1'application naturelle

A2q £y -»n (),

soit 1l'application

V3w (z) €x(e), our (2) est le L -plan tangent & V en z «
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Tout élément de Spq (£) transforme une variété lagrangiemne q-orientée V

en une autre .

Une q-orientation de V est caractérisée par les valeurs prises par la fonction

localement constante :

*
VD Ja= *m(xzq’)‘zq) €z,

v a’

Vu (5.10) , un changement de cette q- orientation équivaut & 1'addition & cette

fonction m et une constante ¢ qu .

L'énoncé du théoréme 10 sera facilité par la

Définition 10 . = L'argument de d'ax est défini, en un point de Vq \E ’
v

dont le 4 -plan tangent est )\zq € /\2q (£) , par la formule :
(10.1 e = el 2
10.1) argdx—ﬂ_m(zq,?\zq) mod. 21T

Par exemple, vu (5.11) :

L
(10.2) arg d"x= o0 sur XZq .
Soient @

sA € Spq (Y \D (Définition 8) ;

S
pq

Vc'1 une variété lagrangienne q-orientée de Z (£) ;

vV =8, V.
q A q

Solent )\éq et qu les plans - tangents a VC'1 et Vq en z' et zZ =5, z' . Dans

la formule (8.5) , ol nous faisons S = S et s = s, ,nous avons vu (8.6) et la

A A

définition 1.2 du § 1 :

m(5) =m (&) = 2 arg (1 (1))
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vu le théoreme 7.3 et 1'équation (9.3) de 1A',
Inert (sp 5 A ") est 1l'inertie de la matrice symétrique
5"

———_—a—-—-— | \ ] r)
(ax'jax'k [A(x,x") +o' (x')]) s

vu la définmition 2.3 du § 1 de arg. Hess. ,c'est donc :

’ .

- arg Hessx' [A(x,x") +o' (x")].
Ia formule (8.5)s'écrit donc, vu (8.4) :

(%o, A,) (X. , A% ) =—arg H (A +0'] - == arg 4% (a) mod. 2
m qu, 2q) = ™ 2q ' M2 ) T g THess,, FQt] - == arg a)mod. 2q .

D'ou, vu (10.1), 1le

THEOREME 10, - Si Vq et VC'1 sont deux variétés lagrangiennes q=-orientées telles

que
VvV =S V' ,ou S, €Sp (U)\D
) ] q
alors, non seulement les deux membres de- (9.6 sont &gaux, mais aussi leurs arguments

mod. 2qm . (cf. Définition 10) .

C'est le cas particulier : q = 2 de ce théoréme que nous emploierons (cf. § 3,
Corollaire 3) .



§ 3. Espaces symplectiques

0. JTNTRODUCTION . -~ Le chapitre IT emploiera les énoncés, en géométrie symplec-

tiques, des résultats précédents.

Z (£) est mmi d'une strupture symplectique et, en outre , d'un repére particulier,

* :
constitué par un couple (X,X ) de £ -plans lagrangiens transverses. Il importe

d'énoncer des conclusions indépendantes de ce choix d'un repdre particulier.

2
1. UN ESPACE SYMPIECTIQUE Z est constitué par R o et une forme symplectique,

c'est-d~dire bilindaire, alternde, & valeurs réelles, non dégénérée :

24 24
[. 3. ] 3 R XR" "3 (z,2')— [z,2'] €R.
On a donec @

[z,2']==-[2"',2];

. ‘ 2 .
[z ,z'] = 0 pour =z donné et tout z' € R 4 seulement si 2z = o .

Z (2) posséde donc une structure symplectique ; 1'isomorphle des structures

symplectiques de 7 et Z(L) est évidente et a les conséguences suivantes .

Normons lagrangiens les sous-espaces de Z sur lesquels [. ,.] s'annule identi-’

quement ; leur dimension est =1 j

nommons grassmammnienne lagrangienme A.(Z).de Z 1'ensemble de ses £ -plans-lagrangien

A(Z) est homéomorphe & A (L) et posséde donc un revétement unique Aq (Z) d'ordre
q€{1,2,..,=}.
la projection de A € A (Z) dans A (Z) sur notéde A . Ia définition suivante

(ef. §2,n04) a un sens dans Z .

Définition. - Soient A ,A' 4A" € A (2), deux & deux transverses. Inert (A ,A',A")

est 1'indice d'inertie de la forme quadratique non dégénérée
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(1.1) 2\ [z,2'] =[z",2"] = [2",2] ,

ol 7z EA a2t €EAY 2" € A" LA +AY + A"=0,

Evidemment : ses valeurs appartiemnent & { 0,1 4 vey £}

(1.2) , Tnert (A ,A' ,A") = Tnert (A" ,A" ,A) = £ = Tnert (A ,A" ,A') .

2

Notons 5 © /\q (Z) 1'ensemble des couples d'éléments non transverses de A (Z).
q
A

Vu le théorime 8 et (8.1)

THEOREME 1, - Pour chague q € {1, 2,00y}, il existe une fonction unique,

2
SECREE A
q

appelée indice de Maslov, qul soit localement constante sur son domaine de définition

et qui vérifie 3

(1.3) Inert (A yA' yA") = m (xq,xé)- n (Kq,)\a)+m (xé,xa) mod. q e

Elle posséde les propriétés suivantes :

(1.4 m (A SA")Y+m(Ar A ) =4 d. q 3
) (q’q) m(q’ q) mod. q 3

(1.5) m(Xq,Ké)=m(>\m s A1) mod. q ;

Le . théoréme 6 du § 2 s'applique.au saut de cet indice de Maslov & travers 7 5 e A
AN

q
Une variété lagrangierme V de Z est une variété de dimension £ sur laquelle

(1.6) dlz,dz] =0,

c'est-d-dire, sur le revétement universel V de laquelle existe une fonction,

appelée phase lagrangienne

(1.7) ¢+ V » R telle que dx};:%[z,dz];

elle est définie & une constante additive prés.



2, IES REPERES DE 7 . -~ Un repsre de Z est un isomorphisme
(2.1) R:Z » 7 ()
-1

respectant leye] « Si R et R' sonmt deux tels reperes, on nomme R R'

changement de repére :

(2.2) RR"™ € Sp(2) .

Eviderment, si A ,A',A" € A (Z) , alors R A, RA', RA"E A (£) et

(2.3) Tnert (A yA' 4A") = Inert (RA , RA' ,RAM) .

51 V ‘est une variété lagrangienne de Z, RV est une variété lagrangiemme de Z( £)

dont la phase Pp vaut ¢
1 *
(2.4) op (z) =y (z) +5<p,x>,0uRza= (x,p) €X& X =2(s).

On nomme contour apparent de V relativement au repere R l1'ensemble ) des

R
*
points de V dont le £ -plan tangent n'est pas transverse a R"'AI X .

Sur ¥\ , x peut servir de coordormée locale .
R

Vu le lemme 9 du § 2 ¢

THEOREME 2. - Soient x et x° les coordonndes locales définies sur

VN(U»Y UZD ) par deux repdres R et R' tels que R pe-t ESp(Y\D 3
R R Sp

t
il existe donc A (§1, no 2) tel que 5, = RR "™ ; notons o' (x') = PR (z)

la phase d» R'V. Alors le difféomorphisme local X 3 x'"r»+ x € X a pour

déterminant fonctionnel

£ Hess_, [A(x,x") + o' (x*) ]
(2.5 d x _ X .
5) 'dzx' AZ(A)

( Dans le calcul de Hessx, , x et x' sont considérés comme indépendants)

Note 2 ., - Les repéres que nous venons définir ne permettent pas de repérer les

q - orientations, si q > 1.
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3. IES q-REPERES DE Z le permettent : chaque q-repere (q €{1,2, cegm})
est constitué par

i) un isomorphisme Jp * Z - Z (2) respectant [« ,.] 3

ii) un homéomorphisme hy : Mg (z) - /\2q ()  ayant pour image naturelle 1'homéo-

morphisme A (Z)+A (£) dinduit par Jjj -

Si R et R' sont deux tels reperes, le changement de repere R r=1 ost done

Lo 4 -
constitue par ¢ —

1) s = Jp Jpe € Sp(2) ;

il) H= hR hr: ,1 s homéomorphisme de A, () ayant pour image naturelle 1'homéomor-

phisme de A, (£) qu'induit s. (cf.$ 2 ,exemple 3.1).

*
Pour définir H, comaissant s, 1l suffit de dormer K qu € /\2q () de projection
X* X* |

*
Tl existe q &léments de Spq (4) d'image s € Sp (L) ; 4ls transforment qu

*
en les q éléments de /\Zq (£) d'image s X, € Ay (4) ywva §2, (3.12)
* *
L'é1lément unique S € Spq (£) , d'image s € Sp(£) et tel que Squz H qu ,

induit donc 1'homéomorphisme H de /\Zq (#) « T1 caractérise R Re~ , Qque nous

noterons donc S *

-1
(3.1) RR'" € Sp (2) .

R désignera indifféremment 'jR ou hp 3 mnous écrirons

*
23z Rz=(x,p) €XDX =72 (L) ;

R :
R : Mg (2) > xzq--» R M2q € P2g (£) .
Evidemment :
(3.2) v )\Zq ’ )\éq € /\2(_1 (Z) ym (hzq y Kéq) =m (R )‘Zq s R Kéq ) mod. 2q.

R transforme une variété lagrangierme q-orientée V de Z en une autre de
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Z (L) 3 1 A, € Moo (Z) est le plan tangent & V en z , nous définirons :

1%
(3.3) my (2) =m (R qu ) }\Zq) € ZZq’

% étant la coordormée locale de V (gq=-orientée) , définie par le g~ repdre R ,

nous définirons
L
(3.4) arg d" x = 7 my (z) mod. 2qm.
Bxemple 3.1 . - Sur R Xoq * 278 d*x =omed 2qm,vw §2, (10.2) .
Le théoreme 10 du § 2 permet évidemment de compléter comme suit le théoréme 2.

THEOREME 3.71. = Dans 1'énoncé du théoréme 2, supposons que V = V‘q soit

g-orientée et que R et R' solent des q-repéres. Alors @

LI _
(3.5) R R =85, € qu(z)

et les arguments des deux membres de (2.5) sont dgaux mod. 2qm .

Rappelons que le § 1 a dommé les définitions 1.2 et 2.3 de arg b (A) et arg Hess
vu le § 2, (8.6) :

-

n {4) =un (SA) mod 2q .

C'est le cas particulier suivant de ce théoréme qu'emploiera le ch. IT, § 1,

preuve des théordmes 4, 1ii):

1
COROLLATRE 3 .- Si g = 2, la demi-mesure [d*x]2 de V

variété lagrangienn
ae 29

2 - orientée, est définie par :

4 1
(3.6) arg (%] % = % mp (2z) mod 2 3
on a :
rdoak 1 - 1 3
(3.7) [d'x] ® = qrgy {Hess,, [A(x ,yx') + ¢ (x') )33 [dx"] =,

- . =14 .
A voisinage d'un point de Dp o dim A NER X =1, mp (z) a l'expression

suivante, qui résulte du théordme 7, § 2 3

THEOREME 3.2 . - Soit A (z) le £ ~plan tangent en z 2 la variété lagrangienn




=1 J*
dim An R X >0 3

’

restons _au voisinage d'un point de 7 _en lequel
R

-1 ¥
dim A nR X =1 :

’

*
la projection paralldle 3 X de R A (z) sur X est donc, pour z €7
R
hyvperplan @
L .
(3.8) 53 c,dx9 =0,
=1 Y
10) I existe alors une mesure régulidre & de V telle que, pour 2z €7
- R
pour tout j et tout k :
(3.9) ' dx | A .../\dx‘]"‘l/\dpk/\dx:JM Neowol dx'z=c'j ckcB
2o) 51 V= Vq est g-orientée, il existe une constante c € 22 telle que
q
dzx
mR(z)=c mod 2q pour = <0,
(3.10)
d,ﬂ
N (z) = 1+c¢ mod 2q pour =& >0,
&
Preuve de 1°) . - ILes cj figurant dans (3.8) ne sont pas tous nuls j

L upposons c1750; done sur V, en =z :

(3.11) dxz/\ A dxzi‘é 035 3k tel que dpk A dxz/\.../\ dxz% 0.

Puisque sur V : ) dpj Adx?d =0 s ona ,”\ supprimant le terme qu'il coiffe :

J

1 2 N : * P
(3.12)§ dp,Adx Adx ATERLE SIPPRYA axt+ dpk/\ ax<A dxz/\...dx eee NdX

vu (3.8)

un

—

.
.

(O
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done (3.12) s'derit en notant.
w::-—-j-":2 dp /\dx2/\.../\ dx‘z:
1
1

- 2 L
= A LI I ]
(3.13) c, ¢ O dpk dx” A Adx,

Vu (3.11) , (3.13) implique :

& #0 sur V en z .

En employant au second membre de (3.13) 1l'expression
. e >
dx‘]=-_c—1-dx1 mod (dxz,.., dxd ..., dx’a)
J

on obtient (3.9) pour j > 1 et cj #0. 51 j>1 et Cj = 0, alors les deux
mnembres de (3.9) sont évidemment nuls.

Preuve de 2°) . - Supposons c, # 0 en wn point de 3 3 prés de ce point, on

peut donc cholsir pour coordormées sur V de 2z €7V lesRcoordonnées (p 1,:»c’z,...,x'a)
1 . 2 L
de Rz dans Z (£) ;3 sur V ,x ', Ppyes+sp, sont donc fonctions de (p1,x yeoesX )
Soit (' (z) 1le vecteur de A (z) ayant pour coordonndes :
2
(dp1:1’dx :ooozdxlezo) ;

R (' (z) adonc dans Z (£) 1les coordomnées :

1 2 L 2 £

1 aX (p1,X ,‘OQX ) d 2 d 1’ api(p,l,x ,...X)
= x =0, ... x =0,dp =

5p1 ’ ’ ’ ’ PJ ap,] )

(dx

— * -
Notons ¢ (z) 1le vecteur de R Ty y, fonctionde =z € V, tel que

. 2 L
Op(p,l,x 9 eee 9 X )
R¢ (z) =(dx=0,dp = 3T ) .
1

On a donc :

¢ (z) =¢" (z) pour zEER;
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1
(3.1 [C@Lem]=lReG),Re ()= - 4=

car la relation évidente :

1 2 2
ax (p ,X ,...,X ) 2 ,6
d% Ao A dx? = 1 dp, Adx"A. . Adx sur

OP 4

V signifie, vu (3.9)
ax  _ atx
P4 012 o

Or, vu le théortme 6 du $2,0n a, pour z € V\Y :
R

Il

mR(z)=m(R"1 X:,Aw(z)) ¢ pour [¢(z),c¢'(z)]<0,

c pour [¢(z),¢'(2)] >0,

+

=1

c étant une constante € Z ., D'ou (3.10) , vu (3.14) .

4, GEOMETRIES q - SYMPIECTIQUES . - Evidenment, si R est un q- repdre, le groupe

-1
R’ S (L) R= S (z
Py ) Pyq )

opere sur Z et ses variétés lagrangiennes en conservant leur q - orientation ;
ce groupe est indépendant de R, wvu (3.1) .

Or F.Klein a défini une géométrie par la dommée d'une variété et d'un groupe de
Iie opérant sur cette variété ,

Chacun des groupes Spq(Z) s oW q € { 1,240y}, définit donc sur Z une

géométrie, qu'il convient de nommer géométrie q - symplectique .

CONCLUSION . - le § 1 de ce chapitre I a défini ume représentation unitaire du

groupe Sp, (£) dans 1'espace de Hilbert HL(X), ou dim X = £ ; grice au §2,

le § 3 a substitué & 1'étude de ce groupe celle du groupe isomorphe Sp > (Z) qui

définit la géométrie 2 -symplectique de Z, ou dim Z =24 ; les §2 et § 3 ont
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aprrofondi les propriétés de 1'indice d'inertie et de 1'indice de Maslov, que le

§ 1 avait déja introduits. L'intér8t de ces diverses propriétés est qu'elles s'appli-

quent toutes simultanément 3 wme méme structure : 1l'analyse lagrangienne, que le

chapitre IT va définir .






CHAPITRE IT .,

FONCTIONS LAGRANGIENNES ; OPERATEURS DIFFERENTTELS LAGRANGIENS

INTRODUCTION . - Sommaire . - Le chapitre I n'étudie que des opérateurs différen-

tiels & coefficients polynomiaux et des fonctions définies sur X = R!' tout entier.

Le but du chapitre IT est d'étendre ces résultats : son § 2 se donne un espace
symplectique Z , de dimension 2 £, muni d'une géométrie 2 - symplectique j; il

définit :

des fonctions lagrangiennes, sur lesquelles Sp, (Z) opére localement j

des opérateurs lagrangiens, plus généraux que les opérateurs différentiels,transformés

par Sp-2 (Z) comme le sont les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux

(ef. Chap. I, § 1, théor. 3.1) .

Chaque fonction lagrangiemme U est définie sur une variété laprangierme V de Z;

dans chaque 2-repére R , U possede une expression U, , qui est une fonction a

R
valeurs formelles, définie sur V \ 7} . Dans chaque repeére R , chaque opérateur
R
lagrangien a possede une expression ap = ag (vyx ,-% _a%:: ) y» qui est un opérateur

différentiel formel d'ordre = © , opérant localement sur les UR .

Un changement de repere

~

ul € sz (£) (ef. Chap.I,83, no 3)

S =RR

est un opérateur local , qul transforme

-1
UR' en Up=5Up,,ap, en ap=5a,,5 ,
donc
ap, UR' en S (aR UR) H

i1 en résulte que les opérateurs lagrangiens opérent sur les fonctions lagrangiennes .
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Toutes les expressions ap d'un méme opérateur lagrangien a se dédulsent aisément

o
d'une méme fonction formelle a , définie sur Z .

En géométrie, un changement de repére laisse invariante (ou transforme lindairement)

la valeur en un point d'une fonction scalaire (ou vectorielle) ; mais un caractére

essentiel de l'analyse lagrangienne est le suivant : en chaque point z de V ,

le groupe S;)z (£) des changements de repére opére sur les germes des expressions

UR d'une méme fonction lagrangierme U et non sur les valeurs en 2z de ces expres-

sions ; UR =3 UR' peut avoir des singularités sur ), , mais n'en a pas sur
R

2 N2 N, alors que les singularitds de Uy, sont sur 3 5 les singularités
RY R? R RY

des cxpressions UR de U mne sont donc pas des singularités de U : elles peuvent

Btre qualifiées de singularités apparentes ; leur nature peut &tre précisée, grice a
1'indice de Maslov.

Historigue « ~ V.P. Maslov [ ] a explicité ce caractire essentiel de 1l'analyse
lagrangiemne, bien qu'il n'ait étudié que les projections sur X des fonctions
lagrangiemmes, sans définir ni les fonctions lagrangiennes explicitement , ni les
opérateurs lagrangiens. Il n'a employé qu'un sous-groupe de SIEZ(L) y dépendant
d'un choix des coordomnées de X : le sous-groupe qu'engendrent les transformations

de Fourier portant sur une seule coordornée .
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§ 1. Analyse formelle .

0. SOMMATRE . -~ Ie no 1 définit et étudie les classes d'équivalence asymptotique
des fonctions.

Ie no 2 définit les fonctions formelles ; les fonctions formelles définies sur X

et & support compact sont des classes d'équivalence asymptotique. On peut donc (no 3,
4 et 6) leur appliquer 1'intégration, Sp, (2) et les opérateurs différentiels, dont
la définition peut &tre généralisée. On en déduit (no 4 et 6) que Sp, (£) et les

opérateurs différentiels formels opérent localement sur les fonctions formelles définie

sur les variétés lagrangiennes V ou leurs rev8tements V , ces fonctions

formelles étant & support compact ou non. Le no 5 étudie leur produit scalaire.

v

Les fonctions formelles sur V, qul ne sont plus des classes d'équivalence asymp-

totique, permettront au § 2 de définir les fonctions lagrangiemmes .

1. L'ALGEBRE C (X) DES CLASSES D'EQUIVALENCE ASYMPTOTIQUES . - L'algébre B xy.

Soit J la demi-droite imaginaire pure de ¢ *
']:i[‘l,m[

B (X) désignera 1l'algibre des applications

i xX3(vex)r— £ (v,x)€c,

dont toutes les dérivées en x sont continues en (v ,x) et vérifient @

(1.1) - (Vq,rEU\TL) Sup %1 (%f‘;{)rf(\),x) <,

Sp2 (£) et les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux en ( % y X)

<l

+ 1
a=a (VvX7 "'aégc):a (V,'\)‘ axix)

opérent sur B (X) .

Si £=3dmX=0,B (X) est noté B : B est 1'algébre des applications continues

bornées J — C.
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L'algébre C (X) . - Soit N € R, ; soit BN (X) 1'ensemble des f € B (X)
telles que 1l'application
. .
(vyx) > v £ (v,yx)

appartienne encore & B (X) ; évidemment BN (X) est un idéal de B (X), qui

il

décrott quand N croit ; B (X) N By (X) est donc un idéal de B (X) .

NER,

Définissons ¢

(1.2) c (X)

1

B (X) / B (X);

C (X) est une algébre sur le corps ¢ ; ses éléments seront nommds : classes d'équi-
valence asymptotique ; la condition que les éléments f et f' de B (X) appar-

tiemment & une méme classe est que

(V¥ N € R) f - f'€By (X).
(1.3) cy (X) = By (%) / B (X)

est évidemment tn idéal de C (X), qui décroit quand N croit ;

11

L .
(1.4) o ¢y (¥) = {0}

4

Solent f et f' € B (X), de classes f et f'€ C (X) ; pour exprimer les relatic

équivalentes

H 2

(1.5) Fofr€B (0, L fre g,

(XY

nous écrirons 1l'une quelconque des relations

1 - 1 -
5’ f = £ mod'—N y ' €f tmod ;%..
v v v

- (1.6) f=7f' mod

Si £ =dimX=0,C (X) est noté C. Eviderment, C (X) est une sous-algébre

de 1'algébre des fonctions X -+ C.

Tout élément f de C (X) posséde donc une restriction & toute partie de

X et un support :

(1.7) Supp (%) cX.
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Note 1 . ~ Soit une fonction holomorphe

F:CJ-*C telle que F (0) = 0 ;

(fojé-fj) les F (f1,...4fJ) sont dans une méme classe notée F (f1,...,fJ) .

ainsi ¢ ¥ fj €ECX (3=134e0,d) , F (fj,.oe,fJ.) € c (x).

Soit une fonction holdérienne

F: CJ + ¢ telle que F (0) =0 ;
on définit de méme :

~

ijEC (j:1'o-a,J) 1] F(f1,.a.’fJ)ECO

Par exemple, si f € C, alors |f| , Ref , Im f sont définis. £ € C est réel

alors T

si ITmf =0 . (partie positive) et f_ = sont définis ; f_=10

’ ’
ensemble des éléments réels

Fh 1 es

s'éerit 0= et définit un ordre partiel sur Re C,

~ ~

de C: soilent f et g€ReC;f=0 et g=0 dimpliquent : f + g=0,

et f . g=0; fZEZO ; £=0 (i.e. = £=0) exclut f >0 (i.e. 0= f# 0); mais

~

£
f peut ne vérifier ni f

=0 ni £>0.
Soit une fonction hdldérienne (croissante)

F:R R telle que F (o) =03

VfERC, ona F(f) €Re C (la relation d'ordre de Re C étant conservée ).

En particulier, on a 1'inégalité de Schwarz :

-
[

- - PO ~ 2 ~ 2
(v, ,g.€C) = o f.oel s[ole ). B1e "]
J J - J "J - J - J
J J J
4
Les .opérateurs différentiels, & coefficients polynomlaux en ( K x)

1 -
a=a+.(v,x,'-\-; B-a_x)—a (v

<=

o)
S; ’ X)
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sont évidemment des endomorphismes de B (X) , By (X) , C (X) » Cy (X) . s opérent

Jocalement : la restrictionde a f & un ouvert Q de X mne dépend que de la

restriction de f a cet ouvert ;

Supp (a f) c Supp (f) .

Comme' au § 1, n° 3, 1'opérateur différentiel

— T 19 - 1 2
a=a (vy,x,c3z)=2a (vyg 379 %)
est associé au polynome a  de ( % s X 3p) valant
1.3 2 1.2 .2

- —_— > L > -
(1.8) ao (\),x,p) = e 2v ax’ap 2v ax,ap a (er!P)

+
a (v,x,p)=a

L'intégration optre sur C (X) : si f € B (X), 1la fonction

v+ f £ (v ,X) dlx
X

appartiegt & B ; sa classe d'équivalence asymptotique, qui ne dépend que de la

classe f de f sera notée :

f(v,x)d%cEC;

bd oy

~

I est nommée intégrale asymptotique .

Le_produit scalaire (.| .) est une forme sesquilindaire sur C (X) xC (X) , a
valeurs dans C, définie par :

(1.9) t,e) = f(v,x) e ) d% , onw fE€EFe€C(X) ,g€gec (X,
X

g (v,x) est 1l'imaginaire conjuguée de g (v ,4x) , ¥

1l

- Ve D0n03

(g , 1) =(f ,8) .

La semi-norme |l.|| est la fonection C (X) » C, & valeurs = O

s définie par

N = (£ ,1)
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~J

évidemment @
e+ el SN Nel s ] GEL,e) | =NEN . lgll dans c.
D'autre part :

IEMME 41.1e = Sﬁﬁi(ﬁ) constitue un groupe d'automorphismes de C (X) , qui

sont unitaires, c'est-a-dire conservent normes et produits scalaires.

Preuve. - Soit S5, € Sp, WY\ ; sa définition ch. I , § 1 par 1'intégrale
Sp
2

(1.10) prouve que SA transforme la classe d'équivalence asymptotique f' en la

classe SA f*' Jdéfinie par 1'intégrale asymptotique

~ 2/ - -
(5, £1) () = (14) % 4 () {{QVA(X’X)f' ) a x

’

. v A - . . . s
cette formule a un sens, car le produit par e sy ou v A est imaginaire pur,

conserve évidemment 1'équivalence asymptotique. les SA operent sur C (X) , en se

composant comme ils le font quand ils operent sur g)(X) ; or ils engendrent 1le
groupe sz(ﬂ) ; ce groupe opére donc sur. C (X) .

Puisque Spp (£4) est unitaire sur tF(X) , i1 est unitaire sur C (X)

Ies théorémes 3.7 et 3.2 du chap I, §1et leurs corollaires domnent 2

IEMME 1.2. - Ie transformé S a s~ de 1'opérateur différentiel a par

S €Sp, (£) est 1'opérateur différentiel associé & 2’0 s"1 ;s s désigne 1l'image

de S dans Sp(2) ; s opére sur 1l'espace Z (£) des vecteurs (x,p) .

IEMME 1.3. - Pour que les opérateurs différentiels a et b
faut et suffit que

soient adjoints, 1l

0 [o]
b (vyx,p)=a (v,x,p).
o ’
En particulier ¢ a est auto-adjoint quand a (vyx ,p) est & valeurs réelles pour

vE T, (x,p) €2 (2).

S transform» des operateurs adjoints en opérateurs adjoints.
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2. NOMBRES FORMELS ; FONCTIONS FORMELLES . - Le théoréme 2.2 reliera les définitions

sulvantes aux précédentes.

Un nombre formel est une série formelle

- Vo,
2
J rell

(2.1) u=u (V) =

O

M
CFQ
s
o
(]

J

ou : J est un ensemble fini ; aj €C, @j €ER , wj # % si J % k.
r

L'expression (2.1) d'un nombre formel est unique, par définition.

L'ensemble des nombres formels est une algdbre commutative F  dont les régles
d'addition et multiplication sont évidentes.

F est mmni de la topologie que définit le sytdme de voisinages W (N,e) de son
origine que volcil ¢

NeEW,e €R,,u €W (N,e) signifie : (Vrsh) D lag, < e
j€EJ

Une fonction formelle sur X est une application wu : X - F qui peut 8tre

mise sous la forme

(2.2) u=u(v)= D D —dr 7

ou ¢ J est un ensemble fini ; ajr : X ¢ wj : X 4R

@, et mj sont indéfiniment différentiables.
J

u peut 8tre mis de plusieurs fagons sous la forme (2.2) en les points au voisinage

.

desquels deux des P sont égaux. La valeur de u (v) en x est notée :

@, v, (x)
(2.3) wlv,m=p p o —=ld T
jEJ reN v

u (v) a un support :

(2.4) Supp u (V) ¢ U Supp . .

JsT Jr
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L'ensemble F (X) des fonctions formelles sur X est une algebre sur F j
elle est commutative . L'ensemble des fonctions formelles sur X , & supports

compacts, est une sous-algsbre F_ (X) dge F (X) .

amplitudes .

Ies ¢. sont nommés phases ; les o. = 7
J T J rE€

<}_,f2
3

N

L'ensemble 1 [ resp. F (x) ] des éléments de F [resp. F (X) ] de phase

nulle constitue une sous-algeébre de F (resp. F (X)).

Notons Z wun espace symplectique, muni d'une géométrie 2 - symplectique, V

une variété lagrangierme de Z (ch I, § 3, no 1 et 4) et V Te reve&tement

universel de V .

Une fonction formelle Uy sur V  est constituée par :

i) wn 2-repére R de Z;

1i) wune application
v v o v Q. v
(2.5) - U,=U_(v)= 5 —oe B oy aF
R R T
rEN v

ol ¢ ¢p estla phasede RV (chI, §3,n02) ,

@, :t V 2 ¢  est indéfiniment différentiable

Eviderment :

S v 2——-—"———'—‘-: v
upp U p § Swpa, V.

Pour R et V domnés, l'ensemble de ces fonctions formelles ﬁR est un espace

0 '
vectoriel sur F , noté F (V,R ) ; 1'ensemble de celles de ces fonctions dont

le support est compact est un sous espace FO (V,R) .

F (V,R) est muni de la topologie que définit le systéme de voisinages W (K,p,r,
de 1'origine que voici :

-e

K est un compact de V;p,rE‘N,eER+

UR€ W(K,p,rye) signifie que sur K 1les dérivées d'ordres = p des o

(s = r) sont de modules < ¢ .
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b désigne le contour apparent de V pour le repére R (chI, §3 ,n02);
R

D désigne le contour apparent de V , c'est-a-dire 1'ensemble des points de V
R

se projetant sur ER ; nous déduirons les propriétés de F (V \ER s R) de

celles de T (VNZDgs R) 5 celles-ci seront déduites de celles de F (X)  par

le morphisme résultant de la composition des deux morphismes que vont définir respec-

tivement les théorémes 2.1 et 2.2,

Notation » - Si z € Z et Rz = (x,p) , alors nous notons x = Ryz o le

compogé de la projection naturelle {/' + V et de 1la restriction de RX a V est

note RX:V + X o

THEOREME 2.1, - Tl existe un morphisme naturel

v

Mg FO(V\ER,R)—» FO(X).

appelé projection ; 1l se définit comme suit

v

soit UREFO v\> HR) 3 u=10; Uy, vaut

' R
u(\),X):VE . UR (\),Z)c
s R 'x
Note 2.1 « = HR est un monomorphisme.
v"1 v
Preuve . - Ia formule (2.8) a un sens, car RX x N Supp UR est un ensemble

fini puisque Supp Up est une partie compacte de V \ et que Ry est un homéo-
R

morphisme local vy +X.
R

THEOREME 2,2, - Il existe un moncmorphisme naturel de 1'algdbre Fo (X) dans

1'aledbre C (X) ; 4l permet la convention

(2.9) P c X

11 se définit comme suit.
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Soit
@, XN
(2.10) u= 3 0 -J—;e JEFO(X):
jed relN v
notons
N1 o VO .
(2.11) ue= o —F e Y3 Ixxae
jeEdr=o v
1
10) Il _existe deg Aﬁnngi:jnns__ f €B (X) telles que (VN): f--uN = 0 mod %

20) Toutes ces fonctions appartiement & une m#me classe d'équivalence asymptotique

f € C(X) ; L'application u +~ f définit wn morphisme naturel F (X) »Cc(X .

3°) Ce morphisme est un wnonomerphisme .

Ce théoréme résulte d'un raisonnement de type classique ; explieitons -le.

Preuve de 1°) , - Tl suffit de traiter le cas ou (2.10) se réduit a :

o (x) . v (x) .

(2.12) ‘ u(v,x) =2

reN vT

Pour tout g € B (X) , nul hors d'un compact de X, employons la norme :

s

(2.13) le| .. = Sup. | (

r gloun veEIJ ,x€X,|s|=r:
VegXgS

< =

9
ox )

Cholsissons une sulte croissante de nombres

telle que

(2.14) 2 oo

choissons une sulte de fonctions continues €y 7 € qanes : 4o R_,r
telle que

(2.15) 0=e, (V) =1; €. (V)=0 pour |v| = T A (v) =1 pour 2‘%r§l

définissons alors
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© a (%) v (x
(2.16) £ (vyx) = rf__,_:o c. (v) -—-—r—;—r—- e ¢ (x) :

cotte série converge, puisque, vu (2. 14) 5 et (2.1 5)2 sur tout intervalle borné de

variation de vy ses termes non nuls sont en nombre fini. Notons, conformement a

(2.11) :
N1 o, (x)
(2.17) uy (vyx) = D L o ve (x)
r=0 v
vu (2.15)5 5 pour 2uy = [v] ¢
o<} (\)) N)
¢
£fv)=-nu v = ) .
‘ () N+1(>|N I'L:/:N’L1 I\)'r Ia/r Ir ’
or (2.14), (2.15), et (2.15), impliquent :
p () 27l %9 = |5
donc, pour ZpNé |v|
1 (W)=t )]y = 5 1 I L B
. SR 2% |y |* =T ZNMN 1 N N

car 1= |v| ; done :
(2.18) If-.uNlN =0 mod — .

Prouvons que, plus généralement :

(2.19) (Vv M, N €W if-uNlM = 0 mod lN .

Si M=N, (2.19) résulte de (2.18) et de la croissance

avec M .

de

Si N< M ; (2.19) résulte des relations :

lf_uNh’I = ]f;uM|M+ [uM- uy IM; ]f..uMIM = 0 mod Jﬁdoncmod'lﬁ ;
. v

v

—1
luM-uN] =Omod-§r, car Uy = W = }%\, f—z ewp.
M v r=N T
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Puisque les éupports de f et des Uy appartiennent & Supp u = (j Supp a. s
r

qul est compact, (2.19) 4mplique

(v M,w,q€m)  Jxd (foug) | = 0md
M v

clest-a-dire
- 4
f-uN—Omod \;N

Preuve de 20) , - Si f et f' € B (X) et vérifiant

- = <
(VN) fauy =£" - uy = 0 mod N

on a éviderment

- 4
f-f'—omOd N.

Preuve de 3°) . - Supposons

donc

(VNeW , 7V x€X) uN(v,X)=O mod Jl-\l- H

v
il s'agit de prouver que
(vx€X) ul(vyx)=0

Tl suffit donc de traiter le cas ou u est un nombre formel ; supposons que dans son

expression (2.1)

(v je€d) o/jr=0 pour r < N ;

nous avons donc

@y vcpj 1
jed v v
donc
Vo,
1im 7, o e 9 =0,

ce qui implique

d'ol le théoréme 2.2
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et les

COROLLATRE 2. - L'intégration asymptotique, les éléments de Sp2 (2)
opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux sont des morphismes.

Fo(X)»C35F (X)»C(X)5F (X)»F (X .
Ia fin de ce § 1 explicitera les propriétés de ces morphismes.

Ie no 3 du § 2 emploiera, pour étudier la norme lagrangienne, le

Soit un nombre formel de phase nulle

THEOREME 2.3 . - 10)

= »31}6F°.
relN v

.
.

La condition qu'il soit réel, u € Re F° , est

-1

o
r . . .
(vr) - est réel ; i.e : 1 o est réel .
y

est, en notant s 1le premier des r tels que @, % 0:

La cordition u > O

: 1 >0 .

u € Re F°  vérifie donc ¢ soit u > O 5 soit u= 0.,

Tout

= Jéfinit donc une relation d'ordre sur Re F° .

»
.

2°) la condition u1/2 € Re F° équivaut 4 la suivante

(défini ci-dessus) est pair.

u € F° s u>03 1l1'entier s
1/2 o o . s 1/2
a alors deux deéeterminations opposées ; on choisit : u =0,

Notation . - u

Preuve : Soit

o
L €F° ; notons s 1le premier des r tels que o #0.

u =7 -
rEN v
est & valeurs réelles, la preuve du théoréme 2.2 construit une

Si (Vr) o/r v-r
u € Re F . Drou :

fonction f € u, & valeurs réelles ; donc

@ o
Re u = 7, Re —£ Imu= 2 Im & .
relN vr ’ remN vr



Ch IT, §1 15

Donc u € Re F©  si et seulement si (Vr) o, v™' est réel .

1/2

Etudions u .

2_ Ug 1
u = T, mod 251

donc
1/2 0 . .
u € Re F- exige : s pair ; u= 0 (cf. Note 1) .
Pour prouver la réciproque, il suffit évidemment de prouver ceci :
u1/26 Re F° quand @ >0 3

c'est évident puisque la condition

Br 2 Yy
(2 ) =2 =
r v r v

équivaut & la condition Bi =a et & des conditions donnant (pour chaque

=1 2 oo Y o 4. ’ < _
r R >Bo Br en fonction linéaire réelle de o et des Bt Br-—t (0<t<r)
1/2 O . 4. e
Or u € Re F© implique u = 0 ( cf. Note 1) ; donc @ >0 implique u > 03

dmcasfs>01mﬁweu>0. Tout u € Re F® vérifie donc : soit u > 0 ,
soit u=0.

3. INTEGRATION DES ELEMENTS DE FO (X) . - Les propriétés essentielles des fonctions
formelles seront déduites du théoréme suivant, qui précise des résultats classiques

(méthode de la phase stationnaire); ces précisions exigent 1'emploi des lemmes 3.4

et 3.5 au lieu du lemme de Marston MORSE [ ] , qui transforme localement par chan-
gement de coordornées une fonction ayant un point critique non dégénéré en une forme
quadratique. Nous rappelons briévement les autre lemmes nécessairess & la preuve de

ce théordme .

Vu le corollaire 2, 1'intégration asymptotique est un morphisme

J:F x) scC.
X o

Eviderment, quand les phases de u sont toutes constantes :
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~

Jn ulv,x) dx eF.
X

e théoréme 3 prouve que, dans le cas important qu'énonce le corollaire 3 3

\)Z/Z Iu (v yx) dzxe F.
X

THEOREME 3 . - Soit uEFo xy .

~

10) La valeur de f u (v,x) d’zx ne dépend que de la restriction de u & un voisi-

nage arbitrairementxpetit de 1'ensemble des points critiques des phases de wu ; cettle

valeur est O si cet ensemble est vide.

20) Soit
o V@ .
(3.1) u (v) = 7 r €eF (X) ,
rZG/N T °
v
ou ¢ 2, sur Suppu, un point critique unique, x, , non-dégénéré . Notons :

¢, =@ (xc) la valeur critique de ¢ ; arg i’z/z =n4/b;

N Hess, v la valeur en x, de  Hess ¢ , (Dére2.3ducha I,81).

Alors
- . 1/2 s v
(302) Jﬂ u(\*"X)le:(znl)/ ( Hess o) 2 “J"I(CP;Q’)S c’
X | vl e rem oo
ou ¢
(3.3), I, (oya) =a (x) 5
2(r-s) . . )
(3.3) I (psa)= i 2 ———l-—— g r=S+J (_ag_)[e'](x) ozs(x-)] Vo
o T s=o0 j=o (r-s+j)!j! x ]m
: (]
*

¢ ,% et © étant définis comme suit .
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Notztions. - le développement de Taylor d'ordre 2 de ¢ en X, est noté :
(3.4) e (x) = ¢ (x-x,) + @ (x) ;

donc ¢ © s'ammule 3 fois en X, 3 ¢ eost une forme quadratique .

*
& est sa forme "duale" ; c'est-a-dire :

*
(3.5) & (p) est la valeur critique de la fonction x =+ @ (x) + < p,x>;

autrement dit, si M est la valeur en X, de la matrice (o . k) s
x° x
, * - *
(3.6) 3 (x) =3 <Mx,x>, 9 (p)=-%<p,M1p>,oﬁ M="M:xa% .

Eviderment 3

CCROLLATRE 3. -~ Soit u € FO (X) . Si, sur Supp u , tous les points critiques

de._toutes les phases de u sont non-dégénérés, alors :

Vz/z]
X

u (v, x) dzxe F 3

- L L
les phases de v / &u d"x sont les valeurs critiques, sur Supp u, des phases de U .

I suffit évidemment de prouver le théoréme 3 quand on y remplace u par une fonc-
tion f valant :

(3.7) f(vyx) =a (x) e vo (x) ,

ou o € B (c-a-d : est indéfiniment diférentiable, 2 support compact) . Ce théorime

résulte alors des lemmes suivants, dont le premier prouve le 1¢) du théoréme :

LEMME 3.1. - DNotons X, les points critiques de ¢ appartenant & Supp £ . S'ils
sont tous non-dégénérés, alors

J’o/ (x) e veo (x) dzx mod —%\]—
X v

est fonction lindaire des valeurs, en les points X, des dérivées de « d ‘ordres

< 20N,
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Preuve . - 11 s'agit de prouver cecil :-

J4 1
(3.8)N Si « s'annule 2N~ fols en les points x , alors [ £d%=0md -
X v

Or (3.8) est évident. Supposons (3.8)N vrai . Si o s'annmule 2 (N+1) - fois
)

en les points Xc , alors il existe des Bj € 5 tels que ¢

J J

o =Z_\55. (PX- ’ Bj stannmule (2N+ 1) - fols en les points X, 3

donc, vu (3-8)N :

B .
Jﬂae\)(pdzx=- I% 2—--']—. evcpdlx = 0 mod WN1+1 ’
X x Y o5ax! v

ce qui prouve (3.8)N+1 .
On prouve de méme :

IEMME 3.2 « - Soit o € N (notation de L. Schwartz ;3 ¢f chI, §1,n01) .

Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée X -+ R . Alors

[ o (x) ov ¢ (x) d'x  mod —-JN-
X v

est une fonction lindaire des valeurs en O des dérivées de o d'ordre < 2 N .,

Ce lemme s'explicite comme suit ¢

IFMME 3.3. - Soit o« € ¥ . Soit @ wune forme quadratique non-dégénérée X - R
Alors

Jox)e velx) of o
X

2mi4/2 " -5 1 *T, 3 2
(TT\-) [ Hess &) rZ;N r!vr[@ (BX) Q(X)JX:O mod - .

<

Preuve. - On sait (cf. ch. I, §1, leme 2.2) que
B 2
~1/2 7
dx =.J271 u pour |arg p,|<'-?".
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D'ou, par dérivations en u

Ixzr 2 X ax = /T / (2r) !
. r
-0 (21\-‘:) r!
2
T 1 d_.._ a
-5 | Zy oax? 2T
. =,/21 e “H x
- x=0
o %2 "‘5}2
(Vrem) [zt dx= 0.

Donc, pour toute £ x £ matrice diagonale complexe Mc s & valeurs propres non

nulles, d'arguments € ] —% , —%—- [ , et pour tout polynome P : X - ¢ :

-8 (%)
(3.9) [Pe o atx=
_ X
1/2 "1/2 Y ('éé—)
(2m) " [ Hess ¢ ] [e ©°F P (x)] ,
. x=0
ou ¢
2 (x) =3 <M x,x>, v (p)=%<p,M;1p>;

arg. Hess ¢ est la somme des arg. des valeurs propres de & .
c , c

Explicitons :

§C=§+-v§>,

-

onz veE[i,o[ 5 & et ¢ sontdes formes quadratiques: X + R, indépendantes

de v ; 3, est définie positive ; nous supposons & non-dégénéréa.

L'hypothese que la matrice Mc est diagonale est surperflue, puisqu'un changement

de coordomndes réduit deux telles formes & @

_ 2 = 2
@, (x)—?xj . @(x)—%} e X (cj;‘éO) .

Soit € €5 tel que ¢ (x) =1 pour x voisinde O . Le lemme 3.2 et (3.9)
donnent : ‘
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(3.1-0) (—'é\i;r 2/2 f e (x) P (%) ev@(x)-‘§+ (x) atx =

_[Hess(@—%<§+)]—1/2 [e\yc (E{-)P(x)] 5 mod — 3
x= v

arg Hess ( @ -% <I>+) est la somme deé arg. des valeurs propres de ¢ -% 3

=Dl 5.3

qui appartiemment & JO, n[; - v = T~ @ pour arg - T -
' 1
Ie second membre est une fonction de —\1:- s holomorphe pour ~ =0, donc, mod «—1-0-0 s
Vv

un élément de F , dont 1la 1inm est, vu le développement de Taylor de cette
3 o
+

fonection ¢ N
(—aa';;)
P (x) ] mod —
x=0 v

1y
[ Hess @]—1/2 (e
arge. Hesé $ a la définition 2.3 du chap. I,§ 1.

1 e ’
Le premier membre de (3.10) est donc, mod = 3 un élement de F ; wvu le
‘ v

lemme 3.2 4 sa 1lim est
<§+—*O

(== )JL/2 fe(X)P(X)eM(x)dzx.

2mil X
Done 3
(3.11) I e (x) P (x) ev@(x) dzx =
X
1 %9
os 12 -1/2 ;—@(g) . 1
(m) [ Hess & ] I ,(X)}c=0 - mod =

d'ou le lemme 3.3, en approximant o & 1l'origine par sa série de Taylor limitée

P et en appliquant le lemme 3.2.

Le lemme 3.3 prouve le 2°¢) du théoréme 3 dans le cas particulier o la phase ¢ est

une forme quadratique & ; nous déduirons le cas général de ce cas particulier en
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appliquant au reste d'un développement de Taylor limité le lemme suivant, dont la
preuve est analogue & celle du lemme 3.1 3

LEMME 3.4 ., - Soient:

p€lo,1] 35x€Xg

oz (Byx)4= o (6,x) €,

indéfiniment différentiable, & support compact, s'annulant 2N -~fois quand x
s'annule ;

CP:(e,x)“'”Qp(e’x)ER’

indéfiniment différentiable, tel que, sur Supp o , V8, o ¢ x > ¢ (8 ,x) ait

1'origine pour point critique unique, non-dégénéré . Alors :

1 .
J‘defoz(e,x)e d’x =0 mod
o X

Nous déduirons de ce lemme le suivant :

IEMME 3.5 . - Soit ¢ : X -+ R, indéfiniment différentiable, ayant 1'origine pour

point critique unique, non dégénéré, sa valeur critique étant nulle :

I

# () =0 4 v (o) =0, Hesso(o)7o.

Soit

11

o (x) =28 (x) + o(x).

son développement de Taylor d'ordre 2 & 1'origine :

% est une forme quadratique ; ® s'annule 3 fois & 1l'origine .

Soit o ¢ X - ¢, indéfiniment différentiable, dont le support est compact et ne
contient pas d'autre point critique que l'origine . Alors :

X

(3.13) J o (%) evq)(x)dlox =§ _}f_'z‘ i o J (x) @ (%) evé(x)d'zx mod = .
_ s=o J° X v

cette série converge dans ¥, puisque, vu le lemme 3.3,

. - 5- [
v [ e (x)a(x)evé(x)dlxr—"o mod v ° 2
X
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ot [...] désigne la partie entiére de ..., c'est-a-dire le plus grand entier =.

Preuve . - Vu (3.712) et la formule de Taylor :

2N-1 3.3 1 2N -1
® ) 2N 1-0 2N v(¢+00
(3.14) erp=.Z) VJ.! oV % + v ST 1 @ e ( )de.
j=1 o
Le lemme 3.4 domme
’ 1

3.1 v X -0 ® X) o (x)e = o mod —%

5 2N Xdz (1 2N=1 2Ny v(e+v®) 40 4 k

) v

puisque ®2N stannule 6 N~ fois & 1'origine ; quand N tend vers 1'infini , (3.14)

ot (3.15) dmpliquent (3.13).

Preuve du 20) du théoréme 3 . - On peut remplacer u par une fonction f , de \

valeur (3.7) 3 « posséde un point critique unique, non dégénéré ; il suffit de
traiter le cas ou ce point critique est 1l'origine et ou la valeur critique est nulle,
Mors, vu (3.13) et le lemme 3.3 :

(3.16) . J'oz (x) o ¥ (x) d'@x=
' X
. 4/2 -3 . '
(gljﬁ) (Hess 3) 2 1. - {3 r(géi)[®3 (%) @ (x) T} mod—jo;-

re r!jtv X=0 v

ot r,j €N, Notons q=1 -3 l'exposantde v . Puisque ® (x) = o mod |x|°,

la condition {'"}x:o # o0 dimplique 3J =2 r , c'est-d-dire j=2q. Soit :
2q %o+ 4 .
o) J
I (s a)=0 T=r7 (239 (00 () @ (x) ]} ’
q 7’ 5o (at3)1dt ox x=o

donc, en particuller ¢

I, (p502) =a (o) ;
(3.16) st'éerit :

. 2/2 1
fa(x)evq)(x)d!’x=(2rlﬁ) (Hess ‘I>)m2 b2 A7 (p3a) o

X v q€eN vd

[y
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D'ou 1le 20) du théorime .

L, TRANSFORMATION DES FONCTIONS FORMELLES PAR LES EIEMENTS DE Sp > (2) « = Tout
S € Sp, (4) induit un isomorphisme

S:C(X) »cC (X (voir n° 1) ,
dont la restriction a

F (X) c C (X) (théoreme 2.2.)

est un monomorphisme

(4.1) 5T (X))~ cC(x) .

Les théorimes 4.1, 4.2 et 4.3 précisent les propriétés de ce monomorphisme .

THEOREME 4,1 . - Soit un espace 2 ~symplectique Z , une variétd lagrangienne

V de Z, umn 2-repére R'" de 7 et

SESp2 (4) 3

R=3SR'" est doncun 2-repére de Z (Chap. I,§3,n03).

10) 11 existe un isomorphisme , induit par S et noté S :

(t.2) s:Fo(v\{;Ru ER',Rv)4F0(§\iRuiR',R)

caractérisé par les deux propriétés suivantes :

1) 31 est local ; c'est-a-dire : soit

v . v v v \ v _ v v v v
U GFO (v \ERUZ)R, s RY) , Up = SUR,EFO (v \ERUER',R).

v v v

alors la valeur UR (vyz) de UR en z €V est fonction 1linéaire de la valeux
de UR" et de ses dérivées en ce méme point =z 3

ii) 1le diagramme suivant est commutatif :
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(4.2) F (VAD uD RS F (T\D un ,R)
° R R ° R RY
I, l 1
. - /
S . .
(4.1) F (X) N € (X);

il définit donec un morphisme

(4.3) Sollg, =N o0S:F (T\D Un, ,R) = F (X) .
R

R

20) Ia loi de composition deés morphismes (4.1) et (4.2) est celle de Sp, (£) ..

Note 4. - Ia restriction de (4.1)

(4.4 S : Iy, Fo (v \ER UER', R') — Ip Fo (v \ERUER' yR) ¢ FO (X)

est donc un isomorphisme ; alors que (4.2) est local,(4.4) n'est pas local, mais

seulement ponctuel : si
wen, F W\p upy ,R) ,u=Su",
R "o R R

alors la valeur u (v ,x) en x € X est fonction lindaire de la valeur de u' et de

ﬁR"1 X o

ses dérivées en les points de 1'ensemble fini R'X .

Le caractére local du morphisme (4.2) s'explicite comms suit :

THEOREME 4.2 . - Soit

v ' v v v
! o M EeF (VY UY SR');
r (o] R R

(4.5)

=
|

N

R

RY ©

alors ¢

v

R—SUR'EFQ <V\ERUZ>Rv ,R) ? ou R=3SR ’

o<
I

v

vaut en =2

v v _ _-—_z- 1
(4.6) Uy (v, 2) rEe:N (dzx) :;JR,T ;
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(4.7) x=PRyz;x'=Rrz 3 [d’ex] est défini chap I , § 3 coroll. 3 ;

’

JP - est une fonction lindaire des dérivées d'ordres = 2 (r-s) 4, sur V , des
ve

R
~~
(o)}
A

r) 3 ses coefficients sont des fonctions indéfiniment différentiables de

v v v .
z €EV\Y ; ces fonctions dépendent de V,R' et S
R ]

Y]

(4.8) | Taolz 1) = a (2) .

v

La formule (4.6) garde un sens pour tout U, €F (V \Z?R' s R') 5 et

b

7 € ﬁ\\Z%zLJV‘. s donc, évidemment

THEOREME 4.3. - Ia formule (4.6) définit un isomorphisms, induit par S et noté S:

(4.9) S:F(\D US LR +F (V\) Ul ,R).
R R R R?

Ta loi de composition de ceé isomorphismes et celle du groupe S}>2 (2) .

v v ~

Preuve des théorémes précédents. - Soit Uq' €F (VN Uy, 4 R') tel que
Frefesmemem pus e an S WS 6 4 £ S Somheeimm e w o= } o)

L

t
la restriction . R R

Ry @ SuppUR, + X de R}'{:V + X

. . . . v =1
soit un difféomorphisme, dont 1l'inverse sera noté R .

X
Cas_ou s¢z}s (z)._ Mors S =5, (Ch. IT,81,n01) . Soit (&.5)
P2
1'expression de BR' H
u'ZHR'BW
vaut en x'
(4.10) u' (vyx") = ;% @l (x') e ve! (x')
reEN

-.

o) .
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I

-1 -1
0’1',_ (X'> Q’r (R)'( x') 5 ' (x') = PR (R}'( X') pour x'€ Supp u',

@! (x') =0 pour x' ¢ Supp u' =Ry Supp U} ;
Tr

puisque u' € F_ (XN)cC (X, u=5Su'€C(X) 5 vulechs I, §1, (1.10) ,

1'expression de u en x est 3

L/2 - ' V(0
(Bo11)  u (v,x) = (ZJ-HYJ_) / A (4) J‘ b Lo (x") e\’)[A(X yx') ot (x )}dzx' .
L X re€

r
WoVF

Appliquons le théoréme 3 & cette intégrale asymptotique s

1) Pour chaque x € X , cherchons sur Supp u' les points critiques de la phase :

(4.12) X3x' # A (x,x") +o' (x') €R ;
c'est-i-dire les x' € Supp u' tels que :
(4.13) A +' =0,
x" x'
Notons 3
(4.14) ;z E)'{'J x' RV y = (x'" ,p') , c'est-a-dire p' = ' € X .

Xl

La relation (4.13) s'écrit

' *
vu ch. IT,8§ 1, (1.11) elle signifie 1l'existence de p € X tel que

(x4p) =5, (x'4p") 3

elle équivaut donc a :
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Sur supp u',les points critiques de 1a phase (4.12) _sent donc les points :

(4.15) x'=R'" 2z ,0u z€R x (Supp Uy, .
Leur ensemble est fini, puisque Supp UR' est une partie compacte de V \ JJ au
R

v

volsinage de laquelle RX est, localement, un difféormorphisme .

1i) Cherchons les valeurs critiques de la phase (4.12) . Au point critique x!

~

défini par (4.15), notons
Rz=(x,p) ;R 'z = (x",p") ;

d'apres les formules précédentes

puisque A est une forme quadratique en (x,x') , nous avons donc :

A(x,x") =3 <p,x> -3 <p',x'>,
clest-d-dire, vu ch. I, § 3,(2.4) :
' _ _ "/ - 2 _ ) '
A (x,x") CPR(?_) p, (2) 0 0u gp, (2) =9t (x') .

Ay point critique x' défini par (4.15), la valeur de la phase (4.12) est donc

(PR (Z> ®

i1i1) La racine carré du Hessien de cette phase (4.12) est donnde par le ch. I,

§3,03.7) ¢

2 1/2
(4.16) { Hessx, LA(x,x') + o (x')]_}j/Z:A (a) [Z‘@X]
X'

-e

lors du calcul de Hess_, , x et x' sont considérés comme indépendaats j; puis
X

v

A4 v
L
on 1eur dorme les valeurs x = RX z et x'" =R'z ; au second membre, x et X

X

v

ont cas valeurs, c'est-2-Gire sont les coordormées locales d'un méme point

z € VN U . De (4.16) résulte donc
R R?
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Hessx, M A (x sy X') + o (X')} 775 0.
Par suite le théoréme 3 s'appligue au caleul de (4.11) .

iV) Fin ds ia preuve . - Cette application & (4.11) du théordme 3 donne :

(4.17) u(v,x)= 3 Up (vyz)
zEE'_1x
X
ou : UR a méme support que UR' H
UR vauten z 4 en notant x=R 2z et x'= R' =z :
X X
v . -5 1 \)ch(;)
(Ll’o18) UR(V ,Z) = A (A) [HeSSX. <A+<p')] Z\éN ’-—;Ir(A.*_(D';O/')e' ‘9
T v

Or d'une part, (4.17) signifie :

d'autre part, vu (4.16) , (4.18) équivaut & (4.6) ; en effet : vu (3.3)r ,
T (A+ o' ; o') est la valeur d'une fonction 1lindaire des dérivées d'ordres

= 2(r-s) des a; (s = r) ; les coefficients de cette fonction sont des fonctions

ratiocnnelles des dérivées de o' ; le dénominateur commun de ces fonctions rationnellec

3r
est [Hessx, (A+¢")] , dont (4.16) dorne la valeur .

Les théorémes 4.1 et 4.2 s'appliquent donc aux SAE Sp, (L) \D .

sz
Cas ou S € e - Vuleche I,§81, lemtme 2.5 , étant donnd S € ) , 11
Sp, )
existe sA et S, € Sp,(U\D tels que
sz
S=15, 5, .

Pulsque les morphismss (4.1) et (4.2) se composent comme les éléments de Sp, (£)
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qui les induisent, les composés des morphismes induits par SA et SA' ne
dépendent que de S = SA' SA ;5 ce sont donc des morphismes induits par S
étant dormé U, tel que Supp U,, «cV\} U D s on peut choisir S, assez
R R RY SRY A
volsin de 1'identité pour que = 3 n Supp Up = ¢ ;5 d'ou les théorémes
S, R
A

ho1 et 4.2 , qui impliquent le théoreme 4,3,

5. NORME ET PRODUIT SCALATRE DES FONCTIONS FORMEILES A SUPPORT COMPACT . - Soient @

V et V' deux variétés lagrangienmes de Z ;

v v
V' et V' leurs revétements universels ; R un 2-repére de 3% ;

o et o' les phases de RV et R V' ;
R. R

0 ! "R oer (Y\D ,w
R _;géN r R, r ° o R’ )
(5.1) .
vy \)(p v, v
UR: 2 "_jg C«"f{ Se i EFO (V' \E'yR)’
sEN ’ R

de projections

I
1l
=

<

v

Définition 5. - Sous 1l'hypothése (5.1), le produit scalaire de Up et Uﬁ est

la classe asymptotique

(5.2) (U U Yy = (u|lu'yec,

ou (u]|u') est défini par 1l'intégrale asympotique (1.9) . Donc :

( UR | Ué) et ( U | UIQ sont imaginaires conjugués ;
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1 “indgalité de Schwarz sTapplique’

"

v v v v Y ov 1/2 v Yov 1
(5.3) | (U |0 | (U | 0p)  (Up [ Tg)*= .
v v M v 1/2
La semi-norme de Uy, est (Up [ Up)  =llul[20 ;

cette seml-norme-vérifie 1'inégalité du triangle.
A4

THEOREME 5.1. - 1°) Ia valeur de (U }) ne dépend que de 1'allure de

R
U, et Up, en les couples de points de V et V' se projetant en un méms point
de VNV,

»

Cotte valeur est 0 si VN Ve =90,

20) 51 V=1V', ce qui implique ¢, = cpf'{ y alors

v

(5.4) | (U, | Oy =

E r¥+s f Z) Q’R,r (;) 0’1'%’5 (2') e\)[lll.(Z) - ¢(Z') ]dL.X E F,

Trys v €V v vy
242
N b/
ou X = R.XZ y d x>0 3
z et z' sont les points de Supp UR et Supp U;{ se

projetant en =z .

Dans (5.4) , ¥ (z) = ¢ (2') est 1'une des périodes de 1y :

1

C
v

$[[z,dz], 08 v estunlacet de V.
"

Les phases de (UR | é ) sont donc ces périodes ¢ de y .
-

30) Si1 V et V' sont transverses, alors
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(5.5) 12 (ER | Up) €F.

Si V et V' sont transverses et se coupent en un seul point =z , projection

v

v v o '
d'un seul point z de Supp U, et d'wn seul point z' de Supp Up , alors :
g2 Loy
vV 1] -

(5.6) | ('L_LGi ) (U | oug) =
"31‘—1/2 v v
1 Cut (o
Y = [Hess (¢=o") ] P (apyar) e\)[ll’(z) v' (2") ]
r€WN v T R
ou ¢ ot o' sont définis prés de RX z par

v

. v-.,] v V...
cP(X)chR(RX xN V) 1@'(3() =wé(FX1XﬂV');

-t

Hess (p-o') = {HessX Lo (x) =~ o' (x) ]}
x=Ryz

v

v
o 3 . e . '
Pr est une fonction sesquilinéaire des valeurs en z et 2z

des dérivées d'ordres =2 (r-s) des « et o (s=r1) 3

Rys Rys

les coefficients de cette fonctiondépundent del'allureenz de Vet

(5.7) PO (OIR ’ Q’l'!".): Q/R,O (Z) O/I'{’O (;v) .

Lo) [ Invariance par Sp, ()] . - Soit S € Sp, (2) 5 sous 1'hypothése plus

stricte que (5.1) :

Gg € F, (TN UD ), 0 €7, (AT uD! )
RS o R Tsgp TR "o R SR
on a
(5.8) (U |

L) = (sU | sTUR).

Preuve de 1°) ,20) et 3°) ., = u et u' ont des expressions du type :
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v, (x) g
u(v,x)= v, (vyx)e , ou v, (v,x) =2 - Vi (x) 3
jeg J relN v I
L
vy (x) : 1
u' (v,x) =2 v'y (vyx) e ; ou vy (vyx) =D — v r(x);
kekK r€EN v !
J et K sont des ensembles finis. Vu le 10) du théoréme 3,
T L
(u[u')=fu(v,x) u' (v,x)d x
X
v, vqal'{
ne dépend que de 1l'allure des couples vj e Y ’ vé e en les points critiques
de wj - @& y c'est-a-dire en les points
= ¢!
x € X tels que mj )% P, x !
v vv. v v
Autrement dit, (UR | UR ) ne dépend que de l'allure de UR et Uﬁ en les

couples de points (z,2') € Vx V' tels que

Rz=Rz"=(x,0.

I E

ces couples sont las couples de points de V x V' se projetant en un méme pointz de

VA V'. D'ou 10) , 20) et ,vu (3.2) et (3.3) ,30).

Prouve de 40) . - ILe lemme 1.1 et le 1°) du théortme 4.1.
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v

L'invariance par Sp, (4) de (UR | Upy) 5 qu'énonce ce 4°) du théoréme 5.1

pose le probléme sulvant
domner des expressions invariantes des seconds. membres de (5.4) et (5.6) -
Lesthéoréemes 5.2 et 5.3 domneront de telles expressions mod "\-}- .
Notations « = Soilent m et m' des mesures régulidres >0 de

v V'
V et V ; définissons :

arg m=arg ' =0.

Supposons V et V' munis chacun d'une 2 - orientation :

v v

v Vv
sl €V ,x=RXz s alors @

z v v
d ( 2 ) 1* v
:X = dnx est une fonction V -+ R ,

nulle sur ) , dont le ch. I, 8 3, coroll 3 a précisé 1'argument :
R

LV v
d(R.Xz) B . .
arg ———— = mp (z) mod .

Définissons Bo : V- ¢ par:

. & (Ryz)  1/2 v ..
(5.9) B, (z) = ["—?{"-—] aR’o(z) souz €V .

Vu les formules (4.6) et (4.8) du théoreme 4 , By est _invariant quand ,

sans changer V ni V' , on remplace R par S R j; Bo sera nommée amplitude

lagrangienne de UR ;s cette amplitude dépend donc des choix de la mesure n de

et de la 2 - oriqntaiton de V .

v

Y
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En portant dans (5.4) 1'expression (5.9) de %R, 0 ot af o o0 obtient :

THEOREME 5.2 « - Supposons V = V' , ce _qul implique ¢ = y' ; notons

B et B' les amplitudes lagrangiennes de UR et Uﬁ . Aors
o o

v vy v T M _ MY . 1
(5.10) (U, | Up) szev I 8 (2) 8 (a") oLy (2) =y ()] - mod
Zy2z'

v

o z et 7' sont les points de  Supp Ué et Supp ﬁé se projetant en =z.

Notations (suite) . - Notons ¢ et ¢' les phases lagrangiennes de V et V'

(ch. I,8 3, (1.7)) . Faisons 1'hypothése 3°) du théortme 5.1 ; solent

v v

Ay et kh €4y (Z) , tangents respectivement en z et 2z' aux variétds 2 - orientée

v

V et V' ; soient A et L' leurs images naturelles dans A (Z) ; soit y
(et =) la mesure de A (et A') , invariante par translation et égale 2 = (et n')

en z (et z') .V et V' sont supposés transverses (3o du théoréme 5.1) ; donc

(5.11) Z=Xx 2" n, A ) est une mesure de Z.

Vu (5.1) et le 19) du théoréme 5.1) , les deux membres de (5.6) sont nuls si 1'on ne
suppose pas $ -
(5.12) 2 €VA\D , 2 €VA\D
R R
c'est-a-dire :

*
RA et RA' +transverses & X,

En portant dans (5.6) 1'expression (5.9) de op o et af o on obtient, sous
H 9
1'hypothese (5.12) 3 '

/2 v Y
(5.13) (Wl @)

21l R R -

-

o ) --1/2 n - T\' z v . V'r M _ v':l 1
[Hess (p=~o')] [dz(ﬁxé)] [;(dz(v ;')] B, (2) 8. (2') oLy (2) =y (") mod - .

Le lemme 5.1 transforme cette formule en la suilvante :
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THEOREME 5.3 « - Si V et V' sont munis chacun d'une 2-orientation, sont

v

transverses et ne se coupent qu'en un point , projection d'un seul point =z

z
de Supp Uy et d'un seul point z' de Supp U} , alors :

1

/2 o L.
(5.14) (-ZL:—L,_I.L) (U | 0y =

n An' 1/2 - - v v m '
o_0 ' v viy (z) =y (z" - — ISR 1
|—dﬁz-l BO(Z)BO(Z)G v'(z") ] zm(Lp ) mod — .

ou : m est 1l'indice de Maslov ,défini mod 4 (Ch. I, §3,n03) ; n, hmg et dzzz

b

sont les mesures de Z définies reépectivement par (5.11) et (5.15) .

IEMME 5.1 . ~-.10) ILa structure symplectiqus de Z définit sur Z wune mesure

invariante par les translations et par Sp(Z) :

2 -
(5.15) dzz =il!(dx1\dp)j'=(-1) 2(4 1)/Zd'q'xl\djz'p
ou ¢
2 .
Rz = (x,p) 3 dx Adp =) dX‘jAdpj ,
j=1

. *
{xJ} et {p.} étant des coordonmnées duales de X et X
J .

20) Sous 1'hypothdse (5.12) , avec les notations (5.9) :

() a2 L,
(5.16) fless (o=p") — S b= - | s
£,% ™ L7
d”(Ry 2) d" (R, z")
(5.17) arg [Hess (p-o') - jx ( i’f Y] =nm (x& ’M) mod 4 1.

Preuve de 10) . - La valeur de dp A dx sur un couple de vecteurs z ,2' est

[Z,Z'] .
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Preuve de (5.16) . - Puisque RA et RA' sont lagrangiens et transverses
a X*d'aprés (5.12), leurs équations sont du type :

(5.18) Ry ¢ p=¢>X(X) ; RAT ='P=‘§;c(x>,

® ot &' é&tant deux formes quadratiques ¢ X -+ R .
Puisque A et A' sont transverses :

Hess (& - 8') # 0 .
Vu (5.11) , tout 2z € Z se décompose d'une fagon unique en la somme d'un vecteur
de A et d'un vecteur de A" :

Rz=(x+x", e (x) + i (x') €2 (£ ,

ou x et x' € X et sont uniques . D'ou, vu (5.15) :

o= ()M L) ndf T v e, () ]

= () =T g g e, (x) - & (x)]

= (=1) 2(L+1) /2 Hess (& - &') dzx A de'

d"(ry¢) d(recn)

- (1) 2(2+1) /2 Hoss (&~ 3') - - o M Mo
0 0 :

ou C EA,C'EN ;3 d'ou (5.16) .

Preuve de (5.17) . - Par définition [ch. I, § 3; coroll. 3, (3.2) et (3.3)]

1 v v
d”(Ry 2)
arg——-——n——

v *
= My (z) =mm (X, ,RA ) mod 4 T 3

donec ¢

+ arg

sz v llvv
d (R %) 4" (Ry z")
ﬂm()\éy)\u)—arg-—“r‘]"—— '————-'n—'—-—-— =
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3 *
mw m ()\)l,)\u)—- TT m(XZ N R)\L}) +1mm (XLI‘ ’ R?\Zlf) =

*\
nm Inert (X , RA',RA) mod 4

vuchI,§2 , (8.2) ; pour prouver (5.17) , il suffit donc, wu la définition de

arg Hess [ChI, §1 , (2.1)],de prouver :

(5.19) Inert (& - @) Tnert (X ,RA', R\ ) .

-’ - *
Preuve de (5.19) . - Ecrivons les équations de RA 4RA' et X

R)\:p—”—'@x(x); RA'zpt=2', (x') 5 X:x" =

La définition d'Tnert. (chap. I, §2,n0 4) emploie :

*
2 € RAz" €ERAY , 2" €X tels que 2z + g+ zg" =0

-t

"notons

z = (x aP) y 2' (x ’P') y 2" o= (x" s P")

d'ou

Il

x+x'=0,x"=0,p+tp'+p"=0,

PATOLVHOIVT
P 3TIONTEO 12O dLISYTAINN

d40RINO04d LALILSNI
9 dd SHNOLLYIWIHLVYIN 9a

[g"yz] =< p’' yx>= =< pyx > <p',x>=
- <3 (%) ,x>+<¢}'{(x),x>=2{>' (x) -2 & (x)
X

par suite @

*
Inert (RA 4 RA ' ,X ) = Inert (2" - ¢)

D'ou (5.19) , vu ch IT,§ 2, (4.4) et 1la définition 2.3 ,chap T,§ 1 de 1'inertie

d'une forme .

6 . OPERATEURS DIFFERENTIELS FORMELS . - Définitions 6.1. - Soit Q unouvert

de Z . Notons F° (Q) 1'ensemble des fonctions formelles de phase nulle
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(6.1) =5 L oo :aa7F
Vv

telles que les

soient indéfiniment différentiables. Munissons 1'‘'espace vectoriel F° (Q) de 1la

topologie que définit le systime de voisinages W (K ,p,r,e¢) de 1'origine que
volci ¢

K est une partie compacte de Q ; p,r €N, ¢ € Ri H
a’ €W (K sPsT ye) signifie que , sur K ,les dérivées d'ordres = p des o
(s = r) sont de modules < ¢ .
Nous dirons que a’ est un polynome si
(vyz) a’ (vy2)

est un polynome en -\1)— et en les 24 coordonnées de =z .

D'aprés le théoréme de Welerstrass : 1l'ensemble des polynomes de F° (Z2) est
partout dense dans F°(Q) . '

o}
F (a()) se définit de méme en remplagant (Q par un domaine O (£) de

*
7z (1) =X® X .

Tout 1-repétre R de Z (donc, a fortiori,tout 2 - repdre R) induit un isomor-
phisme

(o]

p €F (@), o n()=Ra,

FO(Q) a1t a

défini par la formule :
(6.2) ‘ (Y v,z) a (v,z)=a§ (v,Rz) .

les formules (3.4) du ch. T, § 1

.+ '
laR(V’XQP)=e aR(v,x,p)

|

(6.3) \
Laa(v,p,x)=e ap (v,yx,p)
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définissent deux automorshismes de FC (Z (£)), inverses 1l'un de 1'autre :
(o]

l-—b+ OH..
ap ap s ag ap .

La définition 6.2 des opérateurs différentiels formels repose sur le lemms suivant

IEMME 6.1, - Soit

(6.4) u=aev(P€F(X),oﬁ o =7 —1;0/.

En un point critique =x de 1a phase ¢ , on a :

Preuve . -~ Il suffit de traiter le cas ou o =« Mors en un point critique

0.
de o :

<) u= JW! P o (h : multi- indice)

ou Ph est un polynome en les dérivées de o d'ordres € [ O,]}ﬂ] et entles dérivéer

de v d'ordres €[ 2,|h| ], puisque ¢, = 0 ; chaque monbme de P, est

un produit de dérivées dont 1la somme des ordres est |h| . Donc v, dans un tel

mondme ,a une puissance = |h| / 2 . D'ou 1le lemme .

Définition 6.2 . - Notons

(6.5) | ®(y,X)=<P(X)—<p(y)-<<Py (y) yx=y >

le reste, au point y , de la série de Taylor, limitée & 1l'ordre 1, de la phase

o de (6.4) .

Associons & 1'élément a  de F. (Q) et au reptre R 1'endomorphisme local

de F(X) et F, (X) , normé opérateur différentiel formel, que définissent

2R
les deux formules équivalentes :

(6.6) (agu) (v,y) =
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dnjt h

?'hl! {Bph (vyex,yp) (%—a—%c—) [a(v,x) GVQ(Y,X)]} o V@ (¥) _

X=y
p= y(y)
. B
1 1 3 R vo (y,x) (v)
DG ER) Lo Gepam e G0 00Ty ove
p= y(y)

Chacune de ces deux formiles a un sens, vu le lemme 6.1, quand (y, cpy) € (2) :

nous dirons que ap est défini sur Q (4) =RQ.

Preuve de 1'équivaletice de ceé deux formules . - La formule de lLeibniz dorme

(efe chI, §1,preuve du lemme 3.1) :

h alhla— (vep,x)
1 a R 2 )
oy (=) L v (vyx) ] =
hh! vV 00X (ap)h !
612j+kl al (v ypyx) k
2 '11{' '+kR 7 (—L "é’a—) V(\),X)=
Jak T Gp)d T ™(vax)? v x
E'—j— aR \)’XQP) (—l‘-—a—) v(v X)
k k! (ap)k v ox ’ ’
car, vu (6.3) :
23 - 1 3 )
a| Jla (\),p X) - '—'—"—'—‘> +
E"j-—'y = 2 -, =@ V<BX oP a&(v,p,x)=aﬂ(v,x,p)'
i Gp)dvax)!

Justification de la définition 6.2. - Montrons qu'elle équivaut 2 celle du no 1

[0}
quand a est un polynome , c'est-a-dire quand ap est un opérateur différentiel

classique, & coefficients polynomiaux en (-%—, x) . Dans ce cas, (6.6) signifie :

(ag u) (v,x) = 3-1; (v ,X,PJ”':—S%? YL uly, x) oo VSP1X-Y=7y
y=x
p= <
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+ 19 -v< -y
aR(V:X:P“"T'g;{)[u(\),x)e VSP X -y ] =

-v< X=y> + 1.0
o TR EIIT A (vy xS ) u (vyx) ;

i ’ ~ + 1 a - 1 a .
on a donc, au sens dorné par le n° 13 a (v,x,-;)--é—x)=a (v,-\)—"é-gc,x) )

(aRu) (v yx) =a§ (v ,X,%-a-a-}-c) u (v ,x) =a§ (v,i—% sy x)u (v,x) .

_Notations . - Nous noterons :

+ 1 -
(agu) (v ,yx) = ap (v ,x,-;-é% Yu (v,x) = ag (v,—l--a-a;,x) u (v,x) .

Définition 6.3. - Soit Vcaq , 2’ €er’ (@) . Notons ap 1'endomorphisme local

unique de F_ (VN> , R) tel que :
R

(6.7) ag flp =1l ap 5

ap étant local, se prolonge en un endomorphisme de F (V \ 3} , R) dont voici
R

les propriétés :

THEOREME 6, -~ 10) L'opérateur différentiel formel ap est local (au sens du 10)

théoréme 4.1) ; donc

0
Supp (aR UR) c  Supp UR N Supp (a) .

20) L'application :

6.8) F° () xF (G\éR yR) 5 (ag , Up) = ap Uy € F (V\Y , R)
R

est continue .

30) Tout S € Sp, () transforme ap en un opérateur

= Sa S"1
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définl comme suit ¢
aSIi(S UR) =S (aR UR) pour tout UR €F (V‘\Z%?U g&{, R) .

[¢]
sont associés & la méme fonction a , gqul vérifie :

et son transformé ag g

®R
(6.9) (v vyz) 2’ (v,z) =ap (v,Rz) =ac (v,5Rz) .

et bR solent adjoints,

Lo) Pour que les opérateurs différentiels formels ap

c'est-a-dire pour que :

v v

e R Y v h

31 faut et sulffit que

(V v,y2) b (v yZ) = a’ (v ' Z) .

sont deux opérateurs différentiels associés aux éléments

50) Si ap e by

R
est associé & 1'élément

a’ et botgg F’ (Z) , alors leur composé cp = ap o by
¢’ de F° (Z) défini par_la formule
a2, 2]
) - ? \J
(6.10) c (vyz)=1e 2vdez '3z [ao (v,2) b’ (vyz") ]} ,
z=1g2"
ou
(6.11) ["g"z v'aa_zJ =<Sa_x ’"'55'13'>- <§a’5<. "a‘%>Pour Rz= (xyp) yR2z'=(x",p

est évidemment indépendant de R .

Preuve de 1°) . - Ia définition de ap

Preuve de 2°) , - Ia définition de ap et des topologies de F'(Q) (no 6)

etde F (VD ,R) (no2).
R
Preuve de 3°) 40) et 50) . - Ie ch I,8 1 (théoréme 3.1, théoréme 3.2 et lemme
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) . . . .
3.2) , dans e cas particulier ot a est un polynfme . Ce cas particulier irplique

le cas général, pulsque (6.8) est continu et que les polynomes sont partout denses

dans FO(Q) .

LES COROLLAIRES 3.1 {opérateur adjoint) et 3.2 (opérateur auto-adjoint) du ch I,

§ 1 s'appliquent évidemment aux opérateurs différentiels formels.
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§ 2 . Malyse lagrangienne .

O. SOMMATRE , ~ C'est en synthétisant les propriétés des fonctions formelles et des
opérateurs différentiels formels, obtenues au § 1,que ce § 2 définit et étudie

les opérateurs lagrangiens, les fonctions lagrangiemnes et leur prodult scalaire,

c'est-i-dire les trois notions qui sont 1l'objet essentiel de cet article.

0 rd > . rd o .
Ie n 1 définit les opérateurs laprangiens et étudie leurs inverses .

v

Ie no2 définit les fonctions lagrangiemnes sur le revBtement V  d'une variété

" lagrangiemme V ; leur produit scalaire (.

) est défini quand leurs supports sont
compacts

Le n°3 peut alors définir les fonctions laprangiennes sur V ;3 leur produit

scalaire (.| .) est défini quand 1'intersection de leurs supports est compacte .
Co n°3 exige la dormée d'un nombre Vg €i[ o, ¢ il emploie " la restriction"
a4 la valeur Vo de v des divers termes des séries formelles définissant les expres-

sions UR d'une fonction formelle U .

Ce processus de définition des fonctions lagrangiennes sur V a une justification

théorique, qui est la possibilité de définir leur produit scalaire (.| .), et une

Justification pragmatique, que voici : c'est le processus de certains " calculs appro-

chés". Par exemple, en physique quantique, la constante de Planck h est considérée

2
comme un infiniment petit, §§1 jouant le r8le de notre variable v € i[ 1,0],

sans que solent comparés les ordres de grandeur des valeurs numériques pvises par les
termes en jeu quand on domne & h sa valeur physique : on lui donne cette valeur
physique quand on a achevé les calculs supposant h infiniment petit. Un autre

exemple antérieur est celui de la mécanique céleste ( cf. H. Poincaré)

H., Poincaré a expliqué comment un tel processus est un calcul approché, capable de
prédire avec une préclsion extr@me les phénomeénes célestes a 1l'aide de séries diver-

gentes, dont on.ne conserve finalement qus les premiers termes . V.P. Maslov veut,
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par ce processus, obtenir des "asymptotiques", c'est-a-dire faire des calculs appro-

chés. le Chap. ITI appliquera ce processus & des cas ou iln'est certainement pas

un calcul approché et retrouvera les résultats numériques qui sont en accord avec

les résultats expérimentaux. Expliciter ce processus est donc bien "un probléme qui

se pose et non pas un probléme qu'on pose" , au sens ou l'entendait H. Poincaré.

1. OPERATEURS LAGRANGIENS . - Soit Z un espace symplectique et 0 un ouvert de Z.

Définition 1.1. = Soit a € F'(q) (Chap. IT, §1,défin. 6.1) 5 soit

_ .t A9y - -
ap =ap (v,x, ax)“aR(*”v 5% * %)

1topérateur différentiel formel associé & a’ et au 1= repére R (Chap. IT, § 1,

. o .
défin. 6.2) . L'opérateur lagrangien associé & a est 1l'ensemble {aR} de ces .

opérateurs différentiels formels ap (a° domé ; R arbitraire) ; ap est nommé

expression de a dans le repdre R .
Ie théoréme 2.3 justifiera cette terminologie .

Nous dirons que a est défini sur Q; définissons :

Supp (a) = Supp (2°) .
Si
(Vvyz) a (vyz) =1,

alors a est noté
a=1,.

La formule (2.9) justifiera la
Définition 1.2 . - Deux opérateurs lagrangiens a et b associds a a°

o] [¢]
et b € F (Q) sont adjoints quand

(V v,2z) b° (v y2) = a’ (v, z)

c'est-d-dire (Chap. IT,§1, théoréme 6.1 4o) ) quand (VR) ap et by sont

adjoints.

*x
Notation . - L'adjoint de a est noté a .
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Ia formile (2.2) et la formule (1.2) , dont elle résulte, justifieront la

Définition 1.3 . - Ie composé a ob de a et b €F (Q) vaut, par définitior

1 3 3
o o ""2“\)["5'}’82'] ° °
(1.1) @) (v, =(es ZY % a (vy2).o v,z
ol E’Q] est défini par (6.11) §1'LZ=Z'

Le composé aob des opérateurs lagrangiens a et b est 1'opérateur lagrangien

. s A o] [o]
assoclié a a ob .

Vu le 5°) du théoréme 6,

(1.2) - (aob)p=ay0b,

Rl 3 - o - o
La composition des ap etant assocliative, la composition des a et celle des a

sont associatives. Tl est facile de le vérifier directement en constatant que (1.1)

implique ¢

(1.3) (2’ 0 boc’) (v,2) =
1 ro o) 1 ) ol 1 9. 9
R e R R e Py
(o %V 0z’'0z' 2v oz’ az" 2v 3z dz' 2% (v,z) « b (vyzt) o e (v,2")}

z=z'= z"

Cette formule s'étend aisément & la composition d'un nombre gaelcongue d'éléments

de F (Q)

Evidemment :

(1.4) Supp (aob) < Supp (a) N Supp (b) ;

(1.5) | (a%0b") (vyz) =2° (v,y2) , (v, 2) mod-;]—) )

le secord membre étant le produit dans F°  des valeurs de a_ et b H

(1.6) (a°oa’ ) (v,2) = {ch'zj-\)[ 'gafz"ag;] a’ (Vyz) ™ ao(\),z')} .

z=1z"

L'ensemble des opérateurs lagrangiens définis sur O est donc une algébre non

) . c . o 0
commutative F (0) sur 1'algdbre F  des nombres formels de phase rulle ; F (Q)

posséde un élément unité.
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THEOREME 1.1. - (Inverse d'un opérateur lagrangien). - Pour que,dans 1'algébre

des opérateurs lagrangiens définis sur O, l'opérateur a posséde un inverse, il
faut et suffit que

(1.7) (Vv z €0) a’(v,2) # 0 mod-\l)— .

Rappelons que, par définition, a’ (vyz) estla série formelle :

(1.8) a’ (v z) = 3 Lo (z) 3
’ red yv& T

la condition (1.7) signifie :

(1.7)bis (Vvz € Q) a (z) # 0.

Preuve . - Ies conditions équivalentes (1.7) et (1.7)bls sont nécessaires, vu (1.5).

Réciproquement, si ces conditions sont vérifies, une inverse & droite a' de a

est un opérateur associé & un élément

(e}
de F (Q) vérifiant :

(1.9) {6-2\) dz’ 3z’ a’ (vyz) a' (v,yz")} =1,
z=12"

clest-d-dire :

(1.10) a, (z) a; (z) =1

(1-10)r a, (z) a; (z) = c., (z) ,

ou ¢ (z) est une combinaison lindaire des

]

s ST,
[(2)%2, ] [() =, ()]

tels que 0= |s| =|s'| =r-t-t', t'<r ; ces conditions déterminent a' °

a posséde donc inverse & droite et de mBme un inverse & gauche, qui sont identliques
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puisque la composition des éléments de F’ (Q) est associative . D'ou le théoréme.

Ia définition des produits scalaires (no 2 etn 3) emploiera la

Définition 1.4 .- TUne décomposition de 1'unité est un ensemble {aj} d'opérateurs

lagrangiens, définis sur Z , tels que :

U Supp aj = Z solt un recouvremsnt localement fini de Z ;

J

(1.1%) Z}aj =1 (opérateur unité) .
J

Cette décomposition est dite plus fine qu'un recouvremsnt ouvert % Qk =X de X

quand tout Supp aj appartient & au moins 1'un des Qp

THEOREME 1.2, - (Décomposition de 1'unité) .-1°) Il existe des décompositions

de 1'"unité plus fines qu'un recouvrement ouvert domné de X .

20) On peut les choisir telles que leurs &léments aj solent auto-adjoints .

30) Plus précisement, on peut les choisir telles que chaque a'j soit du typs °

*
a.=Db. o b. Supp b. = Supp a.
3 3 3 ’ PP 3 'Y 3 ’

X
bj étant un opérateur lagrangien et bj son adjoint .

Preuve de 1°) et 20) . - Tl suffit de prouver le théoréme quand on remplace les

opérateurs aj par des fonctions c” ag : Z -+ R, indépendantes de v ; 1l est

alors classique .
Preuve de 3°) . = On peut choisir, les b; : 7 + R étant C

2

° (b;)za c'est-a-dire a; (z)==[b; (z)] dans R ;

a.
J

d'ou, vu (1.6) et (1.11) :

o
Supp b; = Supp a,

o
o

o .o 1 X
= — . =1 .
job. 2 Vzr Br,ouBr Z"R,Bo

Cherchons
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tel que

J
clest-a-dire tel que
1l e 2 1 | ' = L s
{ehgg [57 0 350 S, ZEEE V4 (2) v (2') ) RN Py 3

z=2z"'
cette condition définit Y, ©on fonction de Br et des

S'

) vy @112 vy ()] tels que 0= [s|=[s7] =2 (rmtatr) y O<t<r;

O X ‘ e ~
¢ existe donc, est unique et a un inverse, vu le théoreme 1.1. Donc:

d'ou

-1, ¥ -1 -
7 (b.oc™) o(b.,o0c” ')=1,Supp b, oc” = Supp a. ;
j J J J J

ce qui prouve le théoréme .

2, FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V . - Soit Z un espace symplectique, muni d'une
géométrie 2 - symplectique ; soit V wune variété lagrangienne de Z et V son

revbtement universel .

Le théoréme 4.1 du Chap. IT, § 1 justifie la

Définition 2.1 . -~ Une fonction lagrangienne U sur V  est constituée par la

domnée, pour chaque 2 -~ repére R , d'une fonction formelle UR sur V\J) , ces
fonctions formelles vérifiant ) R
(VR 4, R") UR= R R! UR, sur V\2 U ER';

R



s v
U, est nomués exvreasion de U dems le repé R .
fas
v ~
e zioprrt de J . Zupp U,  est la zartle de V. définie par la conditicn
v h'd v ~r
T I~ -~ 7= p - —
7 7 Sapp Up = (VND ) 0 Supp U
* R
4
“a sne. s . ) - —_ 1 FR
cethe d4finition 2 un sens puilsque 5S=RR est ponctuel.

v

i sont des espaces vechtoriels sur F, nciés

leur dimersion est iInfinie , commne le prouve ls

"oncions lagrarngiemres sur Vo et le sous-~ensemble de zelles d'entre

v ~ ~
THECRT 2.1, - (Existence) . - Tout Uy, € F (VN , , R') est 1'expressicn
~ v R
dans R' d'une fenectlon U lagrangierme sur V , 3 support compact .
Trouve .« = Scit B oun 2 - repére quelconque ; notons ¢
4 P v v
= ST g A — .
S = R i T bpz \'/J) b UR = U‘C{i 5
r v v N
- : .. J 0 ~ Lo8. . N - N -
I est une fonetlon formelle, définie sur V N0 U7, s ddentiquement nulle
! = 0
v
g wnisinege de ) 3 prolongeons sa définition en convenant que
R
N \; v v
R:O sur 72, N7y N2, s
2 R P
v v v ~ v
- . ° - rre_» N - e o -
3., dovient urs fonctlion formeile définie sur N2 3 U=¢ R} est svidemment
e fonetlion lagrangienme.
v
Supp ¥ = Supp bu.
Te thécrine L.2 du Chap. IT,§ 1 prouve le
~
TEECTEME 2.2 . - (Structure) . - Notons : ¢ la phese lagrancisrme 22 ¥V 5 -
v v v v
wme mesure riculiere >0 de V3 x = RX z £€X, ou z €V ; convenons gue.
A . M- . s A oA % .
s >0 rmunissons Vv d'une 2 -orientation ; rappelens que tad a3t
2Z94ani, 2u moyen de 1'indice de Maslov, par le Corollaire 3 du Chap. 1,9 3.
4 ' d
Nous avons, sur V \7; 3
T R
Note 2.°. — Dée 2 formule 2.7 , L'exposant 3r + 1/2 une peut &tve dinimué ;
’\4 T~ RO 8 2 N
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. . 3r+ 1/2 N (%
(2.1) U, (vy2) =D () L opp (z) " % 2) )
relN dx v

N d

gu les BRy sont des fonctions indéfiniment différentiables : V - ¢ .

SPO est indépendant de R, est noté BO et est nomé : AMPLITUDE IAGRANGIENNE.
Ie théoréme 6 du Chap. IT, § 1 justifie la

Définition 2.2, - Soit O un voisinage ouvert de V ; soilent a un opérateur

lagrangien sur Q et U wune fonction lagrangiemne sur V ;3 soient R et R' des
-1

2wrepéres 3 S =R R'" ¢ Sp, (2) 3 nous avons

aRUR=S(a

RY URv )3
les fonctions formelles aR UR constituent donc une fonction lagrangienmnse , quil sera

rotée ¢ a U. Donc @

THEOREME 2.3, ~ L'algdbre des opérateurs lagrangiens a 4b définis sur Q2 V

v

opere sur l'espace vectoriel F (V) [et Fo (V) ] des fonctions lagrangiennes U

L& support compact ] définies sur V ;

(2.2) a (b {I) = (20Db) U H

v

(2.3) Supp (2 U) = Supp U N I~ 1'S‘L1pp a , I étant la projéctionds V sur V .

Définition 2.3 . - Le produwit scalaire (.

.) . - Soient UE€ Fo (G) et

[IARNS Fo (V') . Supposons d'abord vérifide la condition suivante :

( 0 existe un 2~ repdre R tel que :
(2.4) $
j v

N SuppUﬂER=¢, Supp U' n ' = ¢

Cette condition signifie :

[
UR\ Fo
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Cha Ii, S

Définissons alors

v

) = (UR | U%) € C pour tout R vérifiant (2.4) ;

v v
|
'

(2.5) (U !

i<

le second membre de (2.5) est une classe asymptotique, wvu la définition 5 du Chap.
IT,$ 1 ; elle est indépendante de B vu le 4°) du théorime 5.1

v

Solent U et TU' ne vérifiant plus (2.4) . Notons
(2.6) Doa.=1,7 a'., =1
. J s e J
J J
un couple de décompositions de 1'unité (définition 1.3) assez fines (théoreme 1.1)

pour qa'd tout choix de (j,j') correspondent des 2 - repdres R , Vérifiant
la condition : J1J

-t

(2.7) Suppa, Ny, =@ ,Supa® Ny = p
3 R v TR

. J ..
Jad" Jsd"

(V 3,3%) (aj U | at U') est donc défini .
J

Nous définirons

(2.8) ({TIVU')=2 (a.{I\i’a'_'{J'jéC;
ST J

le second membre de (2.8) est indépendant du choix des décompositions (2.6) de
1'unité ¢ en effet, si

b, =1 5 b' =1

est un second choix vérifiant (2.7) , alors :

v v

v V'
D (a.Ular U)=p (a, Uy [al, U )
Jsd! J J! Jad" J 393" J Jed"
v v V' v v ~
a.ob U a' o b' U =5 (b, U LR A
.E-' k \ ( J k R . l J' k' *R. . kZ_/k' k ‘ bk! ) 9
JsJ'skok Jed 393" ’

puisque Rj,j' peut 8tre remplacé par Rk,k' .



he IT, §2 10

v

THEOREME 2.4. -~ (Produit scalaire) . - 1°) Ie produit scalaire (. | .) est

. -, ] ° N\, -’ .
une fonction sesquilindaire sur F , & valeurs dans C (classe d'équivalence asymp-
v v v

Vo
totique) ,des couples, U et U, de fonctions lagrangiermes, sur V et V',

[

supports compacts .

.
v

(U] u") et (U'| U) sont imaginaires conjugds et ne dépendent que de 1'allure de

U et U' en les couples de points de V et V' se projetant en un méme point de

vn v,

Si VﬂV'=¢,alors'('\L’I'1U’)=O-

X M. *

v Vv
U') = (U | a U") , sl les opérateurs lagrangiens a et a sont

A A Ve

les phases de (U | U') &tant les périodes de ¢ (c'est-i-dire les valeurs de

%f [z ,dz] sur les lacets v de V) ;

v
(2.11) ({I | Bc) =[] B, (\’a:) B; (;') e\)[‘ll (2) - ¥ (Z')]‘n mod —\1)-
ZEV*Z/,‘ZH

tva v

ol les notations sont celles du théoreme 2.2 et ou z et 2z' sont les points de

Supp U et Supp U' se projetant en z sur V.On a

v VvV v

(2.12) os(U| U €F,

v

La semi-norme de U ,

1

v va
o=(Uu| U €c,

vérifie 1'inégalité du triangle et celle de Schwarz @

X

v VvV v v

v V% ~ v 2
[Ty =w@]| v ..@|u) » dans C.
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30) Si V et V' sont transverses, alors (V et V' étant munies de 2 -orien-

tations)
(2.13) VR T Uy eF;

2/2 ooy
(2.14) (el (U]u) =

2mi .
_ ng N MY / v - vli(z) vz 1= m G any) ’
27 y) 2, B (z) ChY (z*) o mod 7
[} v Vv
z EVNV d =z 22"
24
ou @ My né et d 2z sont les mesures de 7 définies respecti-

vement_par (5.11) et (5.15) (Ch. II, § 1) au point 2z € V.0 V' ;

v

z et 2z' sont les points de Supp U et Supp U' se projetant

en_ 7 3

m est 1"indice de Maslov _défini mod.%4 (Ch I, § 3 no 3) ;

I et A)  sont les plans lagrangiens 2 ~ orientés tangents a

' v

v
Vt en z et z.

N

A
V et a

Preuve de 1°) . - Ia définition 2.3, le 1°) du théoréme 5.1 (Ch. II, §1) , le
Lo) du théortme 6 (Ch. IT,§ 1) et la définition 1.2 des opérateus lagrangiens .

adjoints .

Preuve de 2.10) . - Ia définition 2.3 et (5.4) (Ch. IT § 1) .

v

Preuve de (2.11) . - Ie théoréme 5.2 (Ch. IT, § 1) et le fait que a U mod

est le produit de U par la fonction az .

< |

{e

Preuve de (2.12) . - Employons une décomposition de 1'unité (3°) du théoréme 1.2)

*
>yb.ob, =1,
3 J J
assez fine pour qu'existe (Vj) un repere Rj tel que

Supp b. N> =@ , Supp b, NI =P
J . J R,

J : J

Nous avons @

=0 (Ch.IT,§1,Déf.5) .
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Preuve de 1'inégalité de Schwarz . - lous avons, vu la définition 5 du Ch, IT,

§ 1, 1'indgalité du triangle et 1'indgalité de Schwarz dans R (Ch. II, § 1, (5.3))
ot dans C (Ch., IT, § 1, Note 1) =

v v o~ M2 o v 12 v v o~ 3
L;(b.UR [ b, U5 ) (oyTy [o 08 ) =[50 (o UR‘lbjURj)]. (7 (o, 5 To,03 ) ]

3 j S i 9 S R

L'indgalité du triangle résulte de celle de Schwarz.

Preuve de 3°) . - ILe théoréme 5.3 (Ch IT,§ 1)

Note 2.2- S1 V=Vr, (U | U') est défini par le second membre de (5.4) (Ch II.
§ 1) sous 1'hypothdse

SuppUnER=¢ s Supp U ﬂER=¢5.

Si cette hypothése n'est pas satisfaite, ce second membre est une intégrale divergsn’

vu le théoréme 2.2 (structure).

v

Donc, la définition 2.3 de (. | .) domme un sens & cette intégrale divergente.

3. FONCTIONS LAGRANGIENNES SUR V . - Nous nous intéressons, non pas aux fonctions

v

sur V , c'est-d~dire multiformes sur V, mais aux fonctions sur V j; leur définitior
exigera le choix d'un nombre v € ilo,=[.
Le premier groups d'homotopie ﬂ‘l [V] opére sur V ¢ V est le quotient de V par

ur [V] 5 évidemment :

(¥ R) ™, [V] 1laisse ) dinvariant ;
R

(Vy€mlV]) \"J(Y\Z,)z‘lf (;)+CY s‘PR(V;)’—'C?R(;)WL'cY y OUL c, =3 { lz,dz];

clest-a-dire :
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-1 _ -1_
‘4"0\./ —’#—CYaQPROY —(PR—C’\{.

Définition 3.1 . - Le groupe m, [V] d'automorphismes de F (V) . -~ Soient

o
v R R it ~
(3.1) =7 —23Fe €F(VAY ,R) 5y em (V]
relN v R

v

Définissons le transformé de UR par vy comme étant, non pas

-1

o 1 - ve ap ov Ve v v
Upoy =e YTLN_L—"——"rr e £ (V\NT , R)
r< v R
mads 1
o v (v—vo)c v 1 =V, ¢ oy roy" Voo . v
(3.2)  yUz=e YUpoy =e Y5 e EF(V\T, R).
rclN v R!
Evidemment

vy Up) = (v' v) Up s

y [V] est donc un groups d'automorphismes de F(V \>" , R) .
R
De la définition (3.2) et de la définition de 1l'opérateur S € SIEZ(L) par le

Ch IL, §1(lemme 1.1, 10) du théoréms 4.1, théoréme 4.3) résulte évidemment que

S et vy commutent : si
(Y

U, €F (VN2 U2 ,R') et R=SR',
R! R

alors

¥(8 U,) = 5( vU,,) .

v v v

5i les UR sont les expressions d'une méme fonction U lagrangienne sur V,

v

alors les v UR sont donc les expressions d'une méme fonction lagrangienne sur V3
nous la notons v U 3 donc (v U}{= y Uy et ﬁq[Vj astun groupe d'automorrphismes de F(V)
Evidermment (¥ v € up [V] 3 7 U€EF (V) ; Va opérateur lagrangien) :

(3.4) Supp (v U) =y Supp U ;
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v et a commutent,c'est-a~dire :

(5.5) y@U) =alyT);yay™ =a.

Définition 3.2 . - Une fonction lagrangiemne sur V est une fonction U lagran-
gienme sur V et possédant les trols propriétés sulvantes, qui sont évidemment deux

& deux équivalentes et donc indépendantes du choix du 2 -~repere R :

i) U est invariante par up (V] , clest-d-dire :

(vyeﬂ1 [V]) yU=U [ cf. déf. 3.1];

-y C
ii) (tremw) e ©° Yg

Ryr oy

est indépendant de vy € us (vl ;

1ii) 1la fonction, nommée restrictionde U, 2 v :

o V_ @ (v =v)e
(3.6) U%:;_« —R—;E 6o PRy o ° R
T orelN v

LJ

m

prend la méme valeur en tous les points de V ayant m8me projection sur V et est

done une fonction

Le support d'une fonction lagrangiemme U est invariant par us [V] ; c'est donc

1'ensemble des points de V  se projetant sur une partie fermée de V , qui sera

nommée support de U dans V et notée Supp U ; donc :

(v R)  Supp U; = Supp UN\Y, N Supp U .
. R

L'ensemble des fonctions lagrangiemnes sur V [ et & supports compacts dans V] est

un espace vectoriel sur 1'algebre F’ 5 11 est noté F (V) [ et F (V)] .

Evidemment, vu (3.5) :

THEOREME 3.1.- L'algtbre des opérateurs lagrangiens a ,b définis sur 22V

opere sur l'espace F (V) des fonctions lagrangiemmes sur V ;
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(aeb)U=a (b Y 2 Supp (2 U) < Supp 2 N Supp U

Te produil’ scalaire des foncticus lagrangiemmes sur V sera défini au mcyen du

L3 .

levme et des définitions que volel .

IEMTE 3.1 o« = Il existe un épimorphisme naturel

v v v
(3.7) FM30=U=75 _ yUer (V.
YETT1 LV_J

Preuve o - 1& définition (3.7) 2 un sens ! elle deflnlt U (z) par une somme
~

/

Y 1e nombra des vy  tels que v z € Supp U est find

Tvidemmart, U est indéfindment différentiable, & support cowpact .

-

“q »

cur prouver que (3.7) est un épimorphisme, il suffit, puisque v commte avec
les décompositions de 1'unité (DEf. 1.4 5 Théor. 1.2),

de prouver ceci : tout

== % {TV\ 3, - Wi o I a : + v
€T (V) 4 Ce suppey t appartenant & une partie sirplement conuexe w ds , est
v v
. 1'image par 2.7) d'un élément U de F_ (V). Voici cetts preuve.

~
Ia partie de V qui se projette sur « a pour composantes cormexes les urans-
4 v

fermdes v ¢ de 1'une quelcongue « de ces composantes par les éildments Y de

~ v ~
-, vl . 3cit U 1a fonction lagrangiemme sur V  rulle hors de « , égale &
H - .
1 dn»- o o -?? ERNS. B 3 v\ L pS T - 1T
vooaans 5 v 1 est done mulle hors de v uw et égalea U=v U dans

A4
v g d'on ¢

N
U= 7 v U .

Ixplicitens la notion de restriction A V, e

0

Définition 2.3 . - Soit I 1'idéal de F  qu'sngendrent ses €léments

e -0 (€ R} 35

1t &1ément de I s'éerit de fagon unique 3

~

ur

= o o
(e 9 -e J (J:fini ;3 o. €F 3 . €3)

C [\4
(!
<y
R
C
Ce
e

o - 3 - -~ ™ hY
T est somre directe de I et F . Nous nommons restriction de F a v la
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projection de F sur F :

Fau—_—.z\/aje jHu =), © jGFo:F/I.
J J

En particulier, si u € F (V), alors la_restriction de Up (vyz) €F & v, est

v

()
la valeur, en la projection z de z sur V , Uy (vyz) 5 de la restriction

2 R 0

Définition 3.4 . - Nommons sous-module de C  tout sous-groupe additif M de
C ayant les propriétés suivantes :

™

cMc Cj; M=M (imaginaire conjugué) ;

Fr

la muitiplication dans l'algeébre C fait de M wun module sur 1l'algebre F.

En particulier :
u€EM, ¢ €R impliquent ue ® €M,
Soit N 1le sous-module de M dont les &élements sont les
v Q. SIRR
7 ou, (e Jee °d) (3¢ fini;u, €Mj;9. €R) .
5€4J J J J

Nous normons restriction de M & v, le quotient :

¢}

M M/ N=M ;

) . - - ,
M est un module sur 1l'algebre F° ; pulsque N = N , la notion d'éléments conjuguec

o .
de M est induite par celle d'éléments imaginaires conjugués de M.

0

Exemple 3. 1 . = Si M=TF , alors M =F .

bExemple 3,2, - Notons 1y y see 1les images de F, ... par le multiplication @

v]®
Cof »— rec (ser, ).
vV
a o]
Si M=——T , alors M°=__1_§F-
‘V‘ |vi

Définition 3.5 . - le produit scalaire (. | .) . - Soient V et V' deux
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variédtés lagrangiennes de Z ; soit M wun sous-module de C (Déf. 3.4) tel que

v oV

(3.8) (FUeF, (V) ,0 er, (V1)) (U|U)en.

Quels que soient

vefr (), urer (v,

il existe, vu le lemme 3.1 ,

ver, (V) ,U' €F, (V') tels que U= v U,U0 =3 BEVARRIANS
YETH[VJ Y'Eﬂ1[v']
Par définition, le produllt scalaire de U et U' est :
) VoV Vv o A A V
(3.9) (U] U)=(U| UY) , restrictionde (U | U') €M 2 v, 3
ce produit scalaire est donc & valeurs dans M .
Cette définition & un sens, vu le
IEME 3.2 . - (U | U° ne dépend que de U, U' .
Preuve . - Soit une décomposition de 1'unité (Déf. 1.4) :
Db ob.= 1;
j J J
on a :
(U] o) =2 Ulb, U3
. J
J
i1 suffit donc de prouver que ( b, U | bj U')0 ne dépend que de
J
3 vb. U=bU et 3 y' b. Ut =b, U,
y€m, (V] J J v'€ m, [vr] J J
Vu le théorgme 1.2, il suffit donc de prouver le lemme quand les conditions suivantes

sont toutes deux vérifiées :
i) i1 existe un 2-repére R tel que :

Up € ¥, (TAT 5 B) L UR€F, (T A\Zr , B)

’

i1i) 11 existe deux parties ouvertes, simplement connexes ,
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w de V et w' de V' que RX projette injectivement

dans X et qul contiennent les supports de U et TU' :
Supp U cwcV 3 Supp U'co'tc V',

La partie de V qui se projette sur w a pour composantes connexes des ouverts
v

de V

v

Yyw , ou v € ur [V] (cf.preuve du lemme 3.1)

Etant donmé x € Supp U , nous notons :

-

z le point unique de w tel que RX Z =X j

v

v
z le point wnique de w se projetant sur V en z .

Vu la définition 2.3, vyyau Ch. IT,§ 1, (1.9) et déf 5, on a

~

v

(3.10) U1 Uy = [ @0 (vyx) . (L, 08) (v,x) d %x;
[0 = [ @ ) () L T (v, 0 P

par définition (Ch II, § 1, théor. 2.1) , si x € Supp (HR UR) = Supp U ¢

v

@, U) (voyx) =90 UR(v,v"1Z) ’

Y ETLI [V]
c'est-d-dire, vu (3.2) :
( “ ) ( (\)o—\)) CV v v
L, U Vyx) =7 e vy U,(v,2) 3
roR v €T, [V] K §

v

portons dans (3.10) cette expression de g UR et 1'expression analogue de-

A )

HR UR 5 nous obtenons la formule :
v v v ~ - v )
(3.11) (U] u) = £ Uy (vyz) o UL (vy2") d7 x mod. N .

sous les hypothéses 1) et ii) , en employant la définition 3.4 de N .

Cette formule (3.711) prouve le lemme 3.2 et sert & prouver le théoréme suivant,

dont le 10) est évident :
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THEOREME 3.2 . - (Produit scalaire) . - 10) Soilent V et V' deux variétés

lagrangiemmes de Z . Le produit scalaire (. | .) est une fonction sesquilindaire

o}
sur F des couples, U et U', de fonctions lagrangiennes sur V et V',

(U | U') est défini quand Supp U n Supp U' est compact ;

(U] U") €M% module sur F° dépendant de V et V'

(U \ U') ne dépend que de 1'allure de U et U' au voisinage de Supp U N Supp U' ;

(U] U') =0 gquand Supp U N Supp U' = § ;

(U | U") et (U* | U) sont conjugués ;

X *
(aU | U)=(U]| a U') quand a et a sont des opérateurs lagrangiens adijoints

20) Supposons V = V' , Alors :
(u ] uv) € F’ (algtbre des nombres formels de phase nulle) ;

(3.12) ~ 0= (U | U) »1'égalité impliquant U= 0 ;

b

la norme de U :

0

eF

-

(3.13) 0= |U|l = (U] U

vérifie 1'inégalité du triangle et celle de Schwarz :

W+ vr=1ul+ U, (U] un)| =)ul.u) , dans F° o

.

si les épalités sont atteintes, alors U et U' sont proportionnelles : ou bien

U= 0,0u bien il existe o € F° tel que U' = o U : Notons :

o ‘ v VO ¢ (;)
(3.14) U (v, 2) = op o (2) e R mod ©
A v v, o (2)
(3-15) = ‘j‘ﬁ‘—) 1/2 BO (Z) e R mod _3)— '
X

Y v

'z désignant 1'un _quelconque des points de V se projetant en z sur V ; (3.15)

v

suppose V muni d'une 2 -orientation qui définit 1'indice de Maslov my (z) et

lz ’
arg d’x (Ch. I, %3, coroll. 3) 5 l'amplitude lagrangienne B, est indépendante

du choix de R , mais dépend du choix de m , mesure régulidre de V telle que
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arg m = 0 . Alors, des notations analogues étant employées pour U' et x

désigmant Ryz

(3.16) apo (2) ot (2) dx=5, (2) 8] ()

R,0

est une forme différentielle régulidre sur V , indépendante de R et

(3.17) (W] v =] o g (2) « (2) a*x =[5 (2) 8 (2) n mod <
v ’

'30) Supposcns V et V' transverses . Alors :

M2 (o | Ur) € ¥°

9

G2 (o) oy =

. -1/2 . - v, [ch(;)- wR(;')] ;
(3.18) :ZZ_éVﬂV' [Hess(opmp') ] O[R,O(Z)O[I‘Q,O(Z') e mod ——~
M, Amg 1/2 o v vo[w(;) - w'(;')] -mim(Af 42
(3.19) =2 I~ 8, (2)p (z") e 7 hoa
ZEVﬂ Ve d ’z

dans (3.18) o et ¢' sont définies prés de Rz par

v el o~
o (x) =¢_  (B.xnV) , ' (x)=¢" (R xnV" ;
R VX N .

Hess (0=9') = { Hess_ lo (x) =o' (x)] 1} 3

x=RXz

dans (3.19) ¢ ¢ est la phase lagrangiemns de V ;

9

Ay €1, (2) est le plan lagrangien 2 -orienté tangent a V en 1z ;

m est 1'indice de Maslov défini mod 4 (Ch I , §3,n0 3);

ng A MY et s sont les mesures de Z définies par (5.11) et

[0}

(5.15)(Ch. T1,81) .
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Preuve de (3.16) . - Ia formule (5.9) du Ch IT, §1.

*
Preuve de (3.17) « - L'emploi d'une décomposition de 1'unité Z}bj o bj =1
J
suffisamment fine montre qu'il suffit de prouver (3.17) sous les hypothdses i) ii)
qu'emploie la preuve du lemme 3.2 et qui impliquent (3.11) . Puisque V = V' , cette
formule (3.11) s'éerit

(3.20) (U w)=[10 (vyz) Uy (vym) a’x eF
X

et prouve donc (3.17) .

Preuve de (3.12) . -~ L'emploi de la m#me décomposition de 1'unité montre qu'il
suffit de prouver (3.12) dans ce cas ou (3.20) vaut ; (3.12) est alors évident,

ainsi que la précision suivante : si U # 0, alors :

-] o
— r o

(T o= - ot sEN, 0 >0,
r=2s v

Preuve de (3.13) . - Ia Tormule précédente et le 20) du théortme 2.3, Chap. IT, §1.

Preuve de 1'inégalité de Schwarz .- Solent U et U' non proportiomnels ; il

existe donc o € F et s € W tels que

U=o U+ U,
\V]

T
les amplitudes lagrangiemmes B, et 3897 de U' et U' n'étant pas proportion-

nelleé; un calcul classique donne

.o ? e oo 2= 1|25 Lo oo o uty 127
v

. e .
Tl suffit donc de prouver que le second membre est > 0O dans F . Autrement dit,

i1 suffit de prouver que U et U' satisfont & 1'inégalité stricte de Schwarz , quand

L4

leurs amplitudes lagrangiennes B et 8 ne sont pas proportiormelles ; on a

o} o

alors, vu (3.17) :

I® o= | (ol ony 12=,5 8, (2) 170 . [ 132 (2 lzn-\gso ()23 () n]°  mod
. v

donc, d'aprés 1'inégalité de Schwarz classique :
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2 2 2 1 -
IR (R VAR - [ (U] un| = o, mod'\-) ou O<CYOER,,
done, vu le théoréme 2.3 du Chap. IL,§1:

| Wluy (< [Jull. {[uvil.

Preuve de 1'inégalité du triangle . - L'inégalité de Schwarz.

Preuve de 3°) . - Une décomposition de Il*uvhitf montre qu'il suffit de traiter
le cas ou (U] U') a l'expression (3.11) . Alors (3.18) résulte du 3°) du théoréme

5.1 (Chap. IT, §1) et (3.19) du théoréme 5.3 (Chap. IL,§1).

Note 3.~ En 1'absence de 1l'hypotheése 1) (cf. Preuve du lemme 3.2) 1l!'inté-
grale figurant au second membre de (3.20) diverge (Cf. Théortme 2.2 , structure des
fonctions lagrangiennes). La définition 3.5 de (.| .) domme donc un sems 2 cette

intégrale divergente .

L, IE GROUPE Sp, (Z) des automorphismes de la géométrie 2 - symplectique de Z

(ef. Chap I,83, nol) transforme évidemment les opérateurs lagrangiens en opéraw-
teurs lagrangiens ; les compoéés d'un élément de ce groupe et de fonctions lagran-
4giennes'sont des fonctions lagrangiennes, cette composition laissant invariant

le produit scalaire.
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§ 3. Systimes lagrangiens_homogdnes i une inconnue.

|
|

O . SOMMAIRE. - L'existence de l'inverse a 1 qrun opérateur lagrangien a ,
sous les hypothéses qu'énonce le théoréme 1.1 du § 2 , montre que les systimes
lagrangiens homogénes b une ($3) ou plusieurs (§4) inconnues sont ceux

dont 1'étude n'est pas banale. Ces § 3 et § 4 amorcent cette étude; les chapitres
III et IV la concluront dans deux cas spéciaux :1l'équation de Schrddinger ; 1'équa~

tion de Dirac, qui est un systéme & deux inconnues.

1 . LES VARIETES LAGRANGIENNES SUR LEQUELLES SONT DEFINIES LES SOLUTIONS
LAGRANGIENNES DE a U=0 . - Soit a 1'opérateur lagrangien associé & la fonc-

tion formelle

a%: o - 7° (Q partie ouverte de 2 ) ,

valant en 2z :

o] 1 o]
a” (v,z)=3 = a. (z).
ren vy T

THEOREME 1 . Le support d'une solution U de 1l'égquation a U =0 est une

variété lagrangienrc 7V sur laquelle ag =0 .
Preuve . - Soit un point de V ou ag # 0 ; remplagons Q par un voisinage

de ce point sur lequel ag # 0 alors a_1 existe sur Q et aU=0

implique donc U =0 sur Q.

o \ . . N
Nous supposerons que ag est a valeurs réelles et que la partie de Q ou

ag = 0 est une hypersurface régulidre, W, d'équation :

W:H(z)=0 , szé 0.



Ch iI, ¢ 3 2

V est donc une sous-variété de W telle que :

dim V = 4 ; al z,dsz ]=0 sur V.

V s'étudie en appliquant & la forme de Pfaff [ z , dz ] la théorie 4'E. Cartan

des formes différentielles [5] .

2. RAPPEL DE LA THEORIE D' E. CARTAN [s5] DES FORMES DE PFAFF . - Rappelons

d'abord des résultats bien connus, exposés en particulier par le traité de Mme

Y. Choquet-Bruhat [6] .

Soit w une forme différentielle définie sur Z , qui, au cours de ce n° 2,

pourra étre une variété quelconque, indéfiniment différentiable et de dimension

finie. E. Cartan exprime localement w au moyen d'un nombre minimal de fonctions

f1 yoes fn : 2R

le nombre n de ces fonctions est appelé rang de w ; ces fonctions sont les
intégrales premidéres (indépendantes et en nombre maximal) d'un systéme complétement
intégrable d'équations de Pfaff, appelé systéme caractéristique de w ; E. Cartan

explicite ce systéme.

Autrement dit : ce sytéme caractéristique équivaut &

il existe une forme différentielle w telle que

w(z,dz) =o (f(z), df (z)), ou f = (f1, oo fn) .

Soit w une forme de Pfaff définie sur 2 (c'est-i-dire une forme différentielle

de degré 1 en les différentielles) ; le systéme caractéristique de dw s'derit,

en notant i le produit intérieur [6] par un vecteur € de 2 :

g
(2.1) (Vv €) ig dw (z,dz) = 0 ;

le rang de dw est pair ; notons-le 2n; soit localement

f = (f1, cee f2n)

on intégrales premiéres indépendantes de (2.1) ; il existe donc une forme différen-

tielle w' telle que
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dw(z,dz):@' (f (z),df(z)) :

évidemment dw' = O ; donc, localement : ® ' = d ® ; autrement dit : il existe
localement une forme de Pfaff o , a 2n variables, et une fonction fo
telles que

(2.2) w(z,dz) = dfo(z) + o (f (2),df (z)) ou f = (f1,..., f2n) .

Le rang de o est évidemment 2n ou 2n+ 1 suivant que fo est fonction
composée de f = (f1 s see y f2 n) ou non ; dans le premier cas, on peut choisir

w tel que fO=O.

Enongong des compléments moins connus qu'E. Cartan [ ] (Chap. XII, ILes équations
qui admettent un invariant intégral relatif ) a apportés a ce résultat et

rappelons leurs démonstrations.

IEMME 2 . = Soit o une forme de Pfaff ; soit 2n le rang de dw ; il existé

localement, sur Z, 2n+ 1 fonctions numériques fo g seey f2n telles que
n
(2.3) w(z,dz):dfo(z)+jzz1) 1‘2:]_1 (z) dfzj(z) ;

f‘l y ese s f2n sont2n intégrales premiéres indépendantes du systéme caractéris-
tique de dw.
Note 2.1. f1 y eeey f2n n'est pas un systéme arbitraire d'intégrales premiéres

de ce systeme caractéristique : voir la note 2.2 .

Preuve . - Soit f2 une intégrale premiére du systéme caractéristique de
dw ; la restriction de dw aux hypersurfaces f2 = const. est de rang pair
<2n, donc de rang =2 (n-1) . Soit f4 une intégrale premiére du systeme

caractéristique de cette restriction j;...; la restriction de dw aux variétés

f2 = const. 4 cee, f2j = const.

est de rang =2 (n- i) et est donc nulle pour une valeur J de J telle

que J =n . Autrement dit :

dw = 0 sur les variétés f2 = conste yeea, ng = const.

11 existe donc une fonction fo telle que
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w=df_  mod (dfz,... , df2J) ,

ciest-a-dire telle que =

w=df + D T,y dfy .

Or dw est de rang 2n; donc : J =n ;f1"“’f2n sont 2n intégrales

premidres indépendantes du systéme caractéristique de w.

E. Cartan a complété ce lemme en employant comme suit la notion de parenthese de

Poisson.

Définition 2. - Soit ® wune forme Pfaff, mise sous la forme (2.5) . Soient

g et g' deux intégrales premiéres du sytéme caractéristique - de dw; ce sont

donc des fonctions composées :

2w g (2) =G £ (2) seees £, (D)) 52 (2) = G [£,(2)sennr £, (2)]

il existe donc une fonction composée du méme type, appelde parenthése de Poisson

de g et g' , notée (g,g') , telle que

-1
(2.4) n (dw)? Adgrdg' = (g,e") (dw)";
cette parenthése

(g’g') = - (g' ’ g) ’

qui est donc bilinéaire et indépendante du choix de f = f1,...,f213 , &

1'expression suivante, qui emploie un tel choix :

n
) QG! JQG! 3
(2.5) (g,e) (2)= D [5¢ 3% - 3¢ 514
j=1 23-1 23 2j-1 25 f£ =7 (2)
on en déduit que tout triplet g, g' , g" de telles intégrales premidres

vérifie 1'identité de Jacobi :

(g, (g",8"))+ (g, (g", &) + (g", (g,g'))zo .

g et g' sont dits en involution quand (g, g') = 0 .

Note 2.2. - Dans l'expression (2.5) de w, vu (2.5), les couples fj’ fk

(1 = ] = k) sont en involution, & 1'exception des couples f23 ' f2j H
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ceux—-ci vérifient :

(f2j_1 , fzj) =1.
Note 2.3 . - Soient ) gq des intégrales premiéres indépendantes du
systéme caractéristique de dw; la restriction de & 3 yne varidété

g4 = const. 5, ooy gq: const.

réduit le rang de dw d'un nombre pair, qu'E. Cartan [ ], Chap. XIT, n° 124,
a explicité : c'est 2(q-r), si toutes les parenthéses de Poisson (gj s gk)
(j,k € {1, «..,q}) sont fonctions composées de By vees g, et si 2r
est le rang, sur cette variété, de la forme extérieure
A
Jo

des variables §1 y eoey E
q

D'ol, en particulier (q=n, r=0 ), le théordme suivant, qui éclairera le
début de 1'étude de 1l'équation de Schrddinger et permettra d'établir le théoréme

3.1, qui éclaire lui aussi cette étude.

THEOREME 2 . - Soit w  une forme de Pfaff ; soit 2n le rang de dw.

1) Le systéme caractéristique de dw posséde localement des n-uples

{f2 , f4 s e oo f2n} d'intégrales premiéres indépendantes, en involution deux &

deux.

2) Etant donné l'un de ces n -uples, une quadrature donne localement n+1

. oy . .
fonctions f_, f,, f3 veees £ telles que w ait 1'expression (2.3) ;

IR S S

y on sont des intégrales premiéres indépendantes du systéme carac-

3

téristique de dw.

Preuve de 1°) . - Le lemme 2 et la note 2.2.

Preuve de 2°) . - Par hypothése

A A . . n-1 _ ]
df, A df4 RYAN. S S # 0; (V3, k) (dw) /\dfzj ANdf,, =0;

autrement dit, il existe des formes différentielles Q-;j telles que
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P

©. A Aeeidf . vus ;
p af, af,, AAT,

™M=

(dw)n—1=
1

il

J

( —~ supprime ce qu'il coiffe) ; cette relation exprime l'existence de formes

différentielles ej telles que

c'est~a~dire la condition

dw= 0 mod. (dfz, cons df2n)

c'est-a~dire l'existence d'une fonction £ telle que

w = df}) pour f2 = const. 4, .0, f211= const.

c'est-a-dire l'existence de n+1 fonctions fo, f1, f vérifiant

(2.3) .

3’f2n-1

3. VARIETES LAGRANGIENNES DE L'ESPACE SYMPLECTIQUE Z ET DE SES HYPERSURFACES.-
Notons :

(3.1) w(z,dz) = 3z, az ],

c'est-a~-dire, dans un repere R :

(3.2) w(z,dz) = <p,dx>-3%<dp, x>=<p, d&x>-3d<p, x>, ol Rz=(x, p);
dw est évidemment de rang 24 : son systéme caractéristique est dz =0.

Les variétés lagrangiennes V de Z , qui sont les variétés de dimension 4

sur lesquelles dw= 0, sont les variétés d'équations locales, hors du contour

apparent Zh de V :

(3.3) p=op L (0,

ol wR est la phase de V dans R ; @R

est arbitraire.

est une fonection arbitraire quand V

Etant donmé x € V , on peut choisir R tel que x £ 2 et employer les
R

équations locales (3.3) au voisinage de x .

Mais, si 1'on veut employer un seul repére, on devra préciser comme suit le

résultat précédent.
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x et pj désigneront des coordonnées duales de x et p.
LEMME 3.1. - Les variétés lagrangiennes de Z , dont la projection par

RX : 2 - x est une variété de X de dimension k = £ et d'équations
J 1 k .
(3.4) xY = Fj (X' eee,x ) (k +1=3=12),

sont les variétés V d'équations locale (3.4) et

- 3o, (x',.,x) 2 arF |
3.5). p, = - - —dp. (1=isk)
+ dx * J=k+1 oxy 7d ’

1 k .
X °°X9Pk+1’--’PL

A

ol ¢p est la phase de V dans R et ou

sont des coordonnées locales de V ; est une fonction arbitraire de

R

x1, ...,xk quand V est arbitraire.

Si k = £, les équations de V se réduisent a (3.3)
Si k=0,17V est un plan :
x = const. , p arbitraire ; P = const.
Preuve. -
— k 4 dF ., .
a<p ax> = » (dp; + D ——11 dp.) Adx"
i=1 j=k+1 3x J
k 2 JF, i
=dap (o, + D —-:‘?L—pj)dX-
i=1 j=k+1 ox

La condition dw = O sur V est donc l'existence sur V d'une fonction

¢p de (x1,...,xk) vérifiant (%.5). La condition dim V = £, est que

K )

(x1,...,x y Dyyqree+r Py soient indépendantes sur V .

Notations. - BEtant donné une fonction f : Z2 - R et un repére R, fR désigne

£f(z) pour Rz = (x,p) ,

i

la fonction Z (£) = R  telle que : fr (x, p)

c'est-a~-dire fR aR= f.

W est une hypersurface de Z d'équation

(3.6) W:H(z)=0 ,H # 0.
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ww et fw sont les restrictions de w et £ a W.

LEMME 3.2 . - (E. Cartan) . - dw, est de rang 24- 2 ; son systéme carac-

téristique est le systéme d'Hamilton :

ax9d dp,
(3.7) (V3,x€{1, ..., 2y =- H. % sur W
R,Pj (Xap) R, X (X,P>
ou le vecteur <HR, p’ " HR, X) est évidemment tangent & W.
Preuve . -— La condition
-~ (3.8) (a )“”1 Adf. =0 sur W
Yy W
s'écrit
£-1
A\
(dw) deA H_ 5 cur W ;
(dw)
vu (2.4) et (2.5) , ou l'on choisit f.. , =D £, =x pour identifier

25-1 = P57 2;
(2.3) et (3.2); cette condition (3.8) s'écrit donc

£

f st - £
elle n'est pas vérifide identiquement ; donc (dww) . 1#O; or (dw w) =0

.
H

donc le rang de dww est 2 (£-1) et les relations équivalentes (3.8) et (3~9)
expriment que fw est intégrale premiére du systéme caractéristique de dw

W )
ce systéme est donc le systéme d'Hamilton (3.7) .

Note 3.1. - DNous emploierons, sur W, comme coordonnées locales 24~ 2
intégrales premiéres indépendantes du systéme d'Hamilton (3.7) et une fonction
t telle que (3.7) s'écrive :

(3.10) d}c=H.R (x,p) dt , dp= _HR,X (x,p) dt.

' D

Définition 3.1. - Etant donnée une fonction g : 2 - R, définissons, en 2z ,

g, €272 par

(3.11) dg=[az, g ] ;

autrement dit :
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(3.12) Re, = (8 v~ 8, )
le systéme d'Hamilton (3.10) s'dcrit donc :

(3.13) dz=H_ at ;

f.o.=xY pour identifier (2.3) et

vu (2.5), ol 1'on choisit fz‘j—‘lz Dy £y

(3.2) y le crochet de Poigson de g et g' est :

= < - > -
(3.14) (g,8') =<g'y ,r8 ,”- <8 8% J=lg, 8,7

Le vecteur U = HZ de W est appelé vecteur caractéristique ; les courbes de

W tangentes & ce vecteur en chaque point de W, c'est-a-dire solutions du systéme

d'Hamilton (3,7) sont appelées courbes caractéristigues.

Voici le théoréme classique qui explicite les variétés lagrangiennes de V ,

c'est-a-dire la résolution de 1'équation non linéaire du premier ordre, dont 1'in-

connue est une fonction ¢ :

H'R(X’CPX) = 0.

THEOREME 3.1 - 1) Le systéme d'Hamilton (3.7) posséde des (£-1) - uples

hyyeeo s By

d'intégrales premiéres indépendantes, deux a deux en involution, c'est-a-dire

telles que :

(3.15) (V3, k €{1,..., £-1}) (4w) ’L‘QAdhj Adh =0 sur W .

Etant donné 1'un de ces (4-1) - uples, une quadrature définit localement 4

fonctions

8o 1 8y reeer 8y g

telles que :
£-1
(3.16) w=dg + 2 g. dh. sur W.
o Gq 7 J

845 -+~ 8 4 » hyy .oy by o constituent 2 (£-1) intégrales premiéres indé-

pendantes du systéme d'Hamilton (3.7) . Si t est défini par (3.10) ,

(3.17) tahy b eees by Ly gL 8y



- 10 -

Q
=3
b
[}
Eog)
AN

constituent des coordonnées locales de W ; 8, est une fonction de ces coordonnées

2) Les variétés lagrangiennes V de W sont les varidtds de V qui localement:

i) sont fibrdes par des courbes caractéristiques :

t arbitraire ; h1 = const y..0y h’@_1 = const, gy = const 4 seay 8g_1 = cons

ii) ont pour base B de cette fibration les variétés

lagrangiennes de 1'espace 7 (4-1) de coordonndes

(3.18) xt = (Byyeeey By ) 0 Pt = (8 e 8y y)

3) Si les coordonnées locales (3.17) sont employées sur W, les équations locales

d'une variété lagrangienne VvV de W sont les suivantes, aprds avoir convena-

o

lerent permuté les indices {1,..., £#-1), choisi k € {o,...,4~1} et choisi

L-% fonctions numériques réelles FO , Fk+1 gesey F,Z-1 de k variables :

. - :
Ly - (‘14,...,&}{, (k41 = 3=s4-1)
(3.19) ¥
3F (h, ,.0., h ) L-1 JF.
o1’ s i .
N i =kt i

R }11 seee y h«w T R - sont des coordonnées locales de V . La phase

lagrangienne de V- vaut:

(3.20) \lr(t,hj,...,hk,gk+1,...gz_1):

gO (~t7h1 ? “.’hk’gk-l"? ’...gf/—", )+FO (h4‘ y o ,h'k).

Si k=42£-1, le sytdme (3.19) signifie :

BFO(h,’,...,hL__T)

14 ~a — < i = -

(3.21) g; = SH (1=i=s2-1).
i

Si k=0, il signifie :

(3.22) h = const. , g arbitraire ; F_ = const.

o}

Preuve de 1°) . — Le théoréme 2 et le lemme 3.2.
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Preuve de 2°) . - La condition que dw= 0 sur V , équivaut, vu (3.16) a 1la

suivante : l'application

(3'25) VBZ")<h1,...,hL-1 ;gfl"“’gl_»])ez(z_‘])

applique V sur une varidté B de Z (£-1) , vérifiant Z}cihj A dgj =0 ;
J
B est donc de dimension =4-1 . Pour que dim V = £, il faut et suffit que :

i) dim B = £-1, c'est-a-dire : B est lagrangienne ;

ii) (3.2%) applique une courbe caractéristique de V sur chaque point de B .

Preuve du 3°) . - Le lemme 3.1 , ol 1'on remplace
Z b X’p L] V’dch:<p)dX> sur V
par
2-1
z(£-1) , x*,p'ler(3.18) ], B, dF = D g, dr, sur B,
PR B
en sorte que (3.16) donne :
w = dgo + dFO sur V ; or w=d4v¢ .
Le n® 4 va employer la
Définition 3.2 . - Etant donnée une variété lagrangienne V de W, nommons

mesure de V invariante toute mesure réguliére de V invariante par le
vecteur caractéristique u de W ; c'est-a-dire : toute forme différentielle = ,
définie sur V, homogéne de degré £ en les différentielles et annulée par la
dérivation de Lie [] !, dans la direction de x :

(3.24) N m=0;

u

c'est-a~dire, puisque par définition
-

<['~K"n: in“+ dl% T et d'q = 0,

‘telle que : .
(3.25) a(i, ) =0.

THEOREME 3.2. - 1°) Employons sur V -3, 1la coordonnée locale x = RX zZ ;
R

la condition que
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(3.26) n (z,dz) = xp(x) a'x (gt VT + R)

est une mesure de V invariante s'écrit :

(3.27) <%, xy Hpp(Foop )= =0

Vu (5.10), elle signifie que ; le long des caractéristiques engendrant V ,

aA
de HR’pj(Xsch X)
(3.28) + 0 — Xp= 03
dt : J R
J ox
c'est-a~-dire, plus explicitement :
de L A
(3.29) gy +[lD 7 5 Gpp D Hp oo (ople o] xp=0.
j=1 R, x"p. j=1 k=1 'k R, x"x .
J P=¢
R,x
2°) Employons sur V les coordonndes locales (%.17) ;3 la condition que
2~ 2-
(3.30) m=1(t,h,g)dt Ad "hAd 1g (tr : V2R)
est une mesure de V invariante .s'énonce :
(3.31) la fonction T est indépendante de t .
Preuve de 1°) . - Dans les coordonnées choisies, les composantes de wu. sont :
dx=Hy o (x, 05,05
(3.27) exprime (3.25) .
Preuve de 2°). - Dans les coordonnées choisies, les composantes de x sont :

(dt, dh, dg) =(1,0, 0) ;

(3.31) exprime (3.25) .
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4. CAILCUL DE a U . - Explicitons la définition d'un opérateur lagrangien,
c'est-3-dire la formule (6.6) du Chap.II, § 1.

Notations 4 . - Soit a wun opérateur lagrangien, associé & une fonction formelle
a'(v,0) = D == ad ()
<N v

définie sur Qc 2 . Soit W wune hypersurface de () d!'équation

W: H(z) =0 |, HZ#O .

Soit V wune variété lagrangienne de W ; soit Pg sa phase dans un repére R

s0it une fonction indéfiniment différentiable
oV \EQR-» ¢
x = Ryz servira de coordonnée locale sur V \EQR .

2
Soit T = xgd x une mesure de V invariante (n° 3).

THEOREME 4 ., -~ 1°) On a :

vop(x) v ()

(4.1) aE(VaXi%‘gé) [a(x)e

1 o)
1= 5 <o PL (D) alx)

<N v

ou L. est un opérateur différentiel d'ordre = r , dépendant de a,V et R

(6]
(4.2) Ly(x) = as(xpp )
2°) Si a® = H , alors :
1 1
d 2 4 T2
(4.3) Lo=0;5 L(a53) o=Xp gplaxg 7))

é% &tant la dérivée le long des courbes caractéristicues de W ’ [Cf.(3.10)],

clest-a~dire la dérivée de ILie 1L
3

3°)Plus généralement, supposons que ag stannule n fois sur W :

1=n

A

.
@ ’

il existe alors un nombre m , entier ou infini, tel que :

1=m=n ,

LO = L1 = eee = Lm_1 = 0 ’
(4.4) 1 _.;_.
Q : 2 d ; o s
L (x53) olx) = %3 M(z,33) (@ % )si m £ ;
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1l'opérateur différentiel M dépend de @ et W , est indépendant de V et R ;

il n'est pas identiquement nul sur W ; son ordre est =m , 1l'égalité n'étant

atteinte que si m=n .

En général m=1 . 581 n>1 , L1 est donc en général la multiplication par

une fonction non nulle.

4°) Si a° = H et si HR est un polynome en p , de degré s , de partie

principale Hés)

, alors :

(4.5)
1 9 o
2 < ¥ °? dp > (

L (x,p) = e %) (x,0) .

Si s =2 , les formules (4.3) et (4.5) explicitent donc a .

Preuve de 1°) , - Ia formule (6.6) du Chap. II § 1 s'explicite comme suit :

v p(x) 4 veoy)

Vv

(4.6) a—l;(\)’X,% %)[Q’(X) € J = zr(V,X,é‘;‘{‘> O/(X) ’

falw

ol ﬂr est 1l'opérateur différentiel d'ordre r , fonction formelle de Vv :

Tr —III
) 1 2
(407) ’Q’r(vyxy'g}?) = 25 i{T D IYJ t...J ¢t
k=0 I,J ,...7 o k
o} k
° (vox,, ) @ (& "
- X} ] ©c o0
R,xIpI+Jo +..V+Jk R,x R,XJ1 R,xJk Ox
la somme 2 étant étendue & 1'ensemble des (k+2) - uples I,J yoessd
I’Jo’...’Jk - O .
de 4-indices vérifiant la condition :
(4.8) Iz + |3 | +eeetlo ) ~x=2 , 2= ol 225 ]
cette condition implique évidemment : k < r .

Ces formules (4.6) et (4.7) impliquent évidemment (4.2) et (4.1), ou L_ est

indépendant de v , alors que ﬂr en dépend.
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Preuve de 2°) , - (4.2) donne L, =0 .0na L, = L

la condition (4.8) signifie pour r = 1

ou: k=0 , 1| =0 , lJol =1 3
ou: k=0 , |1 =1, |5 ]=0 ;
ow: k=1 , |I] =0, |J0|=0 , |J1|_2 ;
donc :
L (xr) = < 32 (%,9g,)
9% ox ? HR,p PRy’ >
1 £ £ .
+s [ o H . (x%p)+ D D (x0) © 4] o
2 j=1 R,xJpj j=1 k=1 HR’pj By R,fok
PZ{PR’X
cette relation équivaut 2 (4.5)2 , vu (3.10) et (3.29).
Preuve de 3°) .- Soit k € N ; il existe une fonction °%%° : 0o € telle que :
o 0.0 e - |
a_ = b . H ’
o
ou : n o=n et °b° n'est pas identiquement nul sur W , si n oo
n, =k+l et °%° -0 sur W , 8 n=o .
Puisque

2® 0% =2’ . mods [of. CnIT, §2, (1.5)] ,

il existe un opérateur lagrangien c¢ tel que :

By

Il

1

1 9
g (v ’x’v bx [HR(V’X’V ax)] = CR(V X9y Gx) 3

+ 10
aR(v’X’v ax) -

1,0 o)

si c ne s'anmile pas sur W , notons b~ =c¢ y Ny = 0 3

O o O

si ¢ s'annule sur W , appliquons & ¢ le raisonnement qui vient d'@tre
0

appliqué a2 a ;
poursuivons par récurrence j nous obtenons une décomposition du type De Paris [ ]

1’1

+ 10 L Jpt —
ap(vsxsy 53) = P Hvxg oy o [HR(v,x,3 5] " soa. =

cIJIEf:r

Owv
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olt h=k ; n,;= 0 3
nj = k+1 quand J'bo =0 sur W .
Vu le 1°) du théorzme,
v op(x) 1
(4.9) [ (v, %y ax)] ' o) ¢ ]=0 mod. o
notons :
mn(k) = Inf (3 + nj) ;
jE{O,oao,k} :
si m(k) >~k , ona donc : .
v o (x)
1 9 R 1
aﬁ(v,x,; 6—};) [a(x) e ] = 0 mod, :m .

Si m(k) > k pour tout k , on a donc :

(yr) L.=0 3

le théordme vaut avec m = o &

Sinon, nous choisissons k tel que :

mk) =k ;

nous définissons m = m(k) ; nous notons J l'ensemble des j tels que :

Tu 10) . Jb (v X’V é;) est mOd.‘% la multiplication par la fonction

la décomposition de De Paris donne donc, vu (4.9)

(x)
vt ) o) e B =
m-j v gn(x)
SEG &b (2) Dipvoeg 3] (oG e T me VQL1
U l<m=n ;

J est fini, non vide ;j 0€ J si et seulement si m =n

Jp° ntest pas nul sur W .

Vu (4.3)2 , les relations (4.4) valent donc, avec :

Jbo

.
’

e



Ch II, § 3 - 17 -

a1 m=-J 1

- Jy,0 2 (4 -2y .

Ih n'est pas nul ; son ordre est =m ; cet ordre est m si et seulement si

m=n .,
En général CZ ne s'annule pas sur W , donc n, = 0, mk)=1 , m=1
Preuve de 4°) . - a® =1 3 donc zr = Lr ; vu (4.7) ou = H , on peut
completer la condition (4.8) par la relation :
h'+hd+n&|%|=k+r§s.

Si r> s , elle ne peut &tre satisfaite ; donc Lr =0 .

Si r=s , elle exige k =0 , (4.8) devient

[zl + lal = s
et (4.7) s'écrit donc :
- |1l
2
byGop) =3 B H;S)XIPI (0)

la somme étant étendue & 1l'ensemble des 4-indices I tels que :

Il =5 ;

autrement dit :

s -J J

2 ) d s
L(xp) = D ST <3555 55> FREw)
J=0
N\ S @
ol 1'on peut remplacer ), par ) , ce qui donne (4.5).
J=0 J=0

5. RESOLUTION DE L'EQUATION LAGRANGIENNE a U =0 . -

Vu le théoreme 1 , les solutions de cette équation sont définies sur des sous-

R . s s . . o
variétés lagrangiemnes V de la variété d'équation aj = o .

Notations 5 . - Nous supposons que cette équation
al =0
o

définit une hypersurface de Z ; soit W 1l'une de ses parties régulidres. Soit
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\Y}
@R
Ug = % og,r ©

l'expression dans un repére R d'une solution U définie sur une variété lagran-

giemme V de W , Nous employons les notations 4 .

Vu le théordme 4.1 , la condition que a U =0 sur V\Z}fi s'éerit (¥r € N) :

1 L

(5.), M) g () g ]+ DL (o) o L () =0 ;

m+Ss
s=1

la premilre de ces équations s'écrit :

(5.1)0 ' M(z;é%) 8(z) =0 ol B(z) = XR? %(x) aR,r(X)

est l'amplitude lagrangienne de U ; elle est indépendante de R .

Le théord2me 2.2 du Chap II, § 2 compldte comme suit ces équations (5.1) :

- 3r - 1/2 ez . )
(5.2) XR aR,r est indéfiniment différentiable sur Z%R H

rappelons que xﬁj =0 sur Z}R .

Note 5.1 . - BSi le nombre de fois que ag s'tannule sur W est n> 1, alors,

en général, l'opérateur M est le produit par une fonction M : W - C
non nulle ; les équations (5.1) impliquent donc que le support de U est

une sous-variété lagrangienne de la variété de Z d'équations :
H(z) = M(z) = 0 .

L'étude de ce cas exige que les n° 3 et 4 soient généralisés : il faut construire
les sous-variétés lagrangiennes V d'une variété domnée W de Z quand la
codimension de W est > 1 il faut expliciter a U , quand U est défini

sur une telle variété lagrangienne V . Nous n'étudierons pas ce cas et l'excluons.

Montrons comment les conditions (5.1) et (5.2) permettent de résoudre 1'équation

a U= 0 en employant un seul rep2re R .

ILEMME 5 . - Soit K wun arc d'une caractéristique engendrant V ; supposons
gque l'ordre de M est = 0 et que le coefficient principal de M ne s'annule pas

sur K .

1°) Soit z' € K ; soit U' une solution de 1l'équation lagrangienne a U' = O

définie au voisinage de z' dans V .

L]
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Il existe alors un voisinage de K dans V sur lequel 1l'équation a U = 0O

possdde une unique solution U telle que U = U' au voisinage de z' .

2°) Soit R wun repdre tel que Ly soit transverse & K et que X£1 ne
s'annule pas une infinité de fois sur K[WZ%R ; pour que UR
de K 1'expression dans R d'une solution lagrangiemne U de 1l'équation

alU=0 , il faut et suffit que U, vérifie (5.1) et (5.2).

soit au voisinage

R
Preuve ; notations . - VK est un voisinage de K du type :
Ve =Bx I (B: boule o] =1 de ®' ; I : segment |t| = const. de R) ;

les segments b X I sont des caractéristiques

e

0 x I est la caractéristique donnée XK ; z' = (0,0) ;
q Ij =1 est un recouvrement fini de I Vj = B X Ij .
J
Preuve de 1°) . - Faisons un choix des VK et Vj ayant les propriétés suivan-

tes :

U' est défini sur Voo

a4 chaque V. est associé un repdre R. tel que : V. Ny = 3
'} i P 3 q j Z{RJ Qj ’

Ij est le segment j -1 =<1

1A

g+ 1 .

Si U a été défini sur VO U Vﬂ U oo UV, (3 > 0) , alors 1l'emploi de

=1
(5.1) dans 1le repére Rj permet de prolonger & V. successivement les défi-

nitions de (ij,O ,...,~ij’r secey URj , U ; ces prolongements sont uniques.

Preuve de 2°) . - L'expression U, d'une fonction lagrangienne U définie

R
au voisinage de K vérifie (5.1) et (5.2). Il s'agit de prouver la réciproque.

Soient un repegre R , un voisinage VK de K et une fonction formelle

V@
1 R
(5.3) Up= 2 % o ¢
N v ’

définie sur Vy \Z)R N Vy , vérifiant (5.1) et (5.2).

I1 s'agit de prouver que UR est, au voisinage de K , l'expression dans R

d'une fonction lagrangienne.
Soit 2z' € K ; vu 1°) , il existe une unique fonction lagrangienne U définie
an voisinage de K , dont l'expression dans R est U au voisinage de z'

R
il s'agit de prouver que cette expression est UR au voisinage de K .
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Puisque cette expression vérifie, comme Up , (5.1) et (5.2) , il suffit de
prouver le théordme d'unicité que voici : si la fonction formelle (5.3) est nulle
au voisinage d'un point de K , alors elle est nulle au voisinagede K .

Choisissons des VK et Vj ayant les propriétés suivantes :

UR = 0 sur VO H

I,j est le segment : j - 1

lIA
ot

lIA

[

e

=BxJ .

VKDER=L;BJ' y Ou Bj=IjﬂIj+1

‘Supposons prouvé que :

Up=0 sur V UV, U...U (vj \ Bj) (3> 0) ;

v (5.2) , x; op . Dossdde sur Bj une infinité de dérivées, toutes nulles ;
?

(5.1) donne donc successivement :

O’R,O:O ’ NR,_] =O 9 eose Q/R,r=o, eee ’UR=O surx Vj+1\B

J+1

Ce lemme énonce de surprenantes propriétés des opérateurs différentiels M et Lr 5

mais nous ne retiendrons que la conséquence suivante du 2°) de ce lemme :

THEORJ’*.ME 5« = S0it V une variété lagrangienne de 1'hypersurface W

ol ag =0 . Soit R un repdre. Soit 1 = X

’

d x une mesure invariante de V

R
supposons que xa ne s'annule pas une infinité de fpis sur ER ; supposons LR

transverse aux caractéristiques de W qui engendrent V . Alors, pour gue

v 1 Vo
T, = Z: e e R
R e vE R,r

v

soit l'expression dans R d'une fonction lagrangienne U définie sur le revé-
v

vérifie (5.1) et (5.2).

tement universel V de V , il faut et suffit que U

R

Note 5.2 . - Le lemme 5 et le théor2me 5 s'appliquent évidemment aux solu-

tions U , définies mod-lg sur V , de 1'équation
’ Y

(scm) .
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6. SOLUTIONS A AMPLITUDE LAGRANGIENNE POSITIVE DE L'EQUATION LAGRANGIENNE
3 U=0 mod 1/V2 : QUANTIFICATION DE MASLOV. - Définition 6.1 . - Nommons
hamiltonien toute fonction indéfiniment différentiable
E: Q- R (@ : partie ouverte de Z)
telle que H_ # 0 sur l'hypersurface W d'équation :
W: H(z) =0 .
On sait qu'en mécanique classique le systeme d'Hamilton (3.7) régit le mou-
vement des particules et plus généralement, celui des mécanismes holonomes.

Soit a 1l'opérateur lagrangien associé & un hamiltonien H ; la résolution

de 1'équation

=0 mod 1/\)2

cic

a

est la recherche des variétés lagrangiennes de W possédant une mesure inva-

riante, que nous supposerons choisie -~ O

En effet 1'équation (5.1)O s'écrit, vu (4.3) :

a _
at 0
et signifie donc ceci : l'amplitude lagrangienne de U est constante sur chacune

des caractéristigues engendrant V ; autrement dit : {1 est invariante.

Nous lui imposerons d'8tre = O ; autrement dit, nous imposerons & 1'ampli-

v

tude lagrangiemme B de U la condition

(6.1) B=0 .

(Rappelons que c'est le cas en physique, ol 1l'amplitude doit varier plus lentement
\)(pR

que e ) .

La définition 3.2 (Chap.II, § 2) des fonctions lagrangiemnes sur V exige la

donnée d'un nombre imaginaire pur Vo s que le chapitre III notera :

o

(6.2) vo=% »  Wso0)

car la physique quantique choisit anh égal 3 la constante de Planck.

Puisque

1/2
1 . .
"r0 = B Y
d x

1N
o
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la condition que ﬁ scit lagrangien sur V mod, % sera réduit 3 celle-ci :
172 v_ o
G e
dx

/2

’
est défini (c'est-a-dire : uniforme) sur V ; vu les définitions de (dzx)
/2 (Ghap. 1, § 3, Coroll. 3 ; Chap IT, § 2, Théor. 2), cette condition

est 1a suivante :

et il

Définition 6.2 . - Une variété lagrangienne V vérifie la condition gquantique

de Maslov quand la fonction

Yo 1 Ny
e R4 "R » 0% Vo =R

est définie mod. 1 sur V ; cette condition est indépendante du choix du re-

pere R .

Note 6 . = Si V est orientée, au sens euclidien, alors my est défini

mod. 2 sur V ; la condition quantique de Maslov impose alors & chaque période

1 S aeo s s 1
‘ Z;ﬂ !ﬁ [Z,dz] de V , c'est—a—dlre a chaque période E;g § < p,dx » de PR
Y Y

d'avoir, mod. 1 ; l'une des deux valeurs : 0, 1/2 .

Si V était 2-orientée, mp serait défini sur V mod. 4 et cette condition

imposerait & PR et | d'étre définis sur V mod. 27x ; ce ne sera pas le cas

dans les applications que donne le Chap. IITI.
Nous venons de prouver ceci :

THEOREME 6,-1°) Soit a 1'opérateur associé & un hamiltonien H . La condition

gu'une solution lagrangienne U , & amplitude lagrangienne = O , de 1l'équation

(6.3) al=0 mod. 1/v2

puisse &tre définie, mod. 1/V , sur une variété V est que V ©posséde simulta-

nément les trois propriétés suivantes :

i) V est une variété lagrangienne de 1l'hypersurface W : H(z) =0 ;

ii) V possdde une mesure invariante (par le vecteur caractéristique de H) ;

iii) V satisfait la condition quantique de Maslov.

2°) La donnée de V , possédant ces trois propriétés, définit U A un facteur

" constant prés si et seulement si la mesure invariante de V est unique ; clest-a-
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dire si toute fonction indéfiniment différentiable sur V et constante sur chacune

des caractéristiques engendrant V est constante sur V .

Le § 2 du Chap. III, appliquera ce théorZme.
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7 . SOLUTION DE CERTAINS SYSTEMES LAGRANGIENS A UNE INCONNUE . = Les théordmes
7.1 et 7.2 précisent le théor2me 6 ; ils sont respectivement appliqués par le § 1

et le § 3 au chap. III.

THEOREME 7.1 . - Soient a(J) (3 =1, «evy £) les opérateurs lagrangiens associés

DY

a £ hamitoniens :

H(j) : O-R (0 : partie ouverte de 2) ,

indépendants et DEUX A DBUX EN INVOLUTION ; c'est-a~-dire tels que :

£

(7.1) dH(1)/\ .../\dH('Q') £0 5 (Vi,k) : (dw) —QAdH(‘j)/\.dH(k) =0 , ol w= ; [z,dz] .

1°) La condition que le systéme :

(7.2) a(1)U T eee = a(ﬂ)U =0 mod 1/v2

possdde une solution lagrangienne U définie, mod. 1/v , sur la variété connexe V

est que V vérifie simultanément les deux propriétés suivantes :

i) V est une composante connexe de la variété de 2 d'égquations :

(7.3) - LLDI S W ) I

variété qui est lagrangienne ;

ii) V satisfait la condition quantique de Maslov (défin. 6.2).

L'amplitude lagrangienne de U est alors constante, guand on choisit pour mesure de V

24
(7.4) 1 = R (cf. Note 7) ;
| dH(17/\ ceo dH(L)

V choisi, U est donc défini & un facteur numérique constant pres.

2°) Les dérivées de Lie :ij suivant les vecteurs caractéristiques MJ des H(J)
"

commutent ;3 si V est compact, V est donc un tore, dont le groupe des translations

est engendré par les transformations infinitésimales .

A
. d

L a . s
Note 7 . - Rappelons que d2 z est défini par (5.15), Chap.II, § 15 (7.4) signifie
que T est la restriction & V de toute forme ﬂz de Z telle que

dH(U/\ A dﬂ(z)/\ ‘HZ= d%z ;

Ll est évidemment indépendant du choix de ”Z .

Preuve de 1°) - D'aprds le théor2me 1 , le support de U appartient & l'une des
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composantes connexes V de la variété d'équations (6.6).

Réciproquement, soit V 1'une de ces composantes ; dw est de rang 24 , car
son systdme caractéristique est dz = O ; vu le théortme 2 (E. Cartan), il existe

localement des fonctions 8yr v 1 8 telles que :

2

w=dg + 2, &. dH(J) ;
o : J
J=1
la restriction Wy de w 3 V vérifie donc :
dwv =0 ;3

or : dim V=424 3 V est donc une variété lagrangienne.
Ce résultat pourrait d'ailleurs &tre déduit du théordme 3.1, 3°), (3.22).

Soit R un repdre de 2 ; soit (x,p) = Rz ; la condition que H(j) et H(k)

sont en involution s'énonce :

o(d) or®) >ptk) outd) .
< 6X b bp > < ax ’ ap > = b
c'est-a-dire :
| ;o (x
(7-5) e ,H( )= o ,
, - (3)
en notant.»,%’j la dérivée de Lie suivant la direction caractéristique de H J :
n
s @ )

dp ’ dx ) -
De (7.5) résulte :

234 . d_H(k) =0
nd

-e

d'autre part la définition de la dérivée de Lie donne :

&{f,dzzz:O H

l'LJ
d'ol, vu la définition (7.3) de 7 :

(v;) ¢ ‘ 4

v

Vu le théoreéme 4 2°), la condition qu'une fonction lagrangienne U définie
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v

sur V vérifie :
Mg 2a® g0 mea. 142

est donc que son amplitude lagrangienne B vérifie
H c“‘. =0
(vj). 4 5P H
2
puisque les H(J) sont indépendants, c'est-a-dire vérifient (7.1)1 , cette condi-
tion s'énonce :

B est constant sur V .

la condition que la fonction U soit, mod. 1/v , lagrangienne sur V équivaut

donc, vu le n° 6, & la condition quantique de Maslov.

Preuve de 2°). - Vu le chap. II, § 2, (1.1) , le commutateur de a(J) et (a(k) :

() )

() R0y 2 0) ()

a - a
est l'opérateur associé 3 la fonction formelle :

TR R OESCOR S

7z = z'

la condition que H(J) et H(k) sont en involution est que cette fonction for-
melle est nulle mod. 1/\)2 ; c'est une fonction impaire de v ; elle est donc
nulle mod. 1/\)3 ; d'ou :

(7.6) ‘ [a(j) , a(k)] =0 mod. 1/V3 5

or, vu le théor2me 4 2°)

. Vep ch ’
aéJ) (o e ) =73 € XR/ .2nj (v xR / ) mod. 1/Vv° ;
donc
(3) (&) VPRy _ 1 VPR _1/2 . ~1/2
[aR » ap o e ) =-;§ e XR/ Ez;j , k](aXTi / ) mnod. 1/v3 :
%
donc, vu (7.6)
[’gj’&fk]zoy
" "

les transformations infinitésimales L 1 ,...,.K-L engendrent donc un groupe abé-
" "

lien d'homéomorphismes de V , si V est compact ; d'oh2°).
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Complétons ce théoréme 7.1 :

THEOREME 7.2 . - Soient 4 operateurs lagrangiens a(S) (3 =1 4000y &)

/ ?

— . - - 1 - . -, a
COMMUTANT L'UN A L'AUTRE ef égaux, mod. —3 , aux opératcurs associés a %
hamiltoniens H‘°> indépendants [clest-a-cire : vérifiant (7.1)1] ; ces hamilto-

niens sont donc_en involution |[c'est-a-dire : vérifient (7.1)2]. Posons le probléme :
T+

définir sur une variété commexe V , mod. 1/v , une solution lagrangienne U
du_systéme :
1 £) . 42
(7.7)r a( )U = eee = a< U =0 mod 1/v (rz1) .
Supposons vérifiées les conditions, i) et ii) dont le théordme 7.1 prouve la néces-

sité ; alors ce probléme s une solution U i et seulement si, en outre, les deux

conditions suivantes sont simultanément vérifides :

iii) une solution de (7.7)m 1 existe sur V 3 (nous la supposerons explicitée) ;
1 SELBEE SUE
\'d
iv) une fonction V - L, que définissent 1'intdgration d'une forme de Pfaff définie
et fermée sur V \ L et la condition d'avoir des singularités polaires sur
T, est une fonction V4 € ; { la connsisgunce de cette fonction rdsout expli-
R

citemeut le problime ) .

Quand i) ii) 4iii) iv) sont vérifides, alors, sur V , la solution U de

\

(7,7)r est définie 3 un facteur w»rés, qui est un nombre fcrmel de phase nulle.

Préliminzire & la preuve . - Scit R un repedre de Z ; soit V vérifiant i) ;

b

énorigons comme suit le théordme 4 1°) 2°) : soit B V‘\}}R.q C

(3)+ 1Ay o 1/2 oplx)
(7~r') a'RJ (V’X’;}‘ "g‘") (XRI <X> E}(X) e ) =
v (x)
1/2 YRV L7 PR
Xy (x) e %/ - Mg(x,v~ s(x) ,
N v

.s




Preuve . - Soit U wune fonction lagrangienne, définie sur V , d'amplitude
lagrangiemnne BO = 1 ; notons son expression dans le repére R
; )
2 VQPR(X/ - 1
U (v,x) = /2 e 5 e ()
N v -

oh: B =1, Bl ® v \th - C .

o}

. 1 s o
Supposons que U est donné mod. ;; et vérifie (7'7)r—1

. sont donnés et, vu (7.8); vérifient :
Po ? Pr-1
s .
(7.10) 2_/\ Mi Bs—tzo Pou.r j:1 ,...,‘gl ’ 5:1 g0coy r .

=1
Ia condition que U vérifie (7.7)r est que :

r+1

(7.11) (v,) ool op =0 ;

o r+1-s

cette condition est un systéme de 4 équations, qui définit (Vj) Mg ﬁr , clest-

a-dire : (vj)'&fj . 3 c'est-d-dire df , en fonction de B _ ,..., B, ; la
"

condition d'intégrabilité locale de ce systédme, c'est-a-dire la condition que

l'expression de dp gqu'il donne soit une forme de Pfaff fermée, s'énonce, puisque

les Mg =ri§j commutent :

n
. I+ r+1 .
i J _ -~ J _
(¥k) o 2 we_ L, - Mo ;Ez W, =0

c'est-a-dire, en remplagant s par s+1 :

- T . T
. J r .
(7.12) é;g [M1 ’ M§+1J iBr—s+ é;? M MEJ Preg +
T
= Il 5 =
éja( 5410 My~ Mg 40 Mﬁ) Prog = o .
Or (7.10) impligue
P I,
égq *s41° M1 Prog * éL% s+1° Mt+‘| Prog-t = 90
- H]
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r-1 r-s
oi J signifie 2> 5 autrement dit, cette somme est étendue & 1'ensemble -
s,%t s=1 t=1

des couples d'entiers (s,t) tels gue :

1l=s , 1=t , s+t=1r ;
autrement dit, (7.10) implique :
r Mk j r s-1 Mk P
M =
531 s+1° ™ Br--s + ézz 591 s=t+1° Mt+1 Pr-s 0
et de méme :
r . r s-1 .
J J —
;31 Ms41° ME Pros * é?z 591 Mg i1© Mz-t+1 Prog =0 -

La condition d'intégrabilité locale (7.12) s'écrit donc :

r S

J _ .
£31 ézg [Mt+1 ’ Mz-t+1] |E}r—s =0 3

elle est donc vérifiée, vu 1'hypoth2se de commutativité (7.9).

Le systdme (7.11) définit donc une fonction

EI':V\Z%{HC N

v

a l'addition pres d'une fonction locglemfnt constante sur ; \ Z&{ . Avec ce choix
de Br s UR est localement, sur V \ Z%i , 1l'expression dans R d'une solution
lagrangienne de (7°7)r .

Vu le lemme 5, 1°), qui vaut mod. 1/Vr+2 , 11 existe donc une solution lagran-
gienne de (7.7)2 sur % , dont l'expression dans R est vUR L 3 1'addition preés
a Er d'une fonction constante sur chaque composante de V \ Z&i ; vu le théoreme
5, 1'addition & B vde 1'une de ces fonctions fait que xi5r B.. est indéfiniment

différentiable sur V ; Er est donc alors défini & l'addition preés d'une fonc-

tion constante sur V

Vu 1'hypoth&se ii) 1la condition de Maslov est vérifiée ; vu le n° 6, pour que

U soit lagrangienne sur V mod. 1/\)1‘+1 il est nécessaire et suffisant que Br
soit une fonction : Vs ¢ . D'ou le théoreme.
CONCLUSION . - V.P, Maslov [ ] nomme "asymptotiques" les "solutions définies

mod. 1/V" étudiées n° 6 et 7. Elles n'ont pourtant aucune raison d'étre égales
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mod. 1/v & une solution lagrangienne U de 1'équation a U =0 (cf. théordme 7.2

et du chap. III, § 3) ;3 et une expression UR d'une telle solution U n'a aucune

raison d'étre le développement asymptotique d'une solution de 1l'opérateur différen-~

tiel ou pseudo-différentiel que ap peut définir formellement : les exemples

traités au chap. III le montrent.

Le caractdre le plus évident de cette analyse lagrangienne, suggérée par 1l'étude

de V.P. Maslov [ ], est son originalité propre.

Elle est formelle ; du point de vue physique, c'est donc aux grandeurs non

observables de la physique quantique qu'il n'est pas absurde de l'appliquer.

§ 4 . Les systdmes lagrangiens homogdnes : a U=0 .
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§ 4. SYSTEMES LAGRANGIENS HOMOGENES A PLUSIEURS INCONNUES.

Généralisons les résultats les plus simples du § 3 : ses théordmes 4,5,6 et 7.1.

)
1. CALCUL DE 25 aﬁl Um . = BEtendons un résultat de [B:L n°® 8, en explicitant
m=1
sa preuve ; nous généraliserons ainsi le théoréme 4 du § 3.

Notations 1. - Soit a une u X u matrice, dont les éléments aF;

my,n=1, .c.,1) sont des opérateurs lagrangiens, associés & des fonctions for-

melles de phases nulles, éléments d'une matrice

o 1 ] o uz
a = 7, - L oua_ : Q - C .
refl v
Soit W une hypersurface de Q, d'éguation

W:H(z) =0, oi H #£0 sur W.

2
Soit V  une variété lagrangienne de W ; soit g s2 phase dans un repére
R 3 notons
o o
(1.1) b (x,p) =a, (2), clx,p) =a, (z) pour (x,p)=Rz;

Soit o = {a1 yoaey au} un vecteur, dont les composantes sont des fonctions indé-

finiment différentiables

x servira de coordonnée locale sur V \ ¥ .

R
Soit M = xq a*x une mesure de V  invariante ( § 3,n° 3 ) .
THEOREME 1 . = 1) On a :
N 13 veo_ (x) ’ th(x) 3
(1'2) aR(V’X’Té—;)[Q(X)e R ]= ) —;‘_e Lr(xyg)a(x)y

rewy v
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ot 1. es' une poX W

. es' matrice, dont les éléments sont des opérateurs différen-

tiels d'ordre = r, dépendant de V , a et R .

(1.3) Lo (1) = (o, ) -

2°) Supposons dét b = H. Il existe deux p- vecteurs non nuls , f
fonctions de

et g,

(x, ) €W tels que :

u il
(1.4) bf=0, 'bg=0, clest-h-dire: I bﬁ £.=0,2 o bg =0 ;

m=1 n=1

choisissons-les, ce qui est possible, tels que sur W :

fm g{' soit le mineur de bﬁ dans la matrice b,

c'est-i—~dire tels que :

(1.5) dE= » f_ g db, mod. H .
m,n
Notons
e n
<g,u> =7, & U pour tout vecteur u=(u1,...,up) .
n=1

Bvidement, vu (1.3) et (1.4) :

(1.6) < (x, 0y ) s Ty (1) o« () >=0.

Cette formule est complétée par la suivante, ol vy

v \ER + € et ol T est la dérivée le long des courbes caractéristiques
de W c'est-a-dire la dérivée de Lie £n
o
(1‘7) <g(X’cPR’X)9L1 (X’5X>[Y(X)f(x’ch,x)]>=
1/2 d

/2 & G2y e e ) v

ou J (x, p) est défini sur W par la formule

__ 1 n ,m m, n n, m n I
(1.8) J= zmz’)n [ (g yb ) £ +b (g, £)+¢g (bn,fm)]+mzng c, o

est une fonction arbitraire :



4
b
-
I
|
N
|

dans saqueli.. (., .) désigne la parenthdse de Poisson, définie par (3.14), § 3

Voici des propriétés de J , évidentes sauf la premiére :

‘Note 1.1 . = J ne dépend que de b, c et des restrictions de f et g & W.

Note 1.2 . - La multiplicationde f par h : W =+ C\ {0} mltiplie g

dh \

. =1 . 1
par i et ajoute T at @ J .

Note 1.3 . - Si la matrice b est symétrique et la matrice ¢ antisymé-
trique, alors J = 0, car on peut choisir f=g.

Note 1.4. -~ Supposons les matrices b et ic self-adjointes ;c'est en parti-

culier le cas quand le matrice a est self-adjointe, c'est-h-dire quand

m n, %
(V.m,n) an =(am) ’

alors les valeurs de J sont imaginaires pures, car on peut choisir g =f

Preuve du théoréme . - 1°) résulte du théorzme 4, § 3 . Pour prouver 2°), notons :

n om a 96 (x,p)
a=a ,9p=0(x),b =b (x,q9 ), b =——s—r ‘
R R n n ‘" x nx ox P=¢

, etc.

en sorte que, x et p‘j &tant les composantes de x et P (1, J = 1,.00,4) ¢

) abﬁ m m
(1.9 — =b .+ 2 b G .
dxt nx' j=1 npj x* x4

Vu la définition (6.3) - (6.6), §1, de a'

b P . .
npipj x xY

+
~~
e
N
B
+
Nl
.M
oy
+
(o]
N~
R
| S—
B
o
Q

i,J

d'ol, vu (1.9) et la définition (1.2) de L,

d
<g, Ly (x,37) «> =
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0« o) m m
2 on Lo n (D by, toy)
J,m,n Py axd m,n j ox 3
d'oh, en choissant a = vi, » vu (1.5) :
dy
<g,L (vf)> = DH -+
1 . P J
j ox
of
n 3 m
(1 x @ —Seip & 5 )
j,Mm,n pj ox j,m,n ox 3
foso s d
donc, vu (1.5) et la définition de It sur W

(1.10)

ou

- X
(1.11) J=2 D & DPnop.
Jy,n J
Or, vu (3.28) § 3 :
d
»— (H
J axY

(1.10) équivaut donc &
o)

— (D

ox* n

(1.11) peut donec s'écrire :

<g, L, (vf)>=

Y

Ay
at

)= -

J

(1.7). D'autre

nbm>=

n

j ox? J

¢ . m
. & ov)
jymn  OxY P;
1 dxg
b
Xg dt

part, vu (1.4) :

(v B® f) =

ij m %

P () vedy,

n m
fm +7, & ¢

m,n

f



m n
fm - bn g
df o™ n
J=% D o —n e _ + Dot £,
j.m,n ax? ox 9 _ dx Y m,n
m n
fmp. bnp . gp .
J J J
c'est-a-dire, vu (1.9) :
m n
L e €
(1.12) J=%2 3 £ vt g + 0 & ci £,
J,m,n m xJ nx’ Py m,n
m n
b g
m n .
P; P; Py
car
m n
fm -, g
> f bm gn ¢ i j= o,
i,3,m,n mPy ny Py X x
fap %ap &
J J J

puisque le déterminant ci-dessus est une fonction anti-symétrique de (i,3).

Oor (1.12) équivaut évidemment & (1.8).

Preuve de la Note 1.1. - (1.8) s'écrit

- _ 1 n .m n ,.m n m .
J=-2 D [(ehv £) +eg (b, £ )]+ & ¢ f 3
m,n m,n
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or, ~: (1.4), il existe des fonctions régulieéres Fn telles que @
- m _
%; bn fm = H Fn H

donc., sur W ou H = 0:

n
_ 1 d, n m n ,m .
J == [% FoogE tD g (bn,fm)]+mz>n g b, f 3
b b

donec J ne dépend que de b,c,f et de la restriction de g & W.

o
2. EoOLUTION DU SYSTEME LAGRANGIEN aU=0, QUAND LES ZEROS DE det a_ SONT
SIMPTES .- Alors le n° 5 du § % s'étend aisément .

Notations 2 . — Conservons les notations 1. Vu le théoreme 1 1°), les solutions

du systeme

(2.1) b2 aﬁ U =0

sont :éfinies sur les variétés lagrangiennes V de l'hypersurface W  d'équation

(2.2) W:H=0, ou H=dét. b ; (par hypothese : H £0 sur W.)

Soit

1'expression, dans un repére R , d'une solution

U= ( Uy seees U )

du systéme (2.1) , qui s'écrira :

alU=0;
les Um sont des fonctions lagrangiennes définies sur V < W; les % p sont
1
des fonetions : V \J) - c¢" . Vu le théoréme 1, la condition a U =0 sur
v \7y, s'éorit : (Y r €W)
R v

r
(2.3) Ly () o L (0 +2 1, (.55 ) O pog(®) = 05
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vu (1.6) , etle implique :

r
)
(2.4), <eg (x,wy o) ’53 Ly (kog) o (x) >=0.

. Notons Mo 1'une des matrices vV - CHXH telles que 1la relation
LO (X) G (X) =o' (X) ,ou < g (X9 CPR, X) y ' (X)>= 0, [Q(X),Q'(X)ECP']

équivaut & 1'existence de v : V \2 = C tel que :
R

@ () oy (0 £ Gy oy ) =M (0 @ ()
sous la condition (2’4)r , 1'équation (Z.B)r s'écrit donc :
* 3
I R SN LT R MO L NNNCE
et, vu (1.7) , 1'équation (2.4)r+1 s'éerit :

4
r dt \'R,r *R

1/2 - z d -1/2
(2.6) P)e by i TEe < gl D Ty oo (0> x /220

R R,r-s R
Le théoréme 2.2 du § 2 compléte comme suit ces équations (2'5)1' et (2.6)r (rew):

~3r-1/2 - 3r-1/2 e s e g
(2'7)1' op X et donc YR,y X est indéfiniment différen

R R

tiable sur 27 ; rappelons que X = Q sur L

R R R

Le lemme 5 du § 3 s'étend aisément : il montre que les conditions (2.5) ’ (2.6)r
r

et (2.7)r permettent de résoudre le sytéme alU=0 en employant un seul repére
R ; plus précisément (cf. § 3, théoremes 5 et 6) :

THEOREME 2.1 . - Soit V une variété lagrangienne de 1'hypersurface )

définie par (2.2) ; soit V son revétement universel. Soit R un repére .
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i -1

S d x une mesure invariante de V ; supposons gque X R R-e
s'annule pas une infinité de fois sur 7, ; supposons 7, transverse aux
R R
ceractéristiques de W qui engendrent vV . Alors, pour que
v
1 *r
U = 2 r “gr,r °
reN v ’

soit 1'expression dans R p d'une solution lagrangienne U = (U1, cees Up> ,

définie sur V [ou sur V ], aQu sytdtme a U= 0, il faut et suffit que (Vr€m)

les vecteurs « : v\ " et les fonctions v : V\Y *C vérifient
R’r R R,I‘ R = —
les conditions :
v
o 'R
(2.5)., ,(2.6). , (2.7) [ et _que YR,r © sV \ER +C].
Note 2. -  Ce théoréeme s'applique aux solutions, définies mod. ;L1 , a l'addition
v
v, v @ v
pres de i%—f e R , OuU e o R :V »ctou Vo C“] , du systéme :
v
aU=0 mod .
s+1
Evidemment : v
THEOREME 2.2. ( Réduction mod. L d'un systéme & une équation). - Conservans les

2

\Y

hypotheéses du théordme 1. 2°), qui définit H et J . L'existence sur Vc W

v

[ ou sur V'] d'une solution du systéme lagrangien
(2.1) U=0 mod —=, clest-a-dire : 2 a® U =0 mod -=
"2 a 2 : n m 27
v m v
équivaut 4 1'existence sur A [QE_V ] d'une solution de 1'équation lagrangienne
1

(2.8) a' U' =0 mod —— ,

v
ol a' est 1'opérateur lagrangien associé & la fonction formelle

H+ 1 J .
v

A toute solution U du systéme (2.1)2 correspond une solution U' de 1l'équa~
tion (2.3) telle que

1
U=TU'f mod 5 .
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Le chapitre IV emploiera, dans le cas particulier de 1'équation de Dirac, un

théoréme de réduction analogue au pré:édent .

3. UN SYSTEME LAGRANGIEN PARTICULIER a U= 0, POUR LEQUEL LES ZEROS DE
daét. ag SONT MULTIPLES. - Le chapitre IV emploiera l'extension suivante du

théordme 7.1 du § 3 . (Le théordme 7.2 de ce § 3 admet une extension analogue).

THEOREME 3 . - Soient a(k) (k=1,...,2) des u X p - matrices dont les

k .
éléments sont des opérateurs lagrangiens ; supposons a( ) associé mod 'JE
v
a4 la matrice
H(k) E + —%— J(k),
. . s (k) (k)
ou E est la p X p- matrice unité, H : Q> C et J est une u x p
) 2
matrice : Q - €Y . Notons V la variété d'équation
L
(3.1) vie (M @)= e -o0.
(k) 1
Supposons que les a commitent mod. —3 et que
\%
£
dH(1) /\.../\dH( ) # 0 au voisinage de V.
Alors :
1°) Les hamiltoniens H(k) sont deux & deux en involution : V est une variété
lagrangienne ; sa mesure
L
n = d2 zZ
B (2) ‘v
avM A.nam

est (Vk) invariante par le vecteur caractéristique ’1(k) de H(k) ,
qui est tangent a vV . 8Si V' est compact, V _est donc un tore, dont
les transformations infinitésimales £n (k) engendrent le groupe des transla-—

tions .
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2°) Coit U= (U1,...,Uu) un vecteur, dont les composantes U sont des

foncti-ns lagrangiennes ; pour qu'il vérifie le sytéme lagrangien

(2.2° (Vk) a(k) U=0 mod.

il faut et suffit que U soit défini sur V et ‘que les amplitudes lagrangiennes

B =( Pis oees Bu ) de ses composantes vérifient le systime d'équations aux dérivées

particelles du premier ordre :

(3.3) @, gy + 5 8- 0 ou @, ) - £ (k) B

et ou (o, ) est la parenth®se de Poisson (3.14) du § 3 ; ce systime

" équivaut 4 un sytéme de Pfaff complétement intégrable

(3.4) dBf=wpB , clest-i-dire dB_ = 33 o B, ol les éléments a-
n m n m n

de la B X ¢ matrice w sont des formes de Pfaff définies sur V ;B doit

vérifier, outre (3.3), la { condition quantique ) :

1 Vo @
(3.5) (F-)2pe® R:iv\p ~c".
d x R

Note 3 . - La condition que (3.3) est complétement intégrable s'énonce :

U

(3.6) dw=0Aw, ou wAw estla matrice d'éléments b ui A wﬁ ;
h=1
elle est donc vérifide ; elle équivaut a
7)) (i, ) (@D, 00y o) @)y S0 500 500 (0 o oy
(H(i),I{(k)) =0, en notant, dans un repdre arbitraire R
(1) 0y _ & () () & (1) )
(0°™/,3) = H -2 B g .
=1 P5 x? 5=t x? P;
(3.6) ou (3.7) équivaut & la commutatibilité des a(J) mod . —%— .
v
Preuve de 1°) . - Soient Uy (m=1, «.., 1) des fonctions lagrangiennes

définies sur V , d'amplitudes lagrangiennes Bm ;5 soit U= 3 U1, ceey Up) s
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) =(a,,...,e.m).Vu le théortme 4 du § 3 :

V@

+ (k) - _a /2 R (k) 2 2
(3.8) ap (v, x, 3 ) U = T Xg e L (X’ax) B mod. 5
ou ka) est une u X p matrice, dont les éléments sont des opérateurs diffé-

rentiels d'ordre 1 ; la partie principale de L(k) est £ (k) E, £ (k) étant
" "

la dérivée de Lie suivant le vecteur caractéristique n(k) de H(k) et E 1la

s 1
g X g matrice unité. Par hypothese, les a<k) commutent mod. —g ; donc les
v

L(k) (x ’é%i )  commutent ; leurs parties principales £ (x) commutent donc ;
u

b
les K(k) sont donc tangents 4 la variété V d'équation (3.1) .

D'ou 1°) (Cf la preuve du théoréme 7.1 1°), § 3.)

Preuve de 2°) . - Le systéme (3.2) équivaut, vu (3,8), au systime :

o
(3.9) (k) 1 (x, L) p=0;
puisque les iy (k) commutent, on peut trouver sur V des coordonnées locales
%
t1 yoooy tL telles que
(3.10) Ly = Se
U k

vu le théoréme 4 du n® 3 :

(3.11) 1) (x,5%) = aik +

le systéme (3.9) , d'inconnue B : V - &  devant vérifier (3.5), équivaut donc

au systéme de Pfaff sur  V:

dB+wpB=0,

£
ol
n =
—
<o
~~
=
g
joN]
+
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est une p X u matrice, dont les éléments sont des formes de Pfaff. Puisque les

a(k) commitent, les L(k) définis par (3.8) commtent, ce qui s'énonce, vu
(3.11) :
(k) (1) . ,
8 J 3J (1) () _ (k) (1)
(%.13) ST - 33 +J J -J J =0,
i k
ou encore, vu (3.6) : dw = w Aw . C'est la condition d'intégrabilité compléte

du systéme (3.4) ; vu (3.13) et (3.10) cette condition est aussi exprimée par (3.7).



CHAPITRE IIT

Equations de Schrddinger et de Klein-Gordon,

pour 1l'atome & un électron, dans un champ magnétique.

INTRODUCTION . - Sommaire . - Les problédmes les plus intéressants de la
théorie des équations aux dérivées partielles, linéaires et homogdnes, sont les
problédmes de valeurs propres ; leur caractére essentiel est de n'avoir de solu-
tion qu'exceptionnellement. Ce chapitre III donne des exemples de problémes

lagrangiens ayant ce méme caract@re ; ces probleémes supposent :

£ =3 ;5 Z(3)=X@X¥ ; X=X¥= o (espace euclidien) ;

ils concernent l'opérateur lagrangien a associé & un hamiltonien H , de type

approprié : le systeme d'Hamilton qu'il définit possdde deux intégrales premidres

définies sur Z(3) : la longueur L et 1l'une des composantes M du vecteur
XA p de E5 .

Cet hamiltonien peut &tre celui de 1l'électron, non-relativiste ou relativiste,
soumis & l'action simultanée du champ électrique d'un noyau atomique fixe et d'un

champ magnétique constant (effet Zeeman) ; alors H dépend d'un paramdtre :

le niveau d'énergie E de 1l'électron ; a est l'opérateur de Schrédinger ou
(cas relativiste) celui de Klein-Gordon ; les niveaux d'énergie pour lesquels

nos probldmes lagrangiens ont une solution coIncident avec ceux que définissent

les probl2mes cu'il est classique d'étudier & propos de ces opérateurs.

L'intérét du point de vue lagrangien est sa simplicité : par application du

théoreme 7.1 (Chap. 11, § 3), le § 1 obtient ces niveaux d'énergie par une

quadrature ; elle se calcule aisément par la méthode des résidus dans les cas

Schrddinger et Klein-Gordon.

Le § 1 cherche les solutions, définies mod. 1/V sur une variété lagrangienne

compacte, du systéme lagrangien :

(1) alU= (a 5 = const.) U = (aM - const.) U =0 mod. 1/v2 ’
L
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ou a 5 et ay sont les opérateurs lagrangiens associés aux intégrales pre-

L
migres L2 et M : il applique le théoreéme 7.7. Les équations possédant des

solutions (en particulier les niveaux d'énergie) et ces solutions sont caracté-
risées par 3 entiers, qu'introduit la quantification de Maslov :
L, m , n tels que Im’ =L <n ;

ce sont les 3 nombres quantiques de Schrddinger ; les variétés lagrangiennes
sur lesquelles ces solutions sont définies sont des tores T(£,m,n) de dimen-

sion 3 (cf. théordme 7.1, 2°)), d'équations

T(£,m,n) : H(x,p) = LZ(X,p) - const. = M - const. = 0 ,

ces constantes ayant les mémes valeurs que dans (1) et dépendant de (z,m,n) .

Le § 2 cherche les solutions, définies mod. 1/V sur une variété lagrangienne

compacte V et 3 amplitude lagrangienne <~ 0 , de 1l'équation lagrangienne

(2) alU=0  mod. 1/v2 .

I1 s'agit donc d'un probl2me formellement analogue au probléme aux limites qu'-
il est classique d'étudier & propos de 1'équation de Schrddinger, la condition
d'allure & 1'infini de ce probléme classique étant remplacée par la condition
que V est compacte. Bn général, la condition d'existence est la méme : un
triplet d'entiers quantiques la définit : mais la solution correspondant & ce

triplet n'est plus nécessairement unique.

Le § 3 cherche les solutions, définies sur une variété lagrangienne compacte,

du systéme lagrangien

(3) | a U= (aL2'— const,) U = (aM - const.,) U=0 ,

2 : P
les constantes étant des nombres formels, réels mod. 1/vS , H étant 1'hamil-

tonien de 1'électron, relativiste ou non ; alors a , a 5 , et ay commutent ;
L

le théor2me 7.2 s'applique ; les solutions sont encore caractérisées par le
triplet d'entiers quantiques (£, m, n) ; les solutions du probldme (1) sont,

mod. 1/v , celles du problame (3).

Le § 4 rappelle le probl2me qu'il est classique de se poser & propos des équa-

tions de Schrddinger et Klein-Gordon : trouver une fonction

u E3 » C
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de carré sommable ainsi que son gradiers, vérifiant 1'équation aux dérivées par-
tielles
(4) au=0 ;

le § 3 rappelle la résolution de ce probleéme, pour montrer qu'elle différe essen-

tiellement de celle des proble&mes précédents : nous constatons, sans 1l'expliquer,

gue tous ces problémes définissent les mémes niveaux d'énergie,

Les difficultés que rencontre le § 2 et la longueur des calculs qu'emploie
le § 3 contrastent avec la simplicité du § 1 3 ce § 1 justifie la conclusion

suivante :

CONCLUSION . - Appliquée & l'atome & un électron, placé dans un champ magné-

tique constant, la quantification de Maslov (Chap. II, § 3, n° 6 et 7) donne

aux grandeurs observables (c'est-3-dire aux niveaux d'énergie) les mémes valeurs

que la mécanigue ondulatoire ; mais cette quantification de Maslov est directe-

ment apparentée & la mécanique corpusculaire, donc, & la premidre théorie quan-

tique ;3 néanmoins elle n'en a pas les défauts : elle a une justification logique

(Chap. I et II) ; elle n'exige pas la détermination des trajectoires de 1'élec-

tron non-quantifié, mais seulement la connaissance des intégrales premigres

classiques, L et M , du systeéme d'Hamilton définissant ces trajectoires.

L'interprétation probabiliste de cette quantification est la suivante : dans

1'état défini par un choix du triplet d'entiers guantiques (&4, m, n) , le

point (x,p) représentant & la fois la position x et la quantité de mouvement

p de 1'électron appartient & un tore (%, m, n) a4 3 dimensions de l'espace

3 6 dimensions : 2(3) = B @ B3 ; la probabilité que (x,p) appartienne 3
une partie de T(E, m, n) est définie par la mesure invariante 71 de ce tore

(4, m, n) (cf. § 1).

Note . - ©Soient 2 triplets distincts d'entiers quantiques :
(fw m, n);é(ﬂ', m',n') 5

ils définissent (§ 1) des tores dont 1l'intersection est vide :
(%4, m, n) N T(4', n', n') = @ ;

soient U et U' deux fonctions lagrangiennes définies respectivement sur
T(4, m, n) et T(4', m', n') ;

leur produit scalaire est donc (Chap. II, § 2, théordme 3.2, 3°)) :
(u/u') =0 .
Historique . - V.P. Maslov n'a pas explicité cet emploi de sa quantification ; il

n'a étudié que le cas de nombres quantiques tendant vers 1'infini, c'est-a-

dire "le principe de correspondance" de la mécanique quaatique.
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§ 1., Un hamiltonien H , aucuel s'applique commodément le théordme 7.1(Ch. II,§3).

Les niveaux d'énergie, avec effet Zeeman, de l'atome & un électron.

Le théordme 7.1 du chap. II, § 3 suppose données, sur < 2(¢) , %4 fonctions,
2 2 2 en involution. Ce chapitre IIT choisit £ = 3 et un triplet classique

de telles fonctions.

1 . QUATEE FONCTIONS, DONT TOUS LES COUPLES SAUF UN, SONT EN INVOLUTION SUR
3 3
E

® E° . - Notons X = X¥ = E3 l'espace euclidien de dimension 3

appliquons le chapitre II &

L 3 ) Z(B) = EB @ EB ’

un repére BO de 7 étant donc choisi : le théorgme 5 du chap. II, § 3 nous

évite d'en employer d'autre.

Par contre, dans E3 , nous employons non seulement un rep2re orthonormé

fixe (I1 ’ 12 ’ 15) , mais aussi un repére orthonormé mobile. Notons :

X€EX=E , p€xr-p |,

(x1, X, x3) et (p1, j pB) les coordonnées de x et p dans (11 'L ,I%) :

2 3
X = 2, X, 1. ’ p= 7 p.I. .
§=1 =1 27

Définissons par

R(X) = le ’ P(p) = lP' ’ Q(X’P) < PyX 7, L(X,p) = IX/\ Pl ’

(1.1)

I

M(x,p) = Xy Py - X, Py (troisi®me composante de x /A p) |,

cing fonctions de (x,p) , évidemment liées par les relations
2
(1.2) 12+ Q% = P°R° M s ;5 0=P ; O0=R .

Le vecteur 13 a donc un rdle priviligié ; (ce sera, par exemple, la direction
du champ magnétique produisant l'effet Zeeman).
Y4
Dans E3<® EY , le syst®me caractéristique de d <« p,dx > est

dx = dp =0

toute fonction EB(Q E3 - R en est intégrale premiére ; la parenthése de

Poisson ( « 3 s ) (définition 2 du chap. II, § 3) de deux telles fonctions
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est donc définie; vu la formule (2.5) (ibid.)
(1.3) (,m) = (1,q) = (L,R) = M,Q) = M,R) =0 , (QR) =R .

D'apr2s le théor2me 2 (E. Cartan) du chap. II, § 3, une quadrature définit

localement sur E5<3 E? quatre fonctions numériques réelles

telles que :

(1.4) | < pydx > = df  + £y AL + £ dM + fs dQ .

Explicitons ces fonctions fj . Notons (J1 ’ J2 ’ Jz) le repdre mobile

‘orthonormé, défini pour L # O , tel que :

(1.5) . x=RJ, , xAp=LJ

ce qui implique :

(1.6) | ‘ P = QR Jy + LR"1 J, , P £0 , R#Z0 .

Notons W, Wy, w3 les composantes infinitésimales du déplacement relatif

de ce repdre (G. Darboux -E. Cartan) ; ce sont les formes de Pfaff

telles que :
(1.7) aJ, = Wy Iy = 0, J3 , A, = o, J3 - wg Iy s dJ3 =0, I -0, Ty
rappelons que la différentiation extérieure de ces relations donne les équations
(qui sont les équations de structure du groupe orthogonal) :

= Wa = A = A
(1.8) dw1 w5 A w5 , dmz w, w3 ’ duu3 W, Nog .

La différentiation de (1.5)1 donne, vu (1.7) :

(1.9) dx = (dR) J; + Rwy Ty - Ruwy T ;

d'ol, vu (1.5)

(1.10) < pydx > = QR_1 dR + L wy .
Pour transformer cette formule en une formule du type (1.4} introduisons les

angles d'Euler & , ¥ ,» 3 ce sont les paramdtres du repeére (J1 ’ J2 ’ J3)

définis comme suit, pour

J3 £+1 c'est-3-dire : |M| < L

3 b
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une rotation de & autour de 15 transforme (I1 , I ’13) en (I% ,» I} ,13)

N

tels que

Y]

une rotation de @ autour de Ié transforme (I% s I ’If) en (Iq ,Ié ’JB) 5

N -

une rotation de ¥ autour de J, transforme (Iq s L

3 ’J5) en (J1 ,J2 ’J3)'

N -

Evidemment :
(1.11) M=Lcos@ ;
on peut faire en sorte que

Oc @<« m 3

& et Y sont alors définis mod. 21 . On a les formules classiques :

Jy = (cos & cos ¥ cos @ - sin ® sin ¥) I, +
+ (sin & cos ¥ cos @ + cos ® sin V) 12 ~ cos Y sin @ I3 H
(1.12) J, = (-cos ® sin ¥ cos @ - sin ® cos Y)I1 +
+ (-sin ® sin ¥ cos ® + cos & cos ‘J{)I3 + sin ¥ sin @ Iy
J3 = cos ¢ sin @ 11 + sin ® sin ¥ I, + cos U 15 .
w1 =-cos ¥ sin ® db + sin ¥ 4O ;
(1.13) w, = sin ¥ sin © & + cos ¥ 4@ ;
wa.: cos ® dp + dv .

L'expression explicite de la formule (1.10) est, vu (1.11) et (1.‘15)3 :

(1.14) <p,dx>:Q%+Ld‘f'+Md<1‘v .

cette formule fondamentale est du type (1.4), conformément au théordme d'E, Cartan

qui nous guide.

Formules complémentaires . - La différentiation de (1.6) donne, vu (1.7) :

(1.15) dp = [d(QR_1) - m‘1w5]J1 + [d(LR—1) + QR_1w3]J2 + [IlR—1w1 —QR_1w2]J5 .

Vu (1.9) Ox = dx, A dx, A de vaut :
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(1.16) ‘ dsx = R2(d_R) AW, A ws ;

D'ou, vu (1.15) :

3 3 _ .@_I_{. N w A
dx/\dp—LR/\dQ/\dL w, (1)2/\033 ’

'c'est—é—dire, en substituant aux wj leurs expressions (1.13) et en éliminant @
grice & (1.11) :

(1.17) &x A &Pp = AL A aM A 4Q A-%? Add A QY .

Notons Q6 une partie ouverte de Z(3) = E3 ® E3 sur laquelle :

M < 1 ;

6
sur nous pouvons donc employer les coordonnées

L,Mm,Q,R,®,Y¥tY ,

® et Vv étant définis mod. 21 .

Note 1 + - Sur u6 , L#£Z0 ; donc, vu (1.2)1 : P£0 , R#£0 .

LEMME 1 . = Soit V une variété lagrangienne de $26 ; (dim V= 3) ; rempla-
¢ons chacune des fonctions et des formes différentielles précédentes par sa restric-
tion & V .,

1°) Le contour apparent Z)R de V est la surface de V ol :
o

(1.18) LRO: dR/\wzl\w3=O sur V .
2°) Au voisinage d'un point de ¥} , il existe sur V une forme différentielle

@ de degré 3 , nulle part mulle, telle que sur Z}R :
o

(1.19) dQszAwB/GéO ;<mAdRAw2/E§o ; mAuBAm1/GEO ,

les trois premiers membres étant trois fonctions non simultanément nulles ; il
existe une constante c¢ telle que, au voisinage de ce point de V , l'indice de

Maslov mR de V ait la valeur :
(o]

(1.20)

B
It

c pour dB/\wz/\wS/ﬁ)'<O ,

1+ cpour dRA w

i

2/\0)3/.u_)>0 .
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Preuve de 1°) . - L'expression (1.16) de Ox .

Preuve de 2°) .- Calculons le saut de my 3 travers ), en appliquant
o}

le théordme 3.2 du chap. I, § 3. Vu (1.9), (1.15), et (1.18), les composantes
djx et djp de dx et dp dans le repdre (J1 ,J2 'J3) vérifient sur V

en les points de 25

2 -1 -1
- - A = ;
dp A dyx A de (R [a(qr™ ") - IR wB] wy A g 3 QA wy AWz

d1x A d2p A d3x

i

- RdR A [d(LRf1) + Qﬁf1w3] Awy = dLAdRA W, 3

d1x A d2x A d3p

(ar) A ws A [Lw, - Qu,] =L dRA wg A Wy
D'oh; vu ce théordme 3.2 (chap. I, § 3), l'existence de @ vérifiant (1.19)

et (1.20).

2. CHOIX D'UN HAMILTONIEN H ., - Soit une fonction indéfiniment différen-
tiable

H: 06 - R 3

en involution avec L et M, c'est-a-dire, vu (1.14) , fonction composée des

fonctions L, M, Q, R:

(2-1) H(X’P):‘H[L(x,P) ’ M(X’P) ’ Q.(Xsp) ’ R(X)] H

H(.] est une fonction indéfiniment différentiable, définie sur une partie
ouverte (24 de 1l'espace R4 de coordonnées L , M , Q , R ; nous supposons

4

sur Q

(2.2) - 0<E, |ml <L, (B, B) = pur H=0 ;

OH[L , M, Q, R]
0Q

H  désigne la fonction valant

9
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Vu (1.3), les trois fonctions H , L , M de (x,p) sont deux 3 deux en involu-

tion, ce qui permet d'appliquer explicitement le chap. II, § 3 2 1'opérateur la-

grangien a associé &4 H .

D'apwrts le théortme 2 (E. Cartan) du chap. II, § 3 , une quadrature définit

localement, sur 0 , quatre fonctions numériques réelles

80,8'1,%2,%3

telles que
(2.3) <p, dx>=dg +gq dl + g, M + gz AH ;
nous emploierons cette formule pour H = 0 ; le lemme qui suit 1l'explicite pour

H=0;

vu (1.14), la quadrature est la définition de Q par (2.8).
Notations . - Soit (c¢f. chap. II, § 3) W 1'hypersurface de 96 d'équation

W o H(x,p) = O

.

Notons (LO , Mb) tout couple de nombres réels tel que IMOI < LO ; notons

V[Lo ) MO] toute composante connexe de la partie de W d'égquations
(2.4) V[, , M ] : HGx,p) =0 , L(x,p) =L, , M(xp) =M .

W est la réunion des V[L_, Mo] ; vu le théordme 7.1, V[LO , MO] est une
variété lagrangienne ; elle est le produit topologique

- du tore de dimension 2 et de coordonnées & et Y mod. 27T

~ d'une courbe connexe F[LO ; MO] du demi-plan ouvert de coordonnées (Q , R> 0)

1'équation de cette courbe est

(2.5) : rfr. ,mJ] : ®L ,M ,Q,R =0 ;
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cette courbe n'‘a pas de point singul ier, vu (2.2)5.

Sur W définissons, & 1l'addition prés d'une fonction de (L , M), une fonc~

tion numérique réelle t par la condition :

_ dR - _ dq
RE [T, M, Q, k] RE,[L,M,Q,R]

(2.6) at sur T'[L,M]"

quand la courbe T ([L,M ] est fermée, alors + est défini mod. c [L,M ], ot

(2.7) cln,m]= § - - 49 ;

4R
“rin,M B r{n,m] *g

t est monotone sur I'; (L,M,t, &, ¥) constitue un sytéme de coordonnées

locales de W .

Définissons sur W , & 1l'addition prés d'une fonction de (L, M) , une autre

fonction numérique réelle Q par :

(2.8) dQ:Q—%R- sur T [L, M ];

quand la cource I [L, M] est fermde, alors Q est défini mod. 2N [L,M ] ol

(2.9) N[L,M]= = § o 4R o o,
2T T[L,M] R

Q0 n'est pas monotone sur . WNotons sa différentielle :

dR

(2.10) | aaln,M,t] Q—ﬁ—+)\[L,M,t]dL+u[L,M,t] aMm;

il

le § 2 précisera les propriétds des fonctions A et p ainsi définies.

Nous pouvons maintenant expliciter la restriction de (2.3) aw:
LEMME 2 . - 1°) Tla restriction & W de la forme de Pfaff
w=<p,dx>
est

(2.11) w;=d (Q+L¥+ M 8) - (A+¥) AL - (u+ 8) aM.
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2°) Le systéme caractéristique de dﬂﬁd est le systéme d'Hamilton :

X _ d _
(2.12) f{—_?;,—p) - H (=7 , H(x,p) = 0.

5] X
Ses intégrales premiéres sont les fonctions composées des fonctions :
(2.13) " L,M, A\ + V¥, u+d;

L et M sont en jnvolution ;5 A + Y et p+ & aussi.

‘ 2°) Sur les courbes solution de ce systéme, c'est-a-dire sur les courbes caracté-

ristiques de H , nous avons

dR av a2 aqQ

dx o dp__ _ - - - .
4°) Sur W3
dsx/\d3 |
(2.15) ’—_E?I'—'L | = dLAAMAGtdBAAY.

W

Preuve de 1°). - L'expression (1.14) de <p, dx> dans Z et 1l'expression
(2.10) de QdR/R sur W.

P;euxg de 2°2. =~ Le lemme 3.2 (E. Cartan) du Chap. II;’§3 prouve que d(ﬁd

a pour systbme caractéristique (2.12) et est de rang 4 ; or, vu (2.11) :

do, = dLAd(X + ¥) +dM Ad (p+ 2); -

done (définition 4'E. Cartan du sytéme caractéristique, Chap. II, § 3, n° 2) , les
4 fonctions (2,13) sont intégrales premiéres de ce systéme ; les couples L,M et

M+ ¥,p + ¢ sont en involution vu la Note 2.2 du Chap. II, § 3.

Preuve de 3°) . - Ce méme lemme (E. Cartan) et 1'expression (1.14) de <p, x>

prouvent que d(uw a pour systéme caractéristique :

dR __ 4y __a® _ ___4ag _ _ _ H'=‘o
RHo iL,MQR] " H [ .1 B [.]7 "RE[.] 7 O o .
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Evidemmment
dx <x, dx> R4AR .
= 3 = - 3
Hp XQP) <x’ﬂp(x’ﬂ> <X,LP>H-L+<X,MP>H-M+<Xst>HQ

or, puisque x A (p+sx) est indépendant de la variable réelle s ,

< L>=<X M>= 0 3
X,p ’P ’

d'autre part

<x,Qp>=R2;

les quatre relatlions précédentes impliquent:?

. dx _ dR .4y _ae_ dg
Hp\’x,p) RHQ-LL,M.Q,RJ’HL " Hy  RE, ’
done (2,14) ,vu (2.6) et (2.12) .
Preuve de 4°) . - La formule (1.17) s'éerit :
A xAdp=dL AdN /\dH/\-ﬁ-—@— AdEAAY,
H
. 2
o, pour H=0, vu (2.14) :
dR = dt mod. (dL,dM,d¢,dvy):
RH
Q
a'oh (2.15) , dont.le sens est le suivant :
Axngd ] _
—-—%—v—}f—wﬂp ] désigne la restriction u)w 34 W des formes de degré 5 , T,
w .

telles que dH Aw = dsx A dsp; ?Ew est évidemment indépendant du choix de W.

3. LES TORES QUANTIFTES T (£,m,n) CARACTERISANT LES SOLUTIONS, DEFINIES
mod, 1/v SUR DES VARIETES COMPACTES, DU SYSTEME LAGRANGIEN

2 2,

(3.,1) aU=(aL2—LO)U=(aM—MO)U=O mod. 1/v° ;
a, a
LZ

hamiltoniens en involution :

et ay désignent les opérateurs lagrangiens associés respectivement aux




Ch. IIT, §1 - 13 -

L, et M sont deux constantes réelles telles que : ‘MO‘ <L, .

D'aprés le théoréme 7.1 du chap. II, § 3 , les solutions de ce systéme sont les

fonctions lagrangiennes U , &4 amplitude lagrangienne constante, définies mod. 1/v

sur celles des variétés V [I%), Mo ], compactes ou non, définies par (2.4), qui

vérifient la condition quantique de Maslov (chap. II, § 3, déf. 2.6); V [Lo, MO]

est choisi connexe ; la mesure m de V, invariante par les vecteurs caracté-

ristiques de H , L2-Li et M - MO, qui sert 3 définir l'amplitude lagrangienne,

est

(3.2) m

1l

dt AdeAd Yy,

vu (2.15) et la formule (7.4) du chap. II, § 3 .

Rappelons 1'énoncé de cette condition quantique de Maslov : la fonction

(3.3) 21:ﬁ @Ro - —%— my - (ou U= ;i— est réel)

(e}

est uniforme sur V mod. 1

La phase ¢y de V[LO,MO](définiechap.I,§2,n°9;§3,n°1),vu
(o]

(2.11) ou L=L,,M=M , est:

(3.4)

! @ .
mRO Q + LO Y + Mo

Calculons 1'indice de Maslov de V [ LO ,MO 1 :

LEMME 3 . - 1°) Le contour apparent Z%{ de V [ka MO ] est la réunion
o)

3 U Y de deux surfaces de V [ L,» MO'] d'équations
1 2

5) : ¥=Omod. n 3y ¢+ H [L,M,Q,R]=0.
1 2 Q

2°) L'indice de Maslov my de V[ L, » M ]  est, 3 1'addition prés d'un
entier constent : ©

: ' H v
(3.5) mp = [ L ¥l-[ L are tego] sur VL, M0

o R °

[...] désigne la partie entiére de ....

Preuve . - Appliquons le lemme 1. Sur V [ Lo, M, 1, vu (1.11) et (1.13) :
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w =—cos‘l’sin®dl‘i',w =sin‘i’sin®d‘¥,Low

’ > =L0d‘Y+MOd§>;

3

donc, vu (2.6) :

(3.6) dR A w2/\w3=-—RHQ sin ¥ sin ® dt AdY Ad?,
(3,7) aq A wz/\w5= RHR sin ¥ sin © thgYAd@,
(3.8) dR/\wB/\w1=~RHQ cos ¥ sin ® dt Ad YAde,

ol R sin ® £0, vu (2.2)1 et (2.2)2 .

Vu le lemme 1.1°), 2 a pour équation

R
o

HQsin‘Y:O;

d'ol le 1°) du lemme 3.

Au voisinage d'un point de 7 \ D Uy , HQ cos ¥ # 0 ; nous pouvons donc dans
1 1 2

le lemme 1.2°) choisir

W = A A —: M
® dR/\uJ3/\w1,dR w, ws/w tg ¥ 3

d'ol, vu ce lemme :

(3.9) . my =[—}{—Y]+const.

(0]

Au voisinage d'un point de ) \ D UL , Hp sin ¥ £0 wvu (2.2)5 ; nous pouvons
2 1 2

donc dans le lemme 1.2°) choisir :

a=dQAw2/\w3,dRAw2Am3/& :-HQ/H.R;d'oh:
(3.10) = const. - [—1- arc t h]
m_RO_ . m c g HR .

L'expression globale de my résulte des deux expressions locales (3.9) et
(3.10) .

La condition quantique de Maslov (3.3) s'énonce, vu (3.4) et (3.5) : la fonction
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1 G 1
}?ﬁ 5 + I arc tg
est définie mod. 1 sur V[Lo y MO 1.
v 51 V[LO s MO] est compacte, c'est-a-dire si ta

cette condition est la suivante, vu (2.9) :

1
-ﬁ—N [LO.,MO]+

EY
2

A
TR

L

@)

ol

sont 3 entiers ; notons-les, pour retrouver les notations classiques en physique

quantique :
n-4
111 >
puisque N >0 et Mo< LO s
;oo T 1
8i ¥V LLO, MO] n'est pas

Lo,

nous avons
‘ml =4 <n.

compacte, cette condition gquantique de Maslov se réduit

3 la suivante :

sont deux entiers tels que

TLO—%=£,-;T M =m
Im‘_s_fz.
donc le

La conclusion de ce n°3 est

THEOREME 2 . -

Les variétés connexes sur lesquelles sont définies les solutions

du systéme lagrangien - (3.1)

sont :

1°) Les variétés V [LO » M ] COMPACTES, définies par (2.4), et telles qu'exis-

tent 3 entiers :

vérifiant les conditions :

(

A1)

N

(3.12) L, = H(L+

est alors un tore, gqui sera noté

y 1 , n,

m| =4 <n,

] -

(e}

A

i

),Mo=y$ m,LO+N[LO,M n ;

T (£,m,n) : ses coordonnées sont

v [LO : MO].

(3.13)

t mod ¢ [Lo , MO], défini par (2.7) 5 Ymod. 2 & 3

® mod. 2 n.
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2°) Les variétés V [I%), MO] NON-COMPACTRES, définies par (2.4), et telles qu'exis-

tent 2 entiers

4L, m
vérifiant les conditions :
(3.14) Im| = 23
(3.15) Ly=K(t+3) , M =Hmn;

V[LO, N% ] est alors le produit

- d'un tore de dimension 2 , de coordomnées Y mod. 2mn, ¢ mod. 273

- et d'une droite, demi-droite ou segment de coordonné t.

Munissons V[I%f MO], compacte ou non, de ls mesure invariante par les vecteurs

caractéristiques de H, L2nL§ , M-—MO :

(3.16) n=dt Add A dY;

alors les solutions de (%.1) définies sur V sont les fonctions lagrangiennes 3

amplitude lagrangienne constante.

Note 3.1 . - Nous nous limiterons désormais a 1'étude des variétés lagrangiennes

compactes ; (par exemple : de 1'électron appartenant a un atome) .

Note %.2. - Les vecteurs caractéristiques de LZ-—Li et M-nMO sont respecti-
vement :
(3.17) K, o, :dL=dM=dt=o, d¥=2L , dd=0;
I -1
O
(3.18) KM_MO : dL=dM=dt= d¥= o , dd%=1.

L'on vérifie de suite que ces vecteurs laissent Ty invarariant.

Preuve de (3.17) . - u 5 o est le vecteur tangent & V [LO , Mo] tel que .

vu (1.2)1, puis (1.5)1 et (1.6) , puis (1.5)1 et (1.12) :

— = 2 _ _ (‘)X(L;M,t,“",@)
dX~2LLp—2(Rp QX)—ZLRJ2~2L Y
ce qui prouve (3.17) .

Preuve de (3,18) C T My est le vecteur tangent & V [LO , Mo ] tel que,
o

vu (1.1), puis (1.5)1 et (1.12) :
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AX(LJMltJ Y, g)
) °

Note 3.3. - Le vecteur caractéristiques de H [cf. (2.14)]:

dx= (—xz, e 0) =

(3.19) n:dL=dM=o0, dt= 1 dy=H , d&=H
et ceux de L2—L§ et M—MO engendrent, conformément au théortme 7.1. 2°) du

Chap. IT, §3, un _groupe de translations de la variété

V[E , M ], quand elle est

compacte, donc un tore : les translations, en coordomnées [cf. (2.7) et {2, (1.5)] :

N (L ,M ] Ny
t mod.c[Lo,Mo], Y%—K[t,LO,MO]— E—TE;TFQ:F t mod.2m, ¢+ m - = t mod. 2 =

4. EXBMPLES : LES OPERATEURS DE SCHRODINGER ET KLEIN - GORDON. -

Choisissons :

(4'1) H(X,p.) =

ST

K : R+ ® R+ R étant une fonction donnde. Autrement dit :

2 F

L'arplication du théoréme 3 est immédiate.

[ 1%+ %k [r,M]].

(4.2) H[L,M,Q,R]=

o eondition que (2 +4) définisse au moins une hypersurface compacte V [ Lo , Mo ],

qui est un tore, est la suivante : la fonction

R 3R—EK [R,M ]-1° €R
+ (o] (@]

est positive entre deux zéros consécutifs, R1 et R2 (0 < R1 < R2) H

alors (2.9) définit :

R
2 1
1 q 2 4R
- —— . - —_—
(4.3) wnlo M) =— /K[R,MOJ L, §->0 -
R
1
Note 4.1. = Si K  est fonction affine de M, alors, vu (4.1) :
> 2
S D _
(4.4) <Tzoap  BHGxp)=o0

et par suite [ Chap. II, § 1, Déf. 6.2 et (6.3) ], 1'opérateur associé &

H a pour expression dans RO
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1 1 1 ) d
(4.5) a=— b-— K [R,— (%, =—-x, =) ]
2\)2 2R2 v 1 axz 2 X,

S P 1 d > .
ou: A =7 % 3 1'opérateur vy (X1 " %o % ) et le produit par toute

Jj=1 ox. 2 1

J
fonction de R commutent.
Exemple 4.1 . - Nommons opérateur de Schrddinger - Klein - Gordon 1'opérateur

associé a l'hamiltonien :
(4.6) o E(up) =3[P s (- 2200, cOD7,

R

oudA, B, C : R 2R sont des fonctions données. Notons :
Ay =2 (M), B =3 (m),c = c(M).

La condition qu'existe au moins une variété compacte V [ Lo , Mo ] aéfinie par

(2.4) s'explicite comme suit :

2 / 2
> " + > > .
(4.7) . Ao 0, ° CO o, Bo J A o Lo + Co’

quand elle est satisfaite, V [ L, s MO] est unique et, vu (4.3) :

1 2 2 dR

R $ /-AOR +2BR-L -C R

1'intégrale étant calculée le long d'un lacet de C entourant la coupure
[R1 , R2 ]; le calcul de deux résidus, en R=o et R=0, donne :

—

B .
(4.8) N[L,M]:—Q-/L2+c>o.
o] o n o o
[o]

L'énoncé du théoréme 3 devient donc le suivant :
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THEOREME 4.1. - Soit a 1'opérateur de Schrddinger — Klein - Gordon, c'est-i-

dire 1'opérateur associé & 1'hamiltonien (4.6) ; soient a > et av

L
les opérateurs associés aux hamiltoniens L2 et M . Alors le systéme
lagrangien
(4.9) al=(a ,-1°) U=(ay-1%) U=0 mod. 1/v°
L2 o) aM o)

posséde des solutions définies sur une variété COMPACTE si et seulement s'il existe

un triplet d'entier (£, m , n) tel que :

.

(4.10) L = nt+1/2) , M = Km,

Im|=2<n , (£+1/2 )2 + coﬁ "2 >0 ,

(4.11) 4

- -2
A = Bi K : [11—.z- 1/2 + J/E; /2 )%+ coﬁ -2 } .

\. (6]

Si cette condition est réalisée, cette variété compacte est unique : c'est le

tore T (£,m,n) d'équations

(4.12) T (£,m,n) : H(x,p) =L (x,p) - Lo =M (x,p)- Mo =0 .

Munissons ce tore de la mesure invariante (}.16) ; alors les solutions de (4.9)

définies mod. t/v sur T (£ , m,n) sont les fonctions lagrangiennes i

amplitude lagrangienne constante.
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Notations, concernant la physique et employées seulement par la fin de ce

n°® 4. - Donnons-nous, dans E3 , un potentiel électrique 4% t: XL R et
un potentiel-vecteur magnétique Cﬁ y o 2 ,vfz) : X » R5 , indépendants du
temps et vérifiant la lci physique :

3 d.5
(4.13) D o35 =0

=1 73

on sait que les trajectoires dans E° de 1'électron, non-relativiste ou
relativiste, de masse p , de charge électrique - ¢ « O , sont les solu-

tions du systéme d'Hamilton défini par l'hamiltonien valant dans le cas

non-relativiste :

3 2
(4:19)  How) =g B [y + ST - B - el
dans le cas relativiste :
. € 7( 2
(4.15) H@x,p) =55 D [py + 2 £@] - [E+ef(x)] s Tpe
j_ 2 o

¢ est la vitesse de la lumidre

E est une constante, qui est 1'énergie des électrons dont la position x et
la quantité de mouvement p vérifient H(x,p)z();(énergie incluant la masse

au repos W 02 dans le cas relativiste).

Vu (4.13)
0 0
<(3X’ @p> H(X?P)=O ’
vu le chap. II, § 1, (6.3) et déf. 6.2, 1l'opérateur associé & H est donc,
dans le cas non-relativiste l'opérateur de Schrddingexr :

2
1 e 1 6 € 2 7

dans le cas relativiste l'opérateur de Klein-Gordon :

2 2 2
I 2¢ 190 e 2 4, e
(4.17) a = 20 [ 5 8+ ; ,?‘-LJ. v ox. T3 EJfJ] - [E+€“o] + 7 .
% J J c J 2u ¢
Particularisons comme suit ces hamiltoniens et ces opérateurs : Lf; est le

potentiel électrique du noyau de nombre atomique Z , placé & 1l'origine ; le
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champ magnétique est constant, paralldle au troisilme axe de coordonnées et
d'intensité ¥ .

Autrement dit :

(4.18) A () =L, A x) = - T Hx, , By(0) = 3, G =0

Négligeons, comme en physique, les termes en_JZZ ; les hamiltoniens (4.14)

et (4.15) de 1'électron deviennent des hamiltoniens du type (4.6) : dans le cas

non~-relativiste

(4.19) H(x,p) = L [P2 + =AM - 2uE ‘.. _2}&._632]
) ELT 20 c R

dans le cas relativiste

2 2 4,2
1 2 2 2 2 E
(4.20) H(x,p) =-é-l1 [P +-€C5-7Z,M+ e - 5 - 2¢ 7B ¢'2

L'opérateur de Schr¥dinger devient :

2

P M-S 4 > o %z,

(4.21) & =720 [Vz o (%4 ax - %5 ax1) - 2B - =]

1'opérateur de Klein-Gordon devient :

7 2 2 4,2
1 1 e%f Q d E 2¢ 78 A

(4.22) a=a[Ep &L (x 2 -x, ) - E _ezy
2p L2 19x, T e dx) T 2T T 2 T g2

H

La relation (4.11)3 définit E en fonction de (£, m, n) ; ce calcul

fait apparaitre les constantes classiques :
2 .1
S - 737 , "constante de structure fine', sans dimension,

m™

a:

W
1l
e

, "magnéton de Bohr" , (B?ﬁ a la dimension de 1'énergie),

et la fonction valant :

(4.23) F(n,k) =
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L'énoncé du theoréme 4.1 devient le suivant :

THEOREME 4.2 . - Soit a 1'opérateur de Schrodinger (4.21) ou 1'opérateur

de Klein-Gordon (4.22), H étant (4.19) ou (4.20) ; soient a 5 et
L

. : 2 2 .
ay les opérateurs associés & L et M « Pour certaines valeurs des

constantes B , LO , Mo le systéme lagrangien :

(4.9) a U =(aL2—Li) U=(ay-1 )0 =0  mod. 1/v2

possdde des solutions définies mod. 1/v sur des variétés COMPACTES ; ces

valeurs de E , Lo ’ MO s'expriment, en fonction des triplets d'entiers

(£y my n) , tels gque :

Im| < £ «n et, dans le cas Klein-Gordon, 4 + 1/2 = oZ

.
?

ces expressions de E , LO ’ MO sont les suivantes :

: 2,2 )
(4.24) E=- pcz g—%? + &%{m dans le cas Schrddinger,
2n
(4.25) B = pc2 (p02+ 284 m) Fz(n, L+1/2) dans le cas Klein-Gordon,
(4.26) L, =hE+1/2) , M=o .

Ces solutions de (4.9) sont définies sur les tores (4.12). Munissons ces tores

de la mesure invariante (3.16) ; alors ces solutions sont les fonctions lagran-

giennes, définies sur ces tores, d'amplitude lagrangienne constante.

Note 4.2 . - Les physiciens, négligeant B° et Po° , simplifient (4.25)
comme suit :
+ ~ 2 ot
trE2pce” F(n, £ +1/2) + pXnm ;
le signe - concerne l'anti-matidre (p < 0) .

Note 4.3 . - Les niveaux d'énergie (4.24) et (4.25) sont ceux que donne

1'étude de 1'équation aux dérivées partielles

au=0 ,

Z
la fonction u : E \ {0} » C et son gradient étant de carrés sommables
(Chap. III, §4 ).
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¥ 2. L'équation lagrangiemme a U = 0 mod. 1/'v2;

(a associé & H; U adamplitude lagrangienne = 0 , définie sur V compacte).

0. INTRODUCTION . - Sommaire . - Le § 1 a étudié le probléme (1) (Introduction du

chap. III) , c'est-a-dire un systéme de trois équations lagrangiennes. Ce § 2 étudie

la premiére de ces trois équations et, plus précisément, le probléme (2) ( Ibid.) .

Toute solution du probléme (1) est solution du probléme (2), vu le théoréme 3
du § 1 . Dans le cas exceptionnel ol 1l'hamiltonien H est indépendant de M (par
exemple : Schrédinger et Klein - Gordon sans champ magnétique), une méme rotation de

o

B opérant sur x et p transforme évidemment les solutions du probléme (1) en
solutions du probléme (2) qui ne sont plus solutions du probléme (1) . Sans se

placer dans ce cas exceptionnel, le théoréme 1 de ce § 2 ¢construit des solutions du

probléme (2) qui ne sont pag solutions du prcbléme (1) : unc solution du probléme (2)

difinie sur un tore T (&4, m, n) (§ 1, thicr.3) n'cst pas, cn géndral, unigue & uwa

tacteur multiplicatif constant prés.

Par contre, le théortme 2 montre que, méme si H dépend de parameétres, ces

tores T (L, m, n) sont en général les seules variétés lagrangiennes compactes v

s.r lesquelles sont définies des solutions du probléme (2) . Le théoréme 3.1. précise

méme que, dans le cas Schrédinger et Klein - Gordon, les problémes (1) et (2) défi-

nissent les mémes niveaux d'énergie : les niveaux classiques.

Note. - Le théoréme 1 de ce § 2 n'a pas de signification physique : son critére
est le caractére rationnel ou non de nombres qui, dans le cas de Schrddinger et

Klein - Gordon, dépendent de grandeurs physiques.

CONCLUSIONS . — Appelons '"probléme bien pcsé" un probléme qui, posé pour 1l'équation

de Schrédinger - Klein - Gordon, a les caract®res essentiels du probléme classique (4)
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(7 ‘roduction au Chap. III) : le probléme (1) (Ibid,) est bien posé, vu le § 1 ’

thicréme 4.2 ; vu la note qui précdde, ce § 2 montre que le probléme (2) (Ibid)

n'cst pas bien posé.

1. LES SOLUTIONS DE L'EQUATION a U = O mod. 1/v2 , A AMPLITUDE LAGRANGIENNE = O,
DR INIES SUR LES TORES V [IQ>’ M0 ]. - Le § 1, n° 2 a choisi H et défini les

vavidtés :
W:H=0 3 v([L ,M ] :H=L-L =M-M =0.
o] Q o] o]

ToLe variété lagrangienne compacte V de W est réunion de caractéristiques K
de 4 (dont le paramétre t varie de - © & + ®); V est donc réunion d'adhé-

re ~es compactes K  de telles caractéristiques.

‘ropriétés d'une caractéristique K de H a adhérence compacte K

Un - telle caractéristique K , vu § 1 (2.13) , appartient 3 un tore V [LO, Mo ] et

a our équations dans ce tore :
(1.1) K:‘Y-‘Y0+7\[LO,M , t] =§>—<I>o+u[Lo,Mo,t]=O @ » ¥t const

]:

Ra' pelons que les coordonnées de V [Lo, Mo

(v,2,1)
sout définies
(mod. 2 n , mod. 2 = , mod co), oh ¢ =c [Lo, M 1.

|
P13 explicitement : soit R3 de coordomnées ( Y, ?, t) ; soit 23 le groupe

ad litif des triplets d'entiers (€, n, () opérant comme suit sur RO

22 5 (g,7,0) : (¥,%8,t) > (Y+2m €, ¢+2n M, t+ec C) :

le quotient de R3 par _ce groupe Z3 est V[LO, Mo 13 il existe une application

na furelle :
(1.7) . R - R3/23=v[LO'MO].
. Itant donnée une fonction

F:(L,M,%) » F[L,M,t]€ER,

notons :
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AtF[L’M’tsz[L,M9t+C[L9M]]‘F[LyMst];
évidemment :

(1.3) AtR= At Q= 0 ;

vu, su § 1, les définitions(2.8) de Q et (2.9) de N :

(1.4) - AtQ[L,M,t]=2nN[L,M];
vu (1.3) et au § 1 la définition (2.10) de A et p :

2 ndN[L,M]:Atx (L,M,t]aL+ by p [L,M t] am,

c'est-h~dire :

(1.5) At?\=2nNL,Atp=2nN

M L]
Notons :

N =N [LO,MO], Ny =NM[LO,MO] .

(o} o

Nous pouvons mainténant expliciter K :

LEMME 1.1. . —= 1) Supposons N et N rationnels :

LO IVIO
L, M, - 3
(1.6) NLO = - -1-\1-; ) NMO = - —I\TT , ol (L, ,M1,N1) €2’, P.G.C.D. (L1,M1,N1)=1 ;

(c'est-a~-dire : L1, M1, N1 sont des entiers, de plus grand commun diviseur 1).Alors

K = K egt une courbe fermée, d'équationa (1.1).

Plus précisément les équations (1.1) définissent une courbe ouverte R ( c'est-

3-dire homéomorphe i R1 ) de RB; va (1.5) et (1.6), le sous-groupe 21 de

~

2’ engendré par (L1, M, , N, ) laisse R 1 invariant ; on a :

(1.7) K=1‘<=§1/5 .
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2°) Supposons NL et NM 1liés par une unique relation affine
o] O
' 4 , - : 3 _
(1.8) L, NLO+1"I1 NMO_N1 , ou (LT,M1,N1) EZ,P.G.C.D.(L1,M1,N1)_1.
Alors i est le tore 'I‘2 , de dimension 2 , défini dans v [LO s MO] par 1l'équation :

(1.9) L {y-¥_ 4+ (o, M, t]yem (e-¢ +nlD M ,t])

1 0 o’ o 0.

~

Plus précisément, 1'équation (1.9) définit une surface Flz de Ris homéomorphe &

R® ; vu (1.5) et (1.8), le sous-groupe 22 ae 2° d'équation :

(1.10) 72 L §+M n + N, ¢ =0
s =2
opére sur R ; on a :
(1.11) - R% /22,
Pour expliciter des générateurs de Zz . notons :
(1.12) L, =P.G.C.D (M1 , N1) » M, = P.G.C.D, (L1 » N ), N,=P.G.C.D. (L1 ,M1 )

M, et N, divisent L, ; P.G.C.D (M2 , N2)= 1 vu (1.8)5 ; il existe donc L3 et

de méme M5 , N3 , entiers tels que

1.1 L, = M = =
(1.13) 1= by My Ny, M =L, M, N, N Ly M, Ny .
22 est engendré par ses trois éléments :

(1.14) (0, M, Ny, - M, N, ), (-1, Ny b0, L X)), (Ly My = I3 M, 5 0),
que lie évidemment la relation

1.1 L. (0, M W, , - ,0, L. - =
(1.15) 5( » Vs My N )+M(L Ny, 0, Ly N )+N(L2 5 L3M2,o) 0

3°) Supposons qu'aucune relation affine 4 coefficients entiers ne lie NL et NM .
o o]

Alors K est le tore V [LO, MO] .
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Preuve . — La partie de RB dont K est l'image naturelle dans v [LO, Mo ]
est définie par la condition :

‘!’-‘&’O+)\(LO,MO,t] <I>-¢0+u[Lo,M

[¢]

, t]
)

€G
2T 2T

ou G est 1l'image de Z5 dans le groupe additif R2 par le morphisme :

223 (5,n, C) = (E+ 0, ¢,m+N, () € R
(o} (o}

Donc K est l'image naturelle dans vI[L ,M ] Qe la partie fermée de R

définie par la condition

Y-y + AL ,M ,t] ¢-¢ +qulL ,M ,t)] _
(1.16) ( o) o) o) ’ [o) o’ o ) €G

27 2T

ol G est l'adhérence de G ; G un soug~groupe fermé de R2 .

Trois cas se présentent :

1) G est discret ; 2) dim G=13; 3) G=R°

1) G est discret, c'est-a-dire : G = G . La condition qu'il en soit ainsi s'énonce :

NLo et NMO sont rationnels

( Cf. rapidité de convergence vers un nombre irrationnel des réduites de son déve-

loppement en fraction continue). Sous 1'hypothése (1.6) , qui exprime cette condition,

~

K = XK et le sous-groupe Z1 de Z3 qui laisse invariant la courbe R1 C R5

d'équations (1.1) a pour éléments les (&, m, ) € Z> tels que :
N1§=L1Q’N1ﬂ=m1€;

vu (1.6)3, N, divise (; Z L est donc engendré par (L1, M, N, ) € 7.

2) dimG=1 .-G est alors 1'ensemble des (8, T) € R®  vérifiant une condition :

(1.17) Ly & +M, 7 €2, (IL,,M €R) ;
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vu la définition de G, la condition que G est le sous-groupe (1.17) de R2

s'énonce :
(1.8) est vérifié ; G n'est pas discret j

vu 1°), elle s'énonce donc :

N, et NM sont 1iés par une unique relation affine a coefficients entiers, qui
iRl

(o] o]
est (1.8) .

Sous cette hypothése, vu la définition (1.16) de X et la définition (1.17) de
G E  est 1'image par (1.2) de la variété R2 d4e R’ d'équation (1.9) . Le

,

~ ~

sous—-groupe Z2 de Z3 qui laisse invariant Fiz est évidemment défini par

(1.10), qui implique, vu (1.8)3 et (1.12)

(1.18) Ly, M, , N, divisent respectivement &, n, C.
Tu (1.13), %2 contient les trois élémente (1.14). D'une part (1.14)1 engendré
le soug-groupe de Eé d'équation :

£E=0,

car P.G.C.D. (M2 N3 , M5 N2)= 1, vu (1.12)1 , (1.13)2 et (1.13)5. Donc

-~

P.G.C.D. (Nag MB) = 1, ce qui implique que, sur le sous-groupe de 22 engendré

par ses éléments (1.14)2 et (1.14) € prend toutes valeurs multiples de Ly .

5’
Les trois éléments (1.14) de 2, engendrent donc Z, , vu (1.18).
2°) G = R? . - Vu 1°) et 2°), la condition que G = R  s'énonce :
NL et NM ne sont 1iés par aucune relation affine & coefficients entiers.
o) o
g4 §=R2, alors K est l'image de R’ par (1.2) ; donc X =V[LO ,MO].
Fesures de V [LO ,M0 ] invariantes . - Rappelons que \a [Lo’ M6 ] posséde une

rr

mesure > (, invariante par le vecteur caractéristique » de H (§1, (3.2))

'r%[= dtAagéen g v.

Toute mesure de V [L |y ]
o

o invariante paxr x est le produit de Ty Par une

fonction V [Lo , Mo] <+ R invariante par u, c'est-3-dire constante sur les
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adhdrences K des caractéristiques K de H appartenant a3 V [Lo, Mb 1.

Le lemme suivant est donc une conséquence évidente du lemme 1.7 :

LEMME 1.2. -~ 1°) Supposons que N, et Ny sont les nombres rationnels (1.6) .
o )

Alors les caractéristiques de H appartenant a V[Lo, Mo] sont les courbes fermées

d'équations :

K (chey) t ¥ 42 [LO,MO,t] =c, d+ufn ,M

o 2’
ou cy et ¢, sont des constantes définies respectivement
M L
mod. 27 —1\-12——:L211\I[ ’ mod. 27 N2 = ].anN H
1 273 1 273

L,=P.G.C.D. (M1 ,N1) » M, = P.G.C.D. (L1 ,N1) .

Les mesures de V [Lo, Mo ] invariantes par le vecteur caractéristique xu de H

valent :
(1.19) F(y+r[o ,M,t] , e¢+pln ,M,t]) =,
M2 L

F (.,.) étant.une fonction arbitraire de périodes respectives 2= ¥ et 2= N

- N 1 1
en ses deux arguments.
2°) Supposons NL et NM 1ids par l'unique relation affine (1.8) . Alors les

o o
adhérences K des caractéristiques K de H appartenant & V [LO, M0 ]  sont
les tores d'équations :
” .

(1.20) T (c,) * L1{‘Y+)\[LO,MO,1:]}+M1 {<I>+p[Lo,Mo,t]}=co,

c, &tant une constante définie mod. 2 m. Les mesures de V[L_, M, ] invariantes

par le vecteur caractéristique » de H valent :

(1.21) - F[L1 (Y+>\)+M1(§+>\)] s

F [.] é&tant une fonction arbitraire de période 2 m.

3°) Supposons qu'aucune relation affine i coefficients entiers ne lie Ni et NM 3
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alors ioute caractéristique K de H appartenant a3 V [Lo, Moj]a pour adhérence

E = v [LO, Mo ]. Toute mesure de v [Lo, Mb ] invariante par le vecteur caracté-

ristique ® de H wvaut :

(1.22) const. w .

I1 est aisé de conclure :

THEOREME 1 . - 1°) Les tores V [LO, Mo} sur lesquels peut &tre définie mod. 1/v

une solution lagrangienne U , & amplitude lagrangienne = 0, de 1'équation

a U= 0 mod. 1/v2 ' (a : opérateur associé a H)

sont d“"inis par la condition (3.11) , (3.12) du § 1 : il existe trois entiers :

l,m,n,

tels que :

Im] =4 <n,
L, =} (L + 1/2) ,MO=Mm,LO+N[LO,Mo]=Mn.

2°) Pour que la solution U, d4définie sur un tel tore, soient unique, i3 un facteur

constant prés, il faut et suffit que les dérivées de N :

N (oM )y Ny (o), M ]

ne soient liées par aucune relation affine & coefficients entiers.

Preuve. - Vu le théoréme 6 du chap. II , § 3 : la condition d'existence d'une
telle solution sur V [LO ’ MO ] est la condition quantique de Maslov ; la condition
de son unicité est celle de l'unicité de la mesure invariante n de V [LO, Mo]
(2 un facteur constant prés) . Le § 1, n° 3 a donné & la condition quantique de

Maslov 1'énoncé (3.11) - (3.12). Le lemme 1.2 donne la condition d'unicité de la

mesure invariante.
2. VARIETES LAGRANGIENNES. COMPACTES V , AUTRES QUE LES TORES V [Lo, MO ], SUR

LESQUEiLES EXISTENT DES SOLUTIONS DE L'EQUATION : a U = O mod. 1/v2 y» A AMPLITUDE

LAGRANGIENNE = 0 . - Montrons que de telles variétés V n'existent qu'excep-
tionnellement.
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nl de leur indice de Maslov (lemme 2.3 et 2.4) emploiera les propridtés

suiventecs 3

Autres propriétés des caractéristiques K de H & adhérence compacte . -

La différentiation de la définition (2.10) (Chap. III, §1) de A et pu domne :

on

L,M,Q, R

é% dgANdR+dAANdL+dpAdM=0,

sont des fonctions de (L,M,t) vérifiant H [ L,M,Q,R ] = O ; donc :

HL dL + HM d M+ HQ da qQ + HR d R=20;

d'ou, par élimination de d Q :

Hy
[gp—dR + ar] nal+ |

Q

RHQ dR+dp JAdAM=0 ;

il existe donc trois fonctions numériques réelles pPy,o, 17 de (L,M,t);

définies pour

(2.1)

ces relations impliguent

(2.2)

By # 0, telles que :

H

dh=-z2— dR+p 4L +od M,
Q
Hy
d p=- RE dR+0cdL +T17TdM;
Q
vu l'expression (1.5) de Atk et Atp , puis, au § 1, la définition (2.6) de t,
Atp = 2‘nNi2 , At o=2 7 NLM , AtW' = 2'nNM2 ’

(2.3)

. 2
Explicitons la partie singulidre, pour H =0, de pyo,T et p1-0":vu(2.1),

a (o, My t]l=-8 [L,M,0,R], vy =-H .

(2-4)

Q

e
L_*CE!
=7
e
7).
A S
2127



Ch.IIT, § 2 - 10 -
donc @

2 1

PTT O RE [Rp By iy = By Hp g = By Hyhy + By By Al + Ay = Ay oy

Or, puisque I[L,M,q,R]=0:
HR RL + HL + HQ QL = HR RM + HM + HQ QM = 0 ;

quand  Hp #£0, ces relations permettent d'éliminer R et Ry des

expressions précédentes de p, o0, T, pﬂ‘—c:z ; vu, au § 1, 1'hypothése (2.2) :

Hp # 0 pour HQ =0 ;

donc @

LEMME 2.1. - Les fonctions

2
P+ ——E&i——- o+ —E&Ljﬁi——— T + ____Eﬁﬁ____
H ! ’ ’
R QHR RHQHR RHQHR
(2.5)
2 1 2 2
pT-o0 ¥ RE, oy [y vy - By By Copthy) + By A D
sont bornées au voisinage des points ol HQ =0 .
Propriétés des variétés lagrangiennes compactes V de W . - V est engendré

par des caractéristiques de H , i adhérence compacte, appartenant donc & des tores

v [ L, M, ] les fonctions

L,M,N=N[L,M], ec=c¢ [L,M]
sont donc définies sur V .

Notons V, la partie ouverte de V ou 4LA dM# 0, si elle n'est pas vide.

quand d L AdM=0 sur V_, notons V, la partie ouverte de V oh (4L ,dM) # 0,

si elle n'est pas vide. V1 et V2 sont donc des variétés lagrangiennes de v,

S

non nécessairement compactes, engendrées par des caractéristiques K de H , &
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adghéie ~es K  compactes ; elles contiennent ces adhérences.

Quand V2 et V1 n'existent pas, V est donc 1l'un des tores V'[Lo, MO ].

Vu le lemme suivant, ni V1 , ni V n'existe, sauf si le graphe de la fonction :

2

N:(L,M) 0N [L,M]

contient un segment rectiligne de direction rationnelle.

La conséquence du théoréme 2 qu'énonce 1'introduction (§2,n°0 ) résulte donc

de ce lemme .

LEMME 2.2 . - 1°) Sur V, » N est fonetion affine de (L, M) ; plus précisément :

N 3
(2.6) Ly dL+M, dM+N, dN=0, ob (L1 M, ,N1) €2° , P.G.C.D. (L1 ,M1,N1) =1

V2 »st défini dans W par la donnée d'une fonction F de deux variables et par

les <¢quations:
(2.7) y+r[o,M,t] 4w [1,M)=2+p[n,M,t]+F [1,M]=0.

Plus précisément, dans 1'espace RS de ooordonnées (L, M, ¥, ¢, t), ces équations

~

(2.7) définissent une variété V, de dimension 3, sur laquelle, vu (1.5) ol

~

N, = - L1,/Ni y Ny = - M, / L, » le sous-groupe 2, de 23 engendré par

(L1, M1, N1) €z opére comme suit :

(2'8) (gy'f\9g):(LaM9wyé1t)H(L’Ma‘k+2“g’q’+2“”ﬂ’t+c[L9M}g);
on a
(2.9) V, =V, / 2, .

V2 posséde la mesure invariante par le vecteur caractéristique de H :

mn=dLAdMAdt.

V_

2°) Sur V1 sy L , M et N sont fonctions affines d'une méme variable s ; plus

_ précisément :
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dL aM dN N
(2.10) 2 =& = &8 = ds ob (1,,M,) #0, (1, M, V) €2’, .c.C.D. (L,, M

y, N)=1.
1 1 1 T

V1 est défini dans W par la donnée de trois fonctions de s :

L et M, affines, vérifiant (2.10), et F,

et par les équations :

L=1L(s),M=M(s),
(2.11)

L, Lo+ A [L,M,’c]}+M1 {,§+p[L,M,t]}+FS (s) =0 .

Plus précisément, ces équations (2.11) définissent dans R5 une variété V1

de dimrmsion 3, sur laquelle opére suivant (2.8) le sous-groupe Z, de Z3
d'équation (1.10) ; rappelons que ce sous-groupe est engendré par ses trois éléments
(1.14) ; on a :

(2.12) vV - v, ]z

1 2 '

V1 posséde la mesure invariante par le vecteur caractéristique de H :

= (M, d ¥ - I, d¢) Ads Adt.-

5°) Les phases de V1 et ‘V2 dans le repeére Ro (chap. ITI, § 1, n°1) valent:

(2.13) Pp = Q+LY+M O+ T,
0

Note 2.1 « - Au § 1, (2.8) et (2.10) définissent :

Q & 1'addition prés d'une fonction F de (L, M) ;

A et p & 1'addition prés de ses dérivées FL et FM .
Etant donné V1 ou V2, on peut donc choisir Q tel que dans (2.7), (2.11) et
(2.13)

F=0.

Pour quantifier V , nous n'emploierons que la conséquence suivante de (2.15)

et des définitions, au § 1, (2.7) de ¢ [L,M], (2.9) de N : F étant choisi nulle,
la fonction :
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(2.11) Py, =2 W N - LY-M?% est définie sur V, et sur V, .
R 1 2
o c[L,M]

Préliminaires & la preuve . — Vu la formule (2.11) du § 1, 1le théoréme 3.1 du

chap. II, §3 s'applique avec :

£=39h1:I”}%=M,gO:Q+LY+M§,g1=_Y-A,g2=_Q_p,
la phase ?R devant remplacer la phase lagrangienne 1y .
o .
Toute variété lagrangienne ~ V de VW a donc localement des équations de 1l'un des
quatre types suivants:
(2.15), ‘Y+>\+FL[L,M]=¢+;1+FM=O;
(2.15)2 M=¢f (L), Y4\ + £y (L)(§+u)+FL(L) =03

(2.15)5 résultant de (2.15)2 par permutation de (L, V), (M, &) ;
(2.15)4 L = const. , M = const. ;

F et f sont fonctions d'une ou deux variables. La phase g de V a l'ex-
o

pression (2.13) ,avec F = O dans le quatridme cas .

Preuve de 1°) . - Localement, V2 a des équations du type (2.15)1 ; V2 est

donc engendré par des caractéristiques K appartenant & des tores \' [L , M ]

o’ o
disjoints ; leurs adhérences K sont donc disjointes et appartiennent a V2 }
dim V2 = 3 ; donc : A

dim. K =1 .
Vu le lemme 1.1, les valeurs de NL et NM sur V sont donc des nombres ration -
nels. Les fonctions N, et Ny sont donc constantes sur V et vérifient (1.6),

ce qu'exprime (2.6) . D'ou 1°) et (2.13).

Preuve de 2°) . - Localement, V, a des équations du type (2.15)2 ou (2.15)3;

c'est-a-dire du type :
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(2.16) L=L(s),M=M (s), L (s) (¥ + >\)+MS(S)(¢+;L)+FS(S)=O

-

ou (Ls, MS) £ 0 . Pour chaque valeur de s, notons T (s) la variété de W

d'équations (2.16) : dim T (s) = 2.
Puiéquo V1 est engendré par des caractéristiques d'équations
L = const. , M= const, , Y+ A = const. , ?+p = const.

et con'ient leurs adhérences, V1 contient les adhérences T (s) des T (s).
Déterminons - les.

e, i . A A =
Vu l'errression (1.5) de " et A n et vaque L N +M N =N_,T (s)

est 1'image dans W de l'ensemble des (Y, ¢,1t) € R>  tels que :

vad [L,M 8] 0 fxn (L., 8] 1
s 2m S 2m 2mn

77

L FSEG(S),

ol G (s) est l'image de dans le groupe additif R  par le morphisme :

23 3(§,n,g)HLS§+MSn+NS £ .

T (s) est donc 1'image dans W de 1l'ensemble des (v, %,1t) € R3 tels que :

v+A [L,M, t] $+p [L, M, t] 1
s 2 T + Ms 27 + 21

L

G (s) étant 1'adhérence de G (s) , donc un sous-groupe fermé de R .

G(s) =R et T (s) est donc le tore, de dimension 3 , V [L (s),M (s) ],
sauf si G (s) est discret, c'est-a-dire s'il existe (L1 » M, N1) €2 tels
que '

Ls Ms NS

L—.=M—=i}:— , P.G.C.D. (L.] ’ M1 ’ N1) =1.

1 1 1
Puisque dim V1 = 3, il doit en étre aingi pour tout s : les fonctions

Ms / LS , Ns / LS sont & valeurs rationnelles, donc constantes ; les entiers
L,»M, , N, sont indépendants: de s, qu'on peut choisir tel que (2.10) ait lieu.

D'ol 2°) et (2.13).
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Quan:ification de V. - TImposons &4 V la condition quantique de Maslov ; pour

1'exprimer, calculons l'indice de Maslov mp de V2 et de V1 ; nous
o

emploierons le lemme 1 du § 1 .

Nous ferons F = 0 dans le lemme 2.2 (cf. Note 2.1) .

LEMMR 2.3 . — 1°) Les fonctions p,o, T sont définies sur V, ; notons

le complété de R par un point & 1'infinji ; la fonction F : V2 -+ R valant
PL2+2 LM+TM2 =
(2.17) F(L,M,t) = 5= 5. €R
L (1°-¥) (pr- o°)
est dorc définie sur V2 \N2", o étant la partie de V2 ou
w., P - _ s _ I
(2.18) z}.M2~LM_2,
L
2°) Si V2 \ 7" est connexe, alors sur son revétement universel :
(2.19) mp = [ % Yo+ % arc tg F(L,M,t)] , ( [...]: partie entidre de ...) .
o)
3°) La fonction :
(2.20) -1y L
. mRo g c|L, M[

est définie (c'est-a-dire : uniforme) sur v, -

Note 2.2 . - Supposons donnée la fonction

N: (L,M)— N [L,M], vérifiant (2.6) ,
choisissons H vérifiant (2.9) , § 1, puie Q vérifiant (2.8) , § 1 ; pour des
choix génériques :
ﬁmZﬂ:‘l,VZ\E" est connexe .
Preuve de 1°) . - Rappelons que (L,M, t) sont des coordonnées locales de V,

vu (2.2) et (2.6)
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d'ou 1°) .

Preuve de 2°) . — Le contour apparent de V2 . - Les formules (1.11) et (1.13) du

§ 1 donnent sur W :

cos Y

22

L . .
(2.21) === w, /\w3=L sin Yd@Ad VY +

. (MAL -LdM) A (Lday+ Ma?d) .
sin

Or la différentation de (2.7),0u F = 0, donne sur V vu la définition (2.1) de

2 ,

pyao, T
dY+ p dL+ 0 dM=4d% + c dL+ TdM =0 mod. dR ;
vu (2.6) §1 :
dR=RHQ dt mod, (4L, dAM) .

D'ol :

L 4RAw Aw,=C(L,M,t,¥) dLAAMA dt,

(2.22) Rsine o N3

en notant G 1la fonction, qui, vu le lemme 2.1, est réguliére sur V2 :

4 L2+20LM+ T M2

12 - m°

Vu le lemme 1 du § 1 , le contour apparent Z’R de V2 est donc :
o -

G=-—HQ [L(p’r—cz) sin Y + cos Y ] .

Ty =D'UD",

[}

" Stant défini par (2.18) , ' étant la surface de v, N d'équation :
(2.23) D tg Y+ F(L,M,t) =0,

ou F est défini par (2.17) .

Calcul de my . - Les formules (1.11) et (1.13) du § 1 donnent sur W :
o

sSin
MdL -LdAM A (Lay + Ma?d) ;
22 ( ) A ( 3

<

(2.24) Aw, = Leos YA3IAAY =

sine 3 %1
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d'ol, par les calculs qui déduisent (2.22) de (2.21) :

(2.25) L dRA 0w, Aw =GY(L,M,t,‘P) ALAdMAQAt.

Rsin © 3 1
Ces relations (2.22) , (2.25) et le lemme 1§ 1 donnent, au voisinage d'un point de '

me = const. pour G/G‘i’ < 0,

= . > .
m, = 1+const. pour G/ Gy 0

Ce résu'tat vaut évidemment pour toute fonction G  s'annulant une fois sur 3 ’

par exemple pour la fonction :

G=—3;“1+-j; arc tg F (L, M, t)  mod. 1 ;

donc, sur v, \ D", m, a localement 1'expression (2.19), & une constante additive
o
prés. D'ou 2°).

Preuve de 3°) . - Supposons d'abord H et 0 génériques (Note 2.2), donc

V2 \ o connexe et
LE + MH, # 0 pour Hy = 0,
ce qui implique, vu le lemme 2.1, que la fonction

f=PL2+20LM+ -er:vz\E"-*R

est définie. Vu (2.19) , la fonction

(2.26) my -% ¥ —ln arc tg F est définie sur V2 \D";
o

vu la définition de F , ob |M|<L d'apres 1'hypothése (2.2) du § 1, on a au voisi-

nage des points ou F = 0 :

F/f <0;
F=0 équivaut & f =0 ; donc :

(2.27) arc tg F + arc tg f est définie sur V, \N "
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or :
(2.28) arc tg £ + arc tg'% = const. ;
vu le lemme 2.1, % = 0 équivaut a HQ =0 et, au voisinage des points ou HQ =0:
H
ﬁi f <0 3
donc :
1 Hg .
(2.29) arc tg § +arc tg est définie sur 1V, \ D" ;

"R

or, vu 1'orientation de I , §1, (2.9) :

H
(2.30) arc tg A ,oq

1
HR c[L, M]

Les formules (2.26) ... (2.30) prouvent 3°) pour H et Q génériques. D'oh 3°).

est définie sur T [L, M] .

LEMME 2.4. - 1°) Définissons sur V, une constante N et une fonction ‘r

par les relations :

(2.31) , Ly M~-M L=N_;

1 Q

(2.32) Y+A+M, r=%+p-~L, r=20.
1 1

~

Les fonctions (r, S, t) sont des coordonnées de V1 .

Une fonction F : V1 + R est définie parlla formule (quand V1 est générique) :

2
Q
(2.53) Flzse,t) - L(12-M) (po+2oL1 Mo+ M?).
2°) Si V, est générique (N, #03H, Lf +2H yL, M, +E V4 #0pourH_ =0), alors
L ! Q
(2.34> mRo = [%;Y + % arc tg¢ F (r,s,t)] ([...] : partie entidre de...)

3°) La fonction (2.20) est définie sur V1 .

Preuwve de 1°). - (2.11), , ol F = 0 (Note 2.1) justifie la définition (2.32) de r .
Vu (2.2) et (2.10) : ‘
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2
2 2 _ N
b, (015 + 201, Mot ) =20 (L N, + 21N NLM+M‘12 NM2]_21: 2-0.
L ds
Preuve de 2°) . - Le contour apparent de V, .- La différentiation de (2.32)

dormme, vu (2.10) et la définition (2.1) de p,0, T :

d\}'+(pL1+oM1) ds+M, dr = 4% + (CL1+TIq1) ds - L dr = O mod. dR;

1 1

d'ou, vu (2.21), puisque dR= R H._ dt mod. (4L, dM), c.4.4. mod. ds :

Q
L N
A A =

(2.325) Faime GRNw, Aoy G(s,t,V¥) dsAdrA dt ,
ol

2 W

G(s,t,¥Y) =8 [L(pLE+20 L, M + Mz) sin ¥ + —>——— cos Y] ;
Q 1 17 1 LZ__FF

vu 1°) et le lemme 2.7 , la tonction G : V., - K est définie et réguliére sur V

1 1°

Vu le lemme 1 du § 1, le contour apparent ) de V1 a donc pour équation ¢

R
o}

D o+ tg¥+F (r,s,t)=0.
"R
(o]

Calcul dc my . - Le calcul déduisant (2.35) de (2.21) permet de déduire de (2.24)
(]

la formule :

L )
S = ds A dgr A )
Fain® GRA wB/\u,\1 Gy (s, t, V) a at

D'ol, en appliquant le lemme 1 du § 1 comme le fait le lemme 2.4, 1'expression (2.34)

de .
mRo
Preuve de 3°). - Supposons V, générique , vu (2.34) :
1 1 P
(2.36) mRO- — Y- arc tg F (r,s,t) est définie sur vy

vu (2.3%3), o |M| <L d'aprés 1l'hypotheése (2.2) du § 1, et vu le lemme 2.1 , F =0
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équivaut 3 H, = 0 ; au voisinage des points de V1 ou H, =0:

Q

:

F— <0 ;
H 3
Q
donc :
o
(2.37) arc tg F + arc tg est défini.

"R

Les formules (2.30), (2.36) et (2.37) prouvent que la fonction (2.20)est définie sur

V1 géndrique, donc sur tout V1 .

LEMIE 2.5 . — 1°) Pour que V, vérifie la condition gquantique de Maslov, il

faut et suffit que, sur V2, les fonctions L,M et N soientliées par une relation:

(2.30) Loy e wew el <o,
ol :
(2.39) Ly,M , N, #0,N €2, P.G.C.D. (L,,M,N)=1.

2°) Pour que V1 vérifie la condition quantique de Maslov, il faut et suffit que,

sur V1, les fonctions L,M et N soient liés par les trois relations ;

(2.40) (L1,M1,N1)/\(L-%,M,N+%)=K(LO,MO,NO),

'

ou : A désigne le produit vectoriel dans ES,

2
Ly,M ,N ,L ,M ,N €3, L +Mf £ 0,

(2.41)

P.G.C.D. (Ly, M, N, ) =1,L L+ M M +N_ N, =03

deux seulemr nt des trois relations (2.40) sont donc indépendantes.

pS

Préliminaires & la preuve. - Une variété V vérifie la condition quantique de Maslov
(chap. III, § 2, définition 6.2) quand la fonction

1 _1 .
> B wR -7 mR est définie mod. 1 sur V.
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va (2.14) et (2.20), v, ou 7V, vérifie donc cette condition quand la fonction

L, 1y ¥ M & N 1y _ %
(2042) (h+2) 21( +}f 2T[+<)f+2)CL,M}
est définie mod. 1 sur V1 ou V2 .
Preuve de 1°) . - Vu le lemme 2.2 1°) : la fonction (2.42) est définie sur
Vy s v, =7, / 2,5 2, a pour générateur :
(LM 1)
et opére sur V2 suivant (2.8) . La condition quantique de Maslov est donc :
L 1 N 1
= = M. o+ (= —
(h,+ 2) Ly + MM, +(H+ 2)N1EZ.
D'ou 1°)
Preuve de 2°) . - Vu le lemme 2.2 2°): la fonction (2.42) est définie sur
v, o5 Vg = V1 / Z, ; Z, a pour générateurs :
0y
Ly ...N3 étant définis par (1.12) et (1.13) ; 2 opére sur V

2 2

suivant (2.8). La condition quantique de Maslov est donc :

+2ym N, ez,-(—+—)L

N 1
5‘ 3"i‘('}‘{‘i‘ )L EZ,

L M )
(} —)L2 3 h,LBM2EZ,

vu (1.13) cette condition quantique équivaut a la condition (2.40) - (2.41), complétée

par la suivante : LO,MO ,No sont respectivement multiples de L2, M2, N2 . Or :

L, = P.G.C.D. (M1,N1), cee 3
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cette dernidre condition résulte donc de (2.41). D'ol 2°).

THEOREME 2. — Cherchons une solution U de 1'équation lagrangienne

aTl

0 mod 1,/v2 (a : opérateur associ@ & H) ;

3 amplitude lagrangienne = 0, gqui soit définie mod. 1 / v sur une variété lagran-

gienne V compacte, autre que les tores V [Lo ,‘MO ] étudiés par le théordme 1

3

pour que U existe, il est nécesgsaire que le graphe de la fonction

N:(L,M) v+ N [L,M] [cf. Chap. TITI, § 1, (2.9)]

contienne un segment rectiligne d'équation pliickérienne :

J ; o , Pt
(2.40) (LM, N A (L5, M, a5 ) =X (L, M, N )

L,i,Ifi,]gN,ﬁ, Loyf"ig,iﬁe S F, L

- N

(2.41) P.G;CQD‘{LWr@?,z\E?}m 1,0, L, + M M, +N§ N 0.

1 =

COMPLEMENT . - La condition :

%
K., €%
est gécessaire et suffisante pour gu'existe un tel segment dans un domaine plan ,

aprartenant & ce gravhe de N et ayant une dguaticn :

(2.43) Ly (b-8) emp My (N+B) = 1w}

telle que :

(2.44) Ly, M, N €2, P.G.c.p.(L;,M1' ,N},)=1,Né €R.

Note 2.3 .-~ Ce complément facilite l'application du théoréme (cf. n° 3).

Preuve du théoréme . ~ Vu le chapitre 1I, § 3, théoréme 6, V doit vérifier la

condition quantique de Maslov. Puisque V n'est pas 1'un des tores v [LO, Mo ], v
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doit contenir une variété lagrangienne V2 ou V1 vérifiant cette condition quan-
tique ; vu le lemme 2.5 , le graphe de la fonction N contient donc :

s0it un segment rectiligne d'équations (2.40) - (2.41) ;

soit un domaine plan d'équation (2.38) - (2.39) et donc un tel segment.

Preuve du complément . -~ La condition Né € Z est évidemment suffisante. Prou-
vons qu'elle est nécessaire ; supposons que, dans l'espace RB de coordonnées (L, M, N)
le plan d'équation (2.43)-(2.44) contienne une droite d'équations (2.40)-(2.41) cette

hypothese s'exprime par les 4 relations(dont les 2 derniéres résultent des précédentes):

[ ' v
L1 L1 + M1 M1+N1 N1 = 0

MY N - NI M Ni L -L! N L! Mo - ML

Ces relations impliquent N! € Z, puisque P.G.C.D. (L1, M, , N1) =1 .

3. BEXEMPLE : L'OPERATEUR DE SCHRODINGER ~ KLEIN - GORDON .

Nous choisissons pour a l'opérateur associé & 1l'hamiltonien H , défini au § 1

par (4.6) , ou A sera supposé fonction affine de M , B et C constants, B> 0.

Ce § 1 a étudié le systime :

et retrouvé les niveaux d'énergie classiques.

En étudiant la seule équation :

aU=O,

nous allons retrouver les mémes conditions d'existence, donc ces mémes niveaux d'éner-

gie classiques .

THEOREME 3.1 . - L'équation lagrangienne :

(3.1) a U= 0mod. 1/ v2

posséde une solution U & AMPLITUDE LAGRANGIENNE = O , définie mod. 1/v _sur une

variété COMPACTE V si et seulement s'il existe un triplet d'entiers (L, m, n)
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vérifiant la condition (4.11) du théortme 4.1 du §1 .

Note 3 . - Sous cette condition ni 1'unicité de V, ni 1l'unicité de U a un facteur

constant prés (cf. Théor. 1) ne sont assurées.

Prevve . - L'existence d'une telle solution de (3.1), souscette condition (4.11)

du § 1, est assurée par le théoréme 1 et aussi par ce théoréme 4.1 du §1.
Vu le théor2me 1, il ne peut exister de telle solution de (3.1) , définie sur un tore
v [ LO, Mﬁ] que sous cette condition .

Vu le théordme 2 et la formule (4.8) du § 1 donnant la valeur de la fonction N :

(3.2) N[L,M = 2 _[/i2.c,

J A (M)

Ve

l'exisience d'une telle solution sur une variété V  autre qu'un tore V [Lo’ Mo ]

exige ceci :

Le graphe de N contient un segment de droite .

Elle exige donc que l'un des trois cas suivant se présente :
Premier cas : A (M) = A~ est indépendant de M ; C=0 .

Vu (3.2),1e graphe de N est donc le plap d'équation :

B

VA

L +N=

Le théorime 2 et son complément exigent ltexistence d'un entier n tel que :

B
—— =f4n,

JA

o
La condition (4.11) du théorgme 4.1, § 1 est donc vérifide , puisqu'elle est indé-
pendante de £ pour C=0 et de m pour A (M) indépendant de M.
Second cas : C=03; A dépend de M.
Vu (3.2) , le graphe de N contient les seules droites d'équation :

B N

M=M ,N+L= ——— , ol M =const.,A =4 (MO) ;
J AO .

leurs équations pliickériennes sont donc :
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(1,0, -) A (-, 1,0 +E)=(m,- 2= ,n).
AO

Le théoréme 2 exige l'existence d'entiers m et n  tels que :

B

My=#dmn, ——
JA

=¥Hn j;
o)

n>>‘m{ car N=>0 et L= |M| par hypothése : cf. (1.2) au §1. La condition

(4.11) dau § 1 est donc vérifiée.

Troisiéme cas ¢ A = AO est indépendant de M ; C £ 0 .

’

Vu (%.2) , le graphe de N contient les seules droites d'équation :

2 - L2 + C ol L, est une constante, L§4-C>>o

L=L , N-= I o
VA

leurs équations pliickériennes sont :

(0’ 170)/\(L—_21;£,M,N+‘g‘)=(

Le théoréme 2 exige l'existence d'entiers £ , n tels que :

B i1 - Ji°+c=Hn y, L o=H (L 4+ 3%)
JEi- © o
o

o}

—~

0= car O0< L0 ; £<n car N> 0 par hypothése ,

La condition (4.11) du § 1 est donc vérifide .

THEOREME 3.2 . - Choisissons pour a 1l'opérateur de Klein - Gordon (4.22) du §1;

supposons le champ magnétique &6 # O . Alors les tores T (£,m,n) , définis par

(4.12) § 1, sont les seules variétds compactes sur lesquelles existe une solution

lagrangiemme, U , & amplitude lagrangienne = 0, de 1'équation :

al=0 mod, 1 / v2 .

Preuve . - La preuve du théoréme 3.1 prouve que la condition nécessaire qu'énonce
le théoréme 2 ne peut pas &tre satisfaite quand a est l'opérateur de Klein - Gordon
(C#0) ou A dépend de M ( ## 0) .-



COCLUSION . - Nous ne poursuiv.us pas cette étude malaisée de 1'équation

alU=0 mod. 1 /\,2 ; en particulier nous n'explicitons pas les variétés lagran-
giennes, autres que les tores T (£,m,n), sur lesquelles existent des solutions
de l'équation de Schrodinger ou des solutions, quand 3= 0, de 1'équation de

Klein - Gordon.



§ 3 . Le systéme lagrangien : a U = (aM—const.)U= (a 2—const.) U=0,
L

quand a est l'opérateur de Schrddinger - Klein - Gordon .

0. JiITRODUCTION . -
Ce © 3 étudie le systéme lagrangien que le § 1 a résolu mod. 1/‘v2.
Le n® 1 cherche sous quelle condition s'applique le théoréme 7.2 du chap. II, §3

Les n® 2,3 et 4 explicitent 1l'application de ce théoréme sous des hypotheses
approiriées, de plus en plus stricter, quil constituent finalement la suivante :

a 2t 1l'opérateur de Schrddinger -1 lein ~ Gordon ; le théoréme d'existence 4.1

est 'nalement obtenu.

Note 0 . - A. Voros (cf. [23] - [24] me fait observer que ces propriétés des

équalions de Schrddinger et de Klein - Gordon s'étendent au cas d'un potentiel élec-

\

trique, fonction &4 valeurs > 0 de la seule variable R, si le niveau d'énergie

E n'' 3t plus astreint & étre un nombre réel et s'il lui est permis d'étre unnombre

torme' quelcongue, de phase nulle .

1. COMMUTATIVITE DES OPERATEURS a, 3 5

ET ay ASSOCIES AUX HAMILTONIENS
L 4

H(§1,n°2), 12 Er M (§ 1,n° 1) . - Cherchons quand le théoréme 7.2 du

N

chap. IT, § 3 s'applique & ces opérateurs, c'est-a-dire quand ils commutent.

LEMME 1. - 1°) ay et a (donc, en particulier, ay et a, ) commutent.
L

2°) La condition que a 5, et a comutent s'énonce :
L

(1.1) (VL, M,Q,R) H 0.

:H =
Mzcg MZI{
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Prruve .- Soient a et a' les opérateurs lagrangiens associés & deux hamil-

toniens H et H' 3 vu la formule (1.1) du chap. II, § 2, leur commutateur
aoa'-a'oa

est rssocié 4 la fonction formelle valant @

2r+1

1 1 da 0 ' J Jo)
3 - Z; ——— - - —_— —_— ' ' U
(1.2 2r€N (2r+1)t (2V)2r+1 [<ax ? ap‘> <& dp ] E(x,p) ' (x', p')

X '=x
p'=p

Supposons H et H' en involution, ce qui est le cas de H (§1 , n° 2),

12 ot M (§1,n°1), vu au §1(1.%) : le premier terme de (1.2) est nul. Si H!

est 'indaire en (x',p') , tous les autres termes sont évidemment nuls : a et a'
comm-tent; d'ou le 1°) du lemme. Supposons que H' est un polynome homogdne de

degr: 4 en (x',p') ; alors, vu (1.2) , aoa' -a'oa est associé & — g , H"

v3
étan' 1'hamiltonien valant :
H"(X )._.__1._[<_'3._ ...@._>__<’_§_, _é_> ]5 ( ) l(t v)
sy D) = 4 3 ' 5p' 37 op H(x,p) H' (x', D ox
p'=p

Uae (ouble application de la formule de Taylor montre que le terme de H'(X'+Y ) P'+Q)
homo;2ne de degré 1 en (x',p) et 3 en (y,q) est:

1 d oo BT
Tl 5pr >+ <yaga> ] B G = [<p',§a>+<xwa—y>]ﬁ' (ysa) s

donc, si H' est homogéne de degré 2 en chacune de ses deux variables :
__1 22D 3 3
B (xap) =-gl<m, By, (55, 3507 <x, 8, (55, 5)> JEG, 0)

Fn particulier, pour H' = L2 , c'est-a-dire : H' (x',p') = IX' A p'|2 :

" _1 9 9 o , 3 .
(1'?) H(X9P)“2<PABP +XA6x’ap/\ax>H(x’p)’
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dans ~ette formule, les couples d'opérateurs

o) o) 3 o)
AN= e - A = M .
(p T A BX> s (Dp . )j commitent
. o) 3 . e aagos .
L'opé ~ateur (p A SI; + x A > ) est une rotation infinitésimale agissant sur

x et p ; elle annule donc L,Q,R 3 wun calcul aisé donne :

o) 3
— A — r - - .
(p Ago+x 53 M (x,p) = x5 p Py X3
Suppo sons H fonction composée de L,M,Q, R [§1 , (2.1) ] H

(1.2) devient donc :

X4 X2 X3 Xy x2 x3
¥ EF=|P P2 P3 , Pr = Py Py Pz
FX 1 FX2 ]?‘X ; Fp ; Fp ) FP ;
1'expression précédente de H" g'éerit :
B (x,p) = ais Pu -1 é%; X g, .

Or les opérateurs différentiels lindaires 36 et fP annulent- évidemment
donec I° wvu (1.2) §1 ;

-

.
’

: 2
- -1 o - )
¥ M= 255 , Pu=- o5y

en notant 2D F le déterminant fonctionnel

.o

P ,Q,R,
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L2 N
) L OF QL™ gF
DF= Lh 9f | e 5 ,
ox5 Bp3 ap3 XB

1l'exprrssion de H" devient donc :

H' (x,p) = 42 H

M2

Or 1'0;drateur differentiel lindaire ¢ annule évidemment L et M

1'expr.ssion précédente de H" devient done :

2

1" Yo~ & 21- ~g7 b = _.Lz
(1.4) B (x,p) =2 (P°H, +31, )x 2HMsz3x3 1R HMZQP3

Mg N oW w

Vu le n°1 du § 1, Ps /X3 est indépendant de (L,M,Q,R) : la condition :

(VX,P) ' (x,p) =0
dquivaut donc & (1.1), ce qui prouve le 2°) du lemme.

2. CAs D'UN OPERATEUR a COMUTANT & &, BT ay . ~ Supposons (1.1) vérifié:
L

le lemie 1 prouve que le théordme 7.2 du chap. II, § 3 s'applique au systéme ’

lagrangien

(2.1), al= (aL2 ~e ) U= (ay -c)U=0 md. 1/v % (x21) ,

ou cp et oy sont deux nombres formels de phase nulle, tels que :

(2.2) | op - Lg = o - M, =0 mod. 1/v° .

Les expressions a;Q ?t a;} de aL2 et a.M dans 'Ro sont les suivantes,
vu le chap. I, § 1,n° 3 et la formule

e2lv'<a%c; ’ AS%*> 12 (x,p) = [i 4;;:1; -a-"; , -a%> + _l§<a_a;c , -a%>2](P2R2— Qz)
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-5 -
2 2 2 3
PR - - S - 5
2v
+ 1 0y _ 1L _3
(2'3) a’g(\”x’vax)_z(Ao 2)’
L v
ou
(2.4) A RZ A -7 x xk—-——i— 27 x 9 [Lx—j“-(Qa—)z]
* = TS ox. ox, 4 T ox TN ax .

: © gk Y I S R 3 3
est le laplacien sphérique, vu son expression (2.24) il opére sur les restrictions
des fonctions aux spheres : R = const. ;

+ 1 0y _ 1 R) Q
oy (v, x, v 3x ) v ( 1 6X2 - % ax1 )
qui est une rotation infinitésimale.

Imposons & 1'inconnue U

d'étre définie mod.
gienne compacte

1/v1?+1 sur une variété lagran-
V 3 wvu le théoréme 3 du § 1
i) V est nécessairement 1'un des tores
V:V[LO,MO]zT(Jz,m,n) H=1° - 1°

=M-M =0
o o
que définit le 1°) de ce théoreéme

ii) 1'amplitude lagrangienne

BO ) de U
Si BO =

est nécessairement constante .
0, (2.1)r se réduit a (2.1)r__1 ; imposons donc la“condition

(2.5)

BO = const. £ 0 .

(2.5)

Nommons probleéme (2.1)r le probléme défini par le systome (2.1)r, la condition

et la condition que

V est compacte.
Notations . - La formule (3.16) de ce méme théoréme 3 du & 1 explicite la mesure
.. 3
invariante 1 : les formules (1.16) et (3.6) du § 1 explicitent d x ; la
formule (3.4) du chap. I , § % définit arg. d° x = =« mp o 5oomp est donné par
o o
(3.5) §1 3 arg. n=0

par définition ; d'ou la valeur de la fonction

X
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que définit et emploie le § 3 du chap. III, et de son argument : -

x=—2=[Ru [1 .M ,Q R Jsin' ¥ sin 177, ol ©= const.
dBX Q (o] o
(2.6)

1 T  ye L
arg. x= - arg. Hy- avg. sin¥ , oh:are. Ho=-n[rarcte iy ], arg. sin ¥=1n[+];

rappelons que [] est la partie entiére de «ee¢e¢

Le contour apparent de V est

(2.7) o =~HQ, gin Y =0 3 x:V\ ¥ =R,
R ' : R
o ‘ o

Soit U wune fonction 1agra;ngienne sur V , & amplitude lagrangienne

B, = const. £ 0

son éxpression.dans R, sera notée :

v C{'R

e
(2.8) Up M=V xB(Me °,o0b P =7, ~=
o s v

vu, au chap. II, § 2 , 1le théortme de structure 2.2 et la définition 3.2 des fone-
tions lagrangiennes, la fonction

est réguliére méme sur .

RO

Soient ])H , DL , DM les opérateﬁrs tels 'que :

_ X o
[aU]Ro" ) e DH B 1
. v,
(2.9) ' [(aLz-—Li)U]Ré Lo Top s



]D.H , D12 et DM commutent, puisque a, aL2 et ay commutent.
Emplovons sur V\ 2 les coordonndes locales (R, Vv, &).
R,
LEMME 2.1. = 1°) Avec ce choix de coordomnées :

(2.10) Dy = % .

2°) Si U est solution de 1l'équation

(2.11) (ay-cy) UT=0 moat1/v *?,
ol Cre est un nombre formel, de phase nulle, tel que
- 2

. CM = Mo mod. 1/v° ,
alors: .

} _ T+ 2

CM = Mo mod. 1/ v ;
r+ 1 . ' z
¢ est, mod. 1/v , fonction des seules coordonnées (R, ¥

Preuve de 1°) . - Calculons DM au moyen du théoréme 4 du chap.

on substitue & H dans ce théordme 1'hamiltonien M-M_; wu (3.18)

o}

les caractéristiques de cet hamiltonien ont pour équations

dt =4dY =0, c'est-a~dire : dR =d¥ = 0

le paramétre de ces caractéristiques est ¢ , qu'on substitue & t
théoréme . On obtient (2.10).
Preuve de 2°) . - Pour 1r =0, 2°) eat évident. Une récurrence sur

de supposer 2°) vrai quand on y remplace ¥ par r-1 ; alors

Mr+1

M o) Vr+1 EC);

(M

T+ 1

(2.11), vu (2.9) et (2.10) , équivaut * :

oB
r N
) =Mr+1 BO , ou P = const. £ 03

) .

11, §3

»§ 1,

dans ce

r permet
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or © est une fonction de & ayant la période 2n; donc :
ap
T
Moyq =05 —355— =05
dtob 2°)
Notations . - Nous supposerons désormais B fonction des seules variables
(R, ¥) ; vau (2.10), D; et D commutent 3 5%; et opérent donc sur les

fonctiong de (R, V¥) .

LEMA® 2.2 . = 1°)  En coordonnées locales (R, Y, @)

- 47 re _ 1 _ 2
(2.12) o B=2L T l53 -5 Fle-75 B,
ou : 7 est la variable
T = cotg Y ;
F gg@_l'opérateur 4 coefficients polynomiaux valant :
_ 2 LX)
FB'"F1B'FBT [FZ o7 I
F1 et F2 étant les polynomes de 7 valant :
5 Mi 2 4 Li + Mi (Mi 2 4 Li) (72 +1)
8 L, (LO - O) 2LO(Lo ~ Mo)
2°) Soit U wune fonction lagrangienne, définie sur le tore : V[LO ,Mo],

d'amplitude lagrangiemne B # 0 et solution du systéme :

r+ 2
Vv ’

(2.13) (aL2 ~c)U=(a-M ) U=0 mod. 1/

S

ou ey est un nombre formel, de phase nulle, tel que :

2 2
c = L mod. 1/v©.

Notons 27 1l'ensemble des points de la courbe T [Lo, Mo] [§1, (2.5) ] ou:
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E:HQ=O.
Alors @
(2.14) °L=I.'§-—5? mod.1/vr+2;
4v
(2.15) B(v,R,¥) =g (v,R) £ (v,7) mod. 1/vT*7,

g étant une fonction formelle, arbitraire, de phase nulle, définie sur

r | L Mo] \I, f étent définie comme suit.

3°) [1 existe une unique fonction formelle, définie sur R, f, valant :

(2.16) | £(v,n = B = g (7 (v €R)

telle que ¢

af 1 e
(2.17) 3. = o Fi;
(2.12) fo =13 fs est un polynome rdel de T, de degré 3s, ayant la parité
de s ; ‘
. | F_4.1p (g 4f _ o df F . imacinad - e
(2.19) ff=14+7F, (f s ~ f dT) [ £ : imaginaire conqugué de £ ];
[ (2.19) exprime f,, aumoyende £y 5 eeey £p 4 ]

Toute solution de (2.17) mod. 1/v" est, mod. 1/v¥, 1le produit de f par

un nombre formel de phase nulle.

Note 2 . - La fonction formelle U' de x, homogéne de degré O , définie pour

M0R<Lo"/x$+ g N

valant :

(2.20) | U (v, x) =£—-(l)—’-il e\,(Lo Y+M° K

J sin Y

b

vérifie :
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1 d > 1 1.2 _1
(2.21) - (x, = -x,== )U'=M U';— AU =—F(L + ) U,
Y 1 ax2 2 ax1 o v2 1;{2 o] 4\)2
Preuve de 1°) . - Calculons D, au moyen du théoreme 4 du chap. II, § 3 :

on y substitue & H 1'hamiltonien L2 - Li s wvu (3.17), § 1, 1les caracté-

ristiques de cet hamiltonien ont pour équations
dt=dé= o0, c'est-b-dire : dR=d2 =0 ;

le paramétre de ces caractéristiques est Y / 2LO , qu'on substitue & t dans

ce théoréme ; au second membre de la formule (4.5) de ce théordme doit &tre subs<
titué :

1.0 9 .
g < dx

y X7 ‘
e °r L2(X,p)=[1+%<-—a—,_a§_>+ <-a—.. _a_>2](P2R2_Q2)

dx’ dp

=P R - Q - 2Q- _3" H
¢ce théoréme donne :

(2.22) D N PR (Bx1/2)~-§- Bl

olt A est défini par (2.4) en coordonnées (x1 » Xy xB) .

Vu le §1, (1.5) et (1.12) , nous avons, en employant aux premiers membres les

coordonnées (R, ¥, ) et aux seconds membres les coordonndes (x1 ) Xp s xs) ;

2 2
d 29 o)
X, =— 3 done:R —, =), x. .
] Jaxj aR2 5k Jxkaxjaxk

Do

d
(2.23) R 3R

1]

J

La définition (2.4 ) de 4, s'énonce donc :

(2.24) p =82 a-R2 & _op 2.
o BRZ OR
Or les formules (1.5) et (1.12) du § 1 donnent :
X M
—Ri=-sin@cos‘i’,oﬁcos®=—L-9',vu§1,(1.11);

(o]
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d'Ol\l, anr V

2 cot 2® 2 cot 2@
<R ,¥>= 0; R <Y ,¥>=1+ =2 = R AV=cotg ¥y (1-82 )
X X X X . 2 .
sin~ Y sin~ Y

d'ou 1'¢ xpression de R2 A sur les fonctions de (R, Y) ; portée dans (2.24) ,

elle dotne sur ces fonctions :

2 2 2
tg“ @ d tg= ®
(2.25) a, = (1+ e g ) == + cotg ¥ (1 _.ggfi___) é?? ;
sin™ V¥ oY sin”™ Y

d'ol, vi. (2.6), par un calcul banal :

B (ex?) mysm Y o, (—E— )

o

sin Y
(2.26)
- - _dr 1 .
- 2LO d\i, FB+4 B’
de (2.22) résulte donc (2.12) .
Preuve de 2°) . - Vu le lemme 2.1, B est localement fonction des seules -
variables (R, ¥) . Vu ce lemme et (2.12) , BO est une fonction, non identi-

quement nulle, de la seule variable R.
Pour r=o0, 2°) est évident. Une récurrence sur r permet de supposer que

Bo’ ceey Br-1 sont des polynomes en T, 3 coefficients fonctions de R et

que 2°) est vrai, quand on y remplace r par 1r-1 . Alors :

2L L
L2 5 o r+l r+ 2 .
cp = Lo - 4v2 + 53 mod. 1/ v (Lr+1 €C) ;
1'équation (2.15)1 s'écrit donc :
2L L
4 S _orHly o r+ 2 |
(2.27) il B+ ( > - r+1)B“O mod. 1/ v ;
4 v v
vu 1'hypothese de récurrence, cette équation vaut mod.'1/vr+1 i va (2.12), elle

s'édcrit donc :
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dﬂr=(F5r__1)dT+Lr+1ﬁodY, pour R=const. ;

donc. puisque F  est un opérateur i coefficients polynomiaux, Br est la

somm~ d'un polynome en T = cotg ¥ et de la fonction L, ., B Y5 ou B # 0y
or . est une fonction de ¥ de période 2m3; donc :
Lr-+1 =0 ; Br est un polynome en T ;

(2.27) s'éerit :

r+1 pour R = const. ;

dB=%(FB)dT mod. 1/ v
d'on (2.15), si 3°) est vrai.

Prouve de 3°) . - La condition que (2.16) vérifie (2.17) mod 1/vY  g'écrit :

=Ff pOU.I' S=1’.oo, r"‘1 H

fo = const. , I s -1

f est donc un polynome en T, de degré 3 s, contenant une constante d'inté-
s

gration arbitraire ; f est donc bien défini, au produit prés par un nombre formel,

de phase nulle.

Choisissons les constantes d'intégrations réelles : les fr sont réelles.

I1 existe un choix unique des constantes d'intégration des f2s~— 1 tel que les

fr aient la parité de r .,

Preuve de (2.19) . - Soit f 1'imaginaire conjuguée de f ; puisque v est

imaginaire pure et F 1éel, (2.17) implique :

(frf-fFT),

2l
< |=

1 57 . 4 F)o
=-5 FE 5 o (f )=

c'est-h-dire, vu la définition de F :

d (ezy_1 7 4 ar 4 afy 1 4 =df _ .df yq.
dT (ff)"v [f arT (F2 dT)_fd'T (FZdT)—VdT [Fz(fd,‘. fd.‘.)]’
donc
- 1 . 4f af s
£ff -= F, (Ff - f ) = D (¢ =1,c €ER) .
v 2 arT arT SEN vZS o s
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c'es -h-dire, puisque les fr sont réelles :

2s gt 2s-1 gt a
(Vs“N),Z> (=1) Ty g for = 2% ;> (1) Tsrdr fogo1-gr * %5
s'=o0 s'=o
si >0, cette formule exprime f2s au moyen de f1 yesey f2s~1 et de
cg € R, qu'annule un choix approprié de la constante d'intégration de f2s R
Prcuve de (2.21)2 .- Vu (2.12) et (2.17) :
- _ 2
DLf— iv f
clest-i-dire, vu la définition (2.9) de D, :
v Pp
+ 1 9 2
[af, (vix,2=) -1+ ] (S Xfe °)=0;
L2 vV 0X o 4v2

c'est-a-dire, vu 1l'expression (2.3) de a+2 et 1'expression (2.6) de Xy
L

puisaue AO opére sur les restrictions des fonctions aux sphéres R = cte
et puisque vp 2 1'expression (3.4) du § 1, ol Q ne dépend que de R
1 2 1 '
(G 8 -Tg-—%) U (v,x) =0,
v 4v

- Ut étant défini par (2.20) ; U' est homogine de degré O en x ; d'ou (2.21 .

vu la définition (2.24) de by

Preuve de (2.21)1 . - De la définition (2.16) de f et de l'expression (2.10)
de D. résulte :

M

DM f =03

c'est-a-dire, vu la définition (2.8) -~ (2.9) de Dy

v

(a];—MO) (xfe °)=o0;

le début du n° 2 a calculé :

+ 1
a = —
v

(x, =< - x
M 1 6x2 2 Ox
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'; annule donc les fonctions de la seule variable R ; vu 1l'expression (2.6)

de ~ et 1'expression (3.4) §¢1 de 9+ la relation précédente équivaut
o

donc (2.21)1 .
LFWME 2.3 . - Il existe un opérateur D , opérant sur les fonctions formelles

g difinies sur T [ LO , MO N, tel que :

(2.27) pg [ £ (v, Mg (v,R)]=£(v,¥) Deg(v,R).

On a localement :

1 a
2.2 p=3p — D_(r,73%)
( ) s€EN v° s *77dR

D (1, JL-) dtant wun opérateur différentiel défini sur T [LO, MO INTs
s

dR
d
(2.20) D, = REy =33 -
Prouve . - Puisque DH commite " DL s qui a l'expression (2.12),
dtv (o _ 1 _
v G-y P lelv,ye(v,R)]=
dT ,9d 1
Dy g 35- 5 )G, M e(v,R) J=0;

vu le lemme 2.2 3°), DH [fg] est donc le produit de f par une fonction

formelle, qui est définie sur T [LO, MQ 1\ et qui est notée Dg.

Le théordme 4 du chap. II, § % prouve que DH est du type :

_ 2 o 2
DH = I s DH, s (R, Y, R ’ 3Y )
sEN v

D; . étant un opérateur différentiel ; il en résulte que D est du type (2.29) .
b

Puisque les caractéristiques de H vérifient (2.14), § 1, ce méme théordme

-prouve que @

Dy (fg) dt =4d (fg) mod. 1/v, pour dR :Rf{l dt, dy=H dt;
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or
f=1 mod. 1/v ;

donc

o

d
D, (feg) = RE —%— mod. 1/ v ;

cette relation équivaut & (2.30) .

THWOREME 2 . - 1°) Le probléme (2.1)r , défini au début de ce r°2, n'est possibe
gue ;i :

42

2°) CE PROBLEME (2.1)r EQUIVAUT AU PROBLEME (2.51)r dont voici 1'énoncé :

aétinir sur (L, ,M ] \ D, mod. 1/v** 1 | une fonction formelle

e(W=10 - &g (g,=1,8:T[L,M]\T~c)

s €N v°
satisfaisant aux conditions :
4
: Dg =0 mod.1/vr+1 3
(2.31)., ﬁ
L (HQ) 5t g est régulidre, mod. 1/vr+1 , sur T [Lo, M, 1.

r+1

Toute fonction formelle satisfaisant aux conditions (2.31)r est, mod. 1/ v ’
le produit de g par un nombre formel de phase nulle.
La condition que g est solution du probléme (2.31)1". Squi évidemment :

Jla _suivante :
g est solution du probléme (2.31)r__1 ;

( dgi r

RHQ ri i SZ=)1 Ds 8._g = O sur T [Lo’Mo]\E;
(2.32)_ )
3r . : s
(B g  est végulidre sur T [L ,M ].

Q étant défini par (2.8), § 1, définissans sur T (L, Moj \'Y 1la fonction

formelle Q
v
U" (V) = —EE—'— .
1 b
ROH

Q
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alov.  U' (v) U" (v) est 1l'expression U, d'une solution U du probléme (2°1)r'
o

Toutr: solution du sytéme (2.1)r , définie sur V [L_,M ], est , mod. 1/vr4’1,

o’ o

le produit de cette solution par un nombre formel.

3°) Supposons g solution du probléme (2.31)r__1 ; il existe alors une fonction

g T [Lo, Mo I\o » ¢ vérifiant (2.32)r , gquand on v remplace I par son
r

v

reve ement universel T 3 g est définie & une constante additive. prés . La

condition que g.. est définie sur T [LO, MO 1\ équivaut i la possibilité

de r soudre les problémes dquivalents (2.1)r et (2.31)r .

Prouve de 1°) . - Les lemmes 2.1 2°) et 2.2 2°).

Prouve de 2°) . - (2.6), (2.8), les lemmes 2.1 2°) , 2.2 2°) et 2.3, les théordmes
5el 7.2 du chap. II, § 3.

Prouve de 3°) . - Ces théorimes .

3. UT CAS PLUS SPECIAL . - Pour préciser ce théordme 2, choisissons, comme au § 1,

n® 4 :

(3.1) B{L,M,q,R)=% (- & k[r,m])= L5 (®+e®-x [r,m]} ;
R oR?

choisissons K fonction affine de M : la condition (1.1) est vérifide ; vu au .,

-~

$§ 1, (4.5), 1'opérateur associé & H a pour expression dans R

(3.2) a=— 8- x[R, > (x, s> -x,>)]7.
2v2 5 v 1 axz 2 8x1

(3.3) Li +@° - % [R, Mo] = 0 gur la courbe T [LO,MO] ;
2, est l'ensemble des points de cette courbe ol Q = 0 .
LEMME 3. ~ On a @

(3.4) =4 [L -Lc],

ou G opére sur les fonctions

g F[LO,MO]\E~’C
et vaut :
- 4 4ag
(3.5) Ge=G,e+3x L6, 451,
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G, .G, étant les fonctions, définies sur T [Lo » M I\, valant :

G,(R)
(5.6) G, (R,Q)=§;—,GQ(R,®=-%§—,
o 65 (R) = - % R (K.R)2 +% (x - 12) (KR+RKR2) .

Preave. - L'opérateur D s'explicite comme suit, & 1'aide du théordme 4 du chap.
II, / 3 : dans la formule (4.5) de ce théordme s=2 et

%<'—§- 2>

9
%<6 3x ’9dp

, = >
(3.7) e x 73p" 5(2) 1) = 12 =398,

les ¢quations (2.14) § 1 des caractéristiques impliquent :

L
(3.8) dR:% dt ,d\y=—-g- at;
R

ce théortme donne donc, vu la définition (2.9) de Dy » quand B dépend des

seules coordonnées (R, ¥) de V :
- 1 - 1/2 1/2
Dy Bdt=dB+ 57 X a(px’c)at
pour dt, dR,dY  vérifiant (3.8) ; c'est-k-dire :
L

‘ 1 -1 1/2
(3.9 . b= S5 Ee8b g+ f P e

Va (2.6)
x = [QR sin Y sin ® ]-1 , ®= const. 3}

donc, vu la définition (2.24) de by » qui opdre sur les restrictions des fonc-

tions aux spheres R = const. ;

sin Y

V2 (ay 172y = T ) w/AE 2*’555)(}&-)'

remplagons A  ~ par son expression (2.26) et portons le résultat dans (3.9) ; nous

obtenons :
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o 88 JoR (8° 2 &y (B

D, B = + (—, + ) (/—)
H R OR 2 v BRZ R OR ,\/QR
Yo dro o tgy g, B

t 75 ¥ AT v 8v 2 °

Choisisscns
B(v,R,¥)=r¢ (v, ¥)&lv,R),

f étant la fonction formelle de Y définie par le lemme 2.2, g étant une fonction

formelle 1éfinie sur T [LO 5 MO] \7; conformément au lemme 2.3, nous obtenons :

D, (fg) =f Dg,

avec
2
_Qrdg 1 1 2 4 a4 & 1 g
De=wlgn* 25 Jan (R R +2RdR)(m)+8v QR]'

Un calcul banal en déduit 1l'expression (3.4) de D , G ayant 1'expression (3.5),

G1 et G2 valant :

1 d R dQg 1 R ;4042 R
Gy =7 3n L2 Jvg 5 (Gw) " G=-%27 -
1 4 4R Q2 4R 8Q3 dR 2 Q

Or, vu 1'équation (3.3) de T [Lo , MO] :

2 2
" =x[RrR,M ]-L ;5

d'ou 1'expression (3.6) de G1

Le lemme précédent permet d'expliciter les propriétés du probléme (2.5)r , auquel le

théoréme 2 a réduit le probléme (2.1)r .

Définition 3 . -— Une fonction g: T [ Lo , MO] \Z -+ C est dite paire ou impaire

quand :

(v(Ze,R)erfr ,m_J\D):eg(a,R) =g (-Q,R).
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THE REME 3.1 . - (Complément au théordme 2). Faisons 1'hypoth&se (3:1) .

1°) i le probléme (2.31)r posséde une solution g telle que 8, = 1, alors il

posst e une solution unique telle que :

g,=13 8, estwéel et a la parité de s (s =71) 3
: - 1 R = P
(3.10. gg=1-3, o EE-ef)ma 1757,

Cette formule (3.10),signifie que, pour 2 =2 s = !

2s , 21
1) -1)8 = -8 _s' 4 :
(3.11) S@ﬂ( 107 8pg gt B Q s?e:o (-1 &gy TRG g1 g !}

elle exprime donc g‘gs au moyen de Broreey 8o g

2°) 8i le probléme (2‘3”254 posséde une solutioh , alors le probldme (2.31),

en possede yne . -

Note 3. - la fonction formelle U", définie sur T [Lo s Mo] \2 opar le

théordme 2 2°), vaut évidemment :

(3.12) ™ (v) = £b)  va

-

JQR
elle vérifie :
(3.13) Loav (vyn) =% (xlr,m J-12-—L o (v, B,
2 2 o} o 2
v R 4v
2 2 _a
ou A est le laplacien 5 *R% ar

Preuve de 1°) , - Supposons 1°) prouvé quand on substitue r-1 % r et supposons le
probléme (2.31)r possible : vu le théordme 2 2°) et le lemme 3, g, est défini,

4 une constante d'intégration prés, par les conditions t

dg

XL .
(3.14), 2 =08

3 p N M
1 sur T [Lo , Mo] \T s Q g, est régulidre sur I' [Lo" o}'
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N
(@)
|

Or G change la parité ; si r est impair, un choix convenable de la constante
d'intés ation rend donc 8, réelle et impaire;si r =2s est pair , 85
est donc paire .

On a :

T} joN
=v}

=-—1— Ggmod. 1/vr+1;G,g G1g+—d—[Gig-];

un calcirl analogue & la preuve de (2.19) en déduit (%3.10) , & 1'addition prés d'un

nombre ormel 2; cg / V28 ( c, € R), qu'on annule en choisissant convenablement

les con: tantes d'intégration des

.

g2s

Preuv: de 2°). - Supposons 1T = 2s Dpair et le probleme (2.31)28__1 possible ;
vu le % éoréme 2.3°), le probléme (3.14)2S posseéde une solution 8o quand on

y rempl.ice I par son revétement universel T ; la preuve de (3.11) reste valable ;

or (3.1°) prouve que est définie sur T {LO, Mo] \D; gzé est donc

solutio: du probléme (3.14)2S .

Preuv: de la Note 3. - Vu l'expression (3.2)‘de "a et le théortme 2.2°) :

A A 1 S 9. ' " -
{ 2A» ) K [R’\I(X'l. dr X2 dr )]} [U (V’X)U (\’,X)]-—O,
v R 2 1
ou T est homogeéne en x , de degré O, et ou T" ne dépend que de R, ce

qui imp'ique
Ao (U'.U") = TN AU + U0 T,

D'ou, (3.13), vu (2.21)2.

Notat‘ons . - Soit [R1, R2 ] c R c € 1l'ensemble des valeurs prises par R sur

r [Lo, Mo 1 \YL; soit ® un voisinage simplement connexe du segment réel fermé

[R1 , Rz] dans le plan complexe C; ReC.

THEOREME 3.2 . — Supposons K holomorphe dans w ; définissons par (3.3) Q

holomorphe dans C\\[R1, R2] .

-1°) Si le probléme (2.51)2S posséde une golution g , alors

3

(vr=2s) @F g. (Q,R) = (-a) 7" g.(-Q.R)
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4 . LBE CAS DE SCHRODINGER - KLEIN - GORDON . - Pour établir la peeaibllité (v,
du probléme (2.1)r , que nous avons réduit au probldme (2.31)r , une hypothdse

apprcpride est évidemment nécessaire.

Nour n'avons pas réussi & en trouver d'autre que la suivante : K est un poly-

nome .Ju second degré :

2

K[R,M]=-R"A M +2RB (M) -Cc M) ;

c'est-1-dire : 1l'expression de a dans Ro est 1'opérateur de Schrddinger - Klein ~

Gordcn (§1,n°4) ; A, B et C sont des fonctionsaffines de M .

Alors, dans le théoréme 3.2, w = C ; dans la définition (3.5) de 1l'opérateur G , G;

est un polynome en 'R de‘deg'ré 3, . G1 et G2 sont des fonctions holomorphes

dans c\[R, R2] et & 1'infini, ol G, s'annule 2 fois ; si g est holo-

morphe dans € \ [R1 , R2] et & 1'infini, alors la primitive de (Gg) AR ' 1l'est
aussi : tous les 8. existent donc, sont holomorphes dans C\[R,l , Rz]_et .‘al'i'nfini.
Puisque 8. est holomorphe & l'infini et que er &, est holomorphe sur

3
c,Q

Nous avons donc prouvé les deux théorémes suivants

rgr est un polynome en R de degré 3 r.

THEOREME 4.1 (Existence et unicité) . -~ Supposons que a ait pour expresgsion

dans R 1'opérateur de Schrtdinger - Klein‘— Gordon (§ 1, Exemple 4.1).

1°) La condition que le systdme lagrangien

(4.1) alU=(a,-0)0=(ay-cy V=0,

ol e &bt o sont deux nombres formels tels que
| 2 2
(4.2) - Lo =cy =M =0 mod 1/v°,

posséde une solution définie sur une variété lagrangienne COMPACTE V est la

suivante : -

. : . .2 1 _ .
i) o, = Lg ¥ 7 rey=M,
4 v
ii) V est 1'un des tores lagrangiens v [LO , M ]=T7 (£,m,n) , définis

par le théordme 4.1 du § 1 .
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2°) -1 existe une solution lagrangienne U de (4.1), définie sur un tel tore

V ¢' possédant ]1'amplitude lagrangienne.

Toute solution lagrangienne de (4.1), définie sur V , est le produit de U

un noi'bre formel‘ de phasgse nulle.

Note 4.1. - La projection de V sur X est

2 2

. [ =. = f

v, R = X|-,R2,Mo|xl_Lo x] +x,
ou R, et R2 sont les deux racines de 1l'équation :

. 2 - 2 '
Ao R -2 Bo R+ CO+LO =0 (AO,BO,CO ¢ valeurs de A,B,C enMo)‘.

THEOREME 4.2 (Structure) . - Il existe une unigue solution U de (4.1),

définie sur un tel tore V , et ayant la structure suivante .

Son erpression UR, dans le repére Ro ($1,n° 1) est du type :
o
(4.3) Uy (V) =T (V) T (V)
o
la coordonnée locale x € VX dtant employée sur V , U' (v) est une fonction

de x , hnomogéne de degré O , formelle, vérifiant :

-

1 . . 1
(4.4) > (X1 ‘agig - %, 'gi— YU (v, x)=MQ U'(v, x) i3 AU (v, x)= —%(Li +A-:j:-é)U‘(v,x)

1 v R
U"(v) est une fonction de R , formelle, vérifiant :
1 1 2 1
(4.5) S LU (v,x) == {K[R,M ] -10~-—5} 0" (v,x) .
v R 4v

U' et UT" sont définies par les formules :

v (L Y+M §) - -
(4-6) U (v,x):—ﬂ!’l e o o ,U"(V,X) - AR R eVQ,
A sin ¥ JAOR

ou T =cotg Y et ol O est la fonction de R  définie par (2.8) § 1 ;
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arg. sin Y et arg. Q ont les sauts + = en les points Y= Omod. = et Q=0

de © et T 1L ,M ], orientés dans les sens d¥>o et Q dR>0;
1 1
£(V)=2 —F f. et elv)= 2T — s,
rcfl v rTEN v

sont les fonctions formelles de phase nulle, définies respectivement sur R

et sur

rf1 - MO] \2) par l'ensemble des propriétés suivantes :

. * daf 1 . 1
(4.7 ?=7Ff ’ —%"‘TGga

les opérateurs différentiels F et G valant :

d af - d dz
) ] - — ——— - — £
(4.8 ¥r F1f+dT[F2 de’Gg G1g+dR[G2dR]’

ol : F‘1 et F2 sont les polyndémes pairs de T, de degrés 2 .etl 4 , définis

par 'e lemme 2.2 1°),

Q,5 G, et Q G2 sont les polyndmes de R, de degrés 3 et 1, définis par (3.6) ;

fo =13 g, = 1 3 1les fonctions fr et g, sont réelles et ont la parité de T ;

. 1 - ar - 1 .. - z
(4.9 fr=1+3 F, T -F—),88=1+06, (g %ﬁ—g%%);

=

5 (

ces formules (4.9) donnent explicitement les fonctions paires foq et 8y 2

— ————

moyen de _ f1 ) ""f2s-1 et de By vever Bog 4 les fonctions ampaires

f25+1 et 85541 sont définies par les quadratures :

df23+1 = (FfZS) ar, dg2s+1 = (GEZS) dR;

f est un polyndme en T de degré 3r;

r

er g, estun polyndme en R de degré 3r.
Note 4 . - g - G deS eét donc la fonction impaire sur I [‘L s M ]\E ’
B 2s+1 2 4R . o" ©

primitive de la forme différentielle G dR; cette forme est du type

1 8og
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Z J% dR, U' étant un polyndme de degré 6 s+3 ; vu le théoréme précédent
Q -
1 ~ .
cettc primitive est du type ——Zé%% , I étant un polyndme de degré 6s+3.
Q

Doric .3 une preuve plus directe de ce fait essentiel :

Lt A8 4.2 . - (Vs€WN) 1la dérivation i

a n(r) _ _n'(r)y ,2 o e y /
(4.10) in st = 2sr3 (@ polynome en R de degré 2 ; discr., G # 0)
Q q
dérinit un auvomorphisme Il +3 Ii} de l'espace vectoriel des polyndmes de degré
25+1 .
Preuve . - Soit I un polyndme de degré 2s+1 ; U (R)q 2s~1 est holomor—

phe % L'infini, ol sa dérivée a donc un zdrc double ; par suite (4.10) définit un

polyndme  II! de degté 2s+1; l'application

o

est doné un endomorphisme d'espace vectoriel de dimension finie ; or c'est évidemment

un monomoyxphisme ; c'est donc un isomorphisme.

CONCLUSION . - Ce § 3 a cherché, quand dim X = 3 , un systéme lagrangien,

1'inconnue scalaire, possédant une solution, unique & un facteur mhltiplicatif prus,
définie sur une variété lagrangienne COMPACTE. Il a trouvé un seul systéme de ce

type : celui gqu'emploie la mécanique ondulatoire des particules sans spin.







§ 4.1'éguation aux dérivées partielles de Schrodinger — Klein - Gordon.

0. INTRODUCTION . -~ Nommons probléme (0,1) le probléme classique que voici :
trouver les fonctions non nulles '

w:E -,

de carrés sommables aingi que leurs gradients, solutions de 1l'égquation aux dérivées

partielles :

(0.1) au=0,

ou a est l'opérateur différentiel associd & 1'hamiltonien :

(0.2) B(L,M,q,R] =% {% - k[R, M1},

A
B2

X  étant une fonction affine de M [ of, §3, (3.1) et (3.2) ] ;

cet opérateur est donc [cf. chap II, § 3, déf. 6.2 ] :

9 1 1 d ) . i
(0'3) a = A - K [Rv (x 3 - X ———') ]’ ou v = —,
. 2v§ oR® Vo 1 9% 2 oxy o A

Le n°® 2 suppose [cf. §3, n°4 ] :

10.4) kK [R,M] == R°A(M)+2R3B (M) -cC (M),

A,B,C étant des fonctions affines de M : alors a est l'opérateur de
Schrddinger -~ Klein - Goxrdon .

Ce § 4 rappelle bridvement la solution de ce probléme classigue (0.1) ; c'est & deux

fins :

i) établir des analogies formelles entre sa solution et celle du probléme lagrangien
(2.1) § 3 : résoudre
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al= (aL2 - cL) U = (aw[— cM) U=0 sur V compact ;

ii) ¢tablir que la condition d'existence de la solution de ce probléme lagrangien,
[qui est celle de ce probléme mod 1/v2 , cf. (3.1) , §11],

ge t:ouve 8tre la méme que celle du probléme classique (0.1) , dans le cas
Schri:dinger - Klein - Gordon , c'est-a-dire sous 1l'hypothese (0.4) ; cette hypothése

est cssentielle.

Noie O . - L'équation de Schrddinger - Klein - Gordon est , pour des choix con-
venables de A,B ,C, 1'équation de Schrdodinger et celle de Klein - Gordon ,
£4.21) et (4.22) du § 1, ol les termes en 9%? ont été omis. L'usage est de
traiter en "perturbation'" les termes de ces équations linéaires en J 5 nous ne
le ferons pas : nous étudions rigoureusement le probléme (0.1) pour établir que

l'affirmation ii) est rigoureuse.

1. ETUDE DU PROBLEME (0.1) , SANS L'HYPOTHESE (0.4) . - Rappel des propriétés des

des harmoniques sphériques . u

'L o . — L'ensemble des polynomes en :
b

x € E5 , harmoniques, homogénes de degré £, est un espace vectoriel sur C ,

de dimension 22+ 1 ; il a pour base les polynomes

Ru', (£ et m entiers, lm| = ¢)
9
définis pér le systéme , ol u'z o est homogéne de degré O et vérifie donc
9
T b, u' [of. (2.4) et (2.24) § 3]:
(1.1) Au' + = L (L+1) =0; (x 2y —é‘)u' =imu'
Lym " g2 T 4, m T ox, 2 ox, £, m 4,1

Soit g2 la sphere unité de B> et o sa mesure ;

S 2 _ _ ' 2 .,
ISZ ‘ 3 Ve . m l o=24 (L+1) IQ lu £, m I o3
S
v (11, m1) # (12 , m2) , < ., .> étant le produit scalaire sesquilinéaire :
d ) -
<« — u! — 1 — 1 1 = .
I 5 0x Ly,mg 7 dx u Ly, m, >0 f v £y m, c=0



Les res'rictions des u'z a 82 forment un systéme complet de fonctions

’> 0
sur ="+ tout~ fonction u E5 + €, de carré sommable ainsi que son gradient,

posséde un unigue développement série :

les u", o étant des fonctions de la seule variable R > 0, telles que :
?

4+ o©
[ 2 47 x = ' , 2 n 2 .
s [wl® a X-Emfsg luz,mlcg B olw, 12aRr <o,

4. +co

P o 2.3 0 2 2 S 2 v 21 d 2 ;
PLulfa’x=p [ B w, o, [far+n [, lur, %[ RSz u, |“dR<e.
;3% dx Lo S2 ox  4,m 5 L,m 2im S2 £,m S drR ~ 4,m
Résolu’ion du problzme (0.1) . - Ia condition que 1la série u  soit
solutirn du problzme (0.1) s'énonce, vu (0,3) et (1.1) : (V £, m)

d2 2 d ) 1 1 ]
(1.2) (= +3 33) v (R) + =< { K [R,fm]-2(2+1)}u" (R) =0 .

2 TR @® Te,m 2 2 L, m
D'ol, évidemment, en notant Ru', =V i

b

THEOREME 1.1. - Le probldme (0.1) équivaut au probléme (1.3) que voici. Trouver

les entiers £,m et les fonctions non nulles v : JO, +of =R tels que
/

lm| =2,
d2V 1 1
(1.3) . >+ 5 {— K[R,im]-2 (4+1))v=0 ;
dR R n
+ o 4 '
(1.4) J (1+—j-2-)v2dB<m, [ EEY2 4R < »,
dR
o R o
Note 1.1 . -~ Le probléme (0.1) est donc possible si et seulement i le suivant
1l'est. Trouver deux entiers L, m et une fonction non nulle u :E3 +C, de

carré sommable ainsi que son gradient, tels que :
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E
=

lm| = ¢,

(1.5) au:O,AOu+L(£+1)u=O,(x1g}—a{— cx, X )u=inmu.
2

Rapr-!ons que ce systdme (1.5) joue un rdle essentiel en physique .

No'» 1.2 . - Les équations (1.1) , (1.,2) et le systéme (1.5) s'obiennent formel-
lement en remplagant

par

X|r
o

h_
s
o

dans les équations (2.21), (3.13) et dans le systéme (2.1) du §3%, compte-tenu du

théor?me 3, § 1 et du théoréme 2, $3, qui imposent :

. 2 5
Losh(£+%),MO=hm,cL=Lo - =5 =M

c'est-a-dire, vu (2.%3) § 3 :

+ 1 2 i i
2y et a0 8 e kol L gy ]

L

+ 1 ) o) .
qMTeMT Y (X1 ox,, - % ox )-% m .
Supposons K fonction holomorphe de R & l'origine . - Notons :
(1.6) c,=-k[0,6m] , v=/(4+3)? 4 o 12

le théoréme de Fuchs construit deux solutions indépendantes de 1'équation (1.3) ;

1
+v+3
si 2v n'est pas entier, leurs quotients respectifs par R sont holomorphes

4 1'origine . Si v est imaginaire pur, toute solution non nulle de (1.3) fait
donc diverger les intégrales (1.4) X 1l'origine . Il en est de méme si v = O (cf.

Fuchs). Supposons v> 0 3; la solution v de (1.3) qui est le produit de
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Nk

rR' " par une fonction holomorphe fait converger les intégrales (1.4) & 1l'origine ,

ler autres solutions de (1.3) les font diverger (cf. Fuchs) . Donc, puisque le
prcbleme (1.3) équivaut au probléme 0.1

THEOREME 1.2 . - Si K est holomorphe & l'origine, alors la possibilité du pro-

blime (0.1) éguivaut i celle du problime suivant. Trouver deux entiers = £ et m
tels que :

lmlél‘o Yy=>0,

el que la solution v de (1.3) , dont le guotient par RY4‘1/2 est holomorphe,
no:_nulle, & l'origine, vérifie : '

-+

0 o]
(1.7) v2 4R<e , | (%)2 dR < o,
1

—

2. LE CAS DE SCHRODINGER -~ KLEIN - GORDON . - Dans ce cas, c'est-i-dire sous 1'hypo-

th’ se (0.4), le théoréme précédent peut~&tre explicité. Notons :
MO..-:Jlm, A=A (Mo) » B, = B (Mo), ¢, =0 (Mo) ,

(2.1) 01=A/‘A“o a , B = Bo,ﬁ‘z .

L'quation (1.3) devient 1'équation hypergéométrique confluante :

2 2
(2.2) e N e DR
dRr R '
. 2
ol : o« ,B,vyER, vyv>0;
2

gi « >0, alors nous choisissons o> 0 .

Notons v 1la solution non nulle de (2.2) telle que v Rfly"1/2 soit une fonction

enlidre de R : elle est définie X une constante multiplicative prés (Fuchs).

LEMME 2 . - La convergence des intégrales (1.7) équivaut & la condition :
(2.3) {% + i% -y est entier > 0.

Preuve . - Donnons a v 1l'expression :

(2.4) v(R) = RY'F1/2 e~ %R 3 ¢ R ; (e €0) ;
«fn B 8
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les

c

en fonction de
(2.5)

-6 -

C

en la portant dans (2.2) , on obtient (Fuchs) la formle de récurrence définissant
ms+2y)cs
la condition (2.3%) égqui

i

~xre

a4 la
¢lle implique

2 [a(s+y -3)- B
done

|
\ .
cS Rg

N

02 >0
Cas

’
.
.

est un polynome ;
donec «= 0O ,
- . s
>0 ., - SJ.ECSR
s -
approprié au signe de ¢ @
c >0, pour
s
Soit

o~

(=]
.

voigin de +

Prouvons que (1.7) n'a pas lieu quand (2.3) n'est pas vérifié.

.5)

donc la convergence des intégrales (1.7).

n'est pas un polynome, alors, pour un choix

ouc! ~ 0
6610’@[;
donne :
s o > 2 ¢ ¢ _q, » pour s voigin de + « , oW c¢' > 0;
donc :
s 2¢eR
<N ' ) ..
e g RE=>cl e , pour R voisin de + o,
S
1'intégrale (1.7)1 diverge donc !
e 2 T 3
Cog @ o < 0 ., - L'expression classique de
expression agymptotique classique de
o R
v=c e
ol ¢ et ¢
done

v
c

R-s/a

v

pour R
+ ce
sont corstants,

par une intégrale
voisin

-aoR R s/

hypergéometric function, Asymptotic expansion ).

de
. (cf. wnittaker and Watson,

A

‘omme une
+
+

l..’
Modern Analysis, [1

ol

imaginaire pure . I'intégrale (1.
)

1
chap. XVI,

divers

corfluent
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Cas : S0 ,B<0.-~ Vu (2.5 :

-

+

v(R) = R’ T e R, ot (Vs) :c > 0;

1tintéerile (1.7)1 diverge donc

nj=

Cas : =0, B>0.- R Y7 % v vérifie une équation différentielle &

coeffic’ents linéaires ;d'ou, par la méthode de laplace :

L} — e __1
v(R)="“Rjt2V- ‘le,\/2BR(tt )dt,
T

T étant le bord d'une demi-bande de C contenant la coupure |-, ol ; d'olu,

par la n *thode du col, la valeur asymptotique, pour R voisin de + o« :

v () = g1/4 [ceZim+ —zij—é‘a_f{];

ce
1'intégmnle (1.7)1 diverge donc :

Le théor>me 1.2 et le lemme 2 , o o et B  sont définis par (2.1) et v par
(1.6), prouvent ceci :

THEOREME 2 . - Quand a est 1'opérateur de Schrddinger — Klein - Gordon, alors

1°) le probléme classique (0.1) , dont nous venons de rappeler 1'étude,

2°) le probléme lagrangien (2.1) du § 3 :

al= (aL2 - CL) U = (aM - cM) U=0 sur V compact,

3°) ce méme probléme mod. 1/\)2 , c'est-h-dire le probléme (3.1) du § 1,

ont tous trois la méme condition de possibilité : 1'existence d'un triplet d'entiers

(2,m,n) vérifiant la condition (4.11) du théoréme 4.1, § 1 .

Note 2. - La comparaison du théordme 1.2 et du théoréme 3.1 1°) § 1 prouve que

le théoréme précédent ne s'applique pas & tout opérateur a associé 4 un hamil-
tonien H du type (0.2) .

CONCLUSION . - Bien que les problémes aux limites classiques et les problémes

lagrangiens soient absdlument indépendants, 11 se trouve qu'ils définissent les mémes

niveaux d'énergie des équations de Schrddinger et de Klein - Gordon.

Tes niveaux d'énergie observés en physique sont ceux de 1'équation de Dirac,
qu'étudie le chapitre suivant .
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CHAPITRE IV

EQUATION DE DIRAC, AVEC EFFET ZEEMAN.

INTRODUCTION . —

2

Le § 1 résout mod. un probléme lagrangien homogéne i plu-
v

sieurs inconnues, qui est 1'un des plus simples de ceux auxquels s'applique le

théoreéme 3% du chap. II, § 4 ; la résolution de ce probléme introduit le quadruplet
de nombres quantigues qui intervient dans 1'étude de 1'équation de Dirac.

5 au systéme
v

Le § 2 réduit, en analyse lagrangienne, l'équation de Dirac mod.
plus simple qu'a résolu le § 1 ; cette réduction est analogue au théoreme de réduction

2.2 du chap. II, §4. Ce §2 prouve ainsi que les solutions lagrangiennes, définies
1

mod —5%

v2

sur des variétés compactes, de 1l'équation de Dirac (atome 3 un électron, dans

un champ magnétique) existent pour des niveaux d énergie qui sont exactement ceux pour

lesquels existe la solution classique de cette équation (compte tenu des effets
Zeeman et méme Paschen - Pack) .

§ 1. Un probléme lagrangien i deux inconnues.

Ce § 1 donne une application du chap. II, § 4, théoreme 3.
1.

CHOIX D'OPERATEURS COMMUTANT mod. — . -

3 Comme au chap. IIT, §1, n°1,
v
notons :

(1.1) X = X =E

’

x,p€E 5 R(x)= |x|,P(p)= \p|,Q(X,p)=<p,x>,L(#,P)=|X/\P‘
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en sorte que :
2 2 .2
(1.2) 12 + Q% = p° ®? ;

notons (Ml’ M., M, = M) les composantes de x A p .

2’ 3

Vu le chap. III, § 1, (1.3), les trois fonctions suivantes sont deux & deux en
involution (cf. chap. III, § 1, n° 2) :

(1.3) B (x,p)=H[L(x,p), M(xrp)s alerp)s B3 2 (x,p)=12(x,p) 5 B3 (x,p)M(x, D) .

L'emploi du chap. II, §4, théoréme 3 exige la donnée de trois u X p matrices,

* 3
fonctions de (x,p) € X® X, telles que les matrices d'opérateurs lagrangiens

associds aux trois matrices
(1.4) H(k) E + 1 J(k) (B: n X p matrice unité) commutent mod l;.
v N
Vu la note 3 du chap. II, § 4, puisque les H(k) sont involution, cette commutation

équivaut & la condition (Vi, k) :

(1.5) D) 50y g0 f(8)y @) ) () (1) _

k

o (., .) est la parenthdse de Poisson .

Choisissons p=2: les valeurs des J(k) sont des matrices, opérant sur les

2 . ‘g
vecteurs de 1l'espace C”, que nous munirons d'une structure hermitienne ; nous
s . k - 2 .
choisirons les i J( ) self-adjointes. (Les vecteurs de C se nomment splneurs).

Notations . - Notons oy = 1 la 2 X 2 matrice unité ; toute 2 x 2 matrice

auto-adjointe est du type Xo Op + 0y X étant un nombre réel et o une matrice

_auto-adjointe, de trace nulle ;

x, x, - ix,
(1.6) o=o0[x,x, ,x3} = ( o ) =x 0, +x, SPRELE
norixg Xy
ol (x ,xz,)%‘)EEB
et ol
°1 7 (? o) ""2=(-(i) o) 0 93 = ((1') -(1))
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sont les matrices de Pauli, qui vérifiant les relations

(1.7}% Op = 1 » 05 0 = = O Ty 0y 5 o5 = i (la matrice unité est notde oO:=1);
d'olu :
(1.8) 02[:xi]= 12 .

Note 1.1 .- Rappelons les conséquences de (1.8) : soit U, un isomorphisme de

¢® conservant sa mesure : u, € S U(2); u, o[:x:]u£1 est self-adjointe, de

trace nulle, donc du type o (y) ; notons y=ux:

o [x] u‘1 ;
2

o [ux]= u,

vu (1.8), u conserve ‘x'z : plus précisément, u est une rotation de E3 :

u € S0(%) ; d'ol un morphisme

su(2) u,t»u €s0(3) ,

2

qui est un revétement d'ordre 2 de so0(3) .
LEMME 1. - Supposons donné

(1.9) J(1)=if03+igﬁ[x/\p],

f (X’P> =f [L(X,p), M (X’P) y Q ‘(X’p) ’ R(X) ] s gzg[L,M,Q,R] H

alors on satisfait (1.5) en choisissant :

(1.10) 42~ 5(3)

(o]

3

b

N e

Note 1.2. - Les relations (1.5) restent évidemment vérifiées quand on ajoute

aux H(l) et J(k) des nombres complexes arbitraires (c'est-h-dire : leurs produits

par la matrice unité, notée : o =1) .
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Preuve de (1-5)1,2 . - (H(z) ’ J(1)) =0, car, vu le ch. III, §1, n° 1,
1 est en involution avec Q, R, M= M3 et de méme avec M1 et M2 .
Preuve de (1.5)1 3 T PuiSque' L, M, Q R sont en involution :
—_— 9
1 . .
(1.11) (H(g) , J( )) = lg‘(M,O[x/\p])=1g0[—M2,M1 , 0] ,

car un calcul immédiat et classique donne :

(M,M1) =-M2,(M,M2) =M, .

D'autre part, (1.7) implique :

,03 o [XAP} —O[X/\p) 03=2i0 [—M2$M1 ?O ] ;
d'ol, vu les définitions (1.9) et (1.10) de J(1> et J(3)

(1'12) J(%) J(1) _ J(1) J(S)-_—.. i go[—M

My, 0]

De (1.11) et (1.12)  résulte (1.5‘)1 5 -
y

La preuve de (1.5)2 3 est évidente.
3

2. RESOLUTION D'UN PROBLEME LAGRANGIEN A DEUX INCONNUES . - Notations . - Soient :

les 2X2 matrices d'opérateurs lagrangiens assocides aux 2 X2 matrices :

(2.)  wlL,meR) + 3¢ [LMmaR] oy + 5 glLMaR] o [xAp], 1% M

étudions les solutions U= (0

- UZ) du systéme (dont le lemme 1 et la note 1.2

prouvent 1'intérét) :

(2.2) a U= (a 12 - &h
2 v

03 I 1
A - - _.}.. 1 =0 d. =
f,g L 0 o )T (a'M Mo v m'+2v GB)U mo v2 ’

ou U1 et U2 sont deux fonctions lagrangiennes définies sur une variété lagran-

gienne COMPACTE V y ou A

et m' sont des nombres réels voisins de

de carrés négligeables et ou Lo M

1

sont deux nombres réels .
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Notons, comme au chap. III, § 1, V [LO, MO] la variété lagrangienne de E3GBE3

d'équations :
(2.%) v [LO,MOJ : H [LO,MO,Q,I{] =L(x,p)- L, =M (x,p) - M =03
quand elle est compacte, c'est un tore, dont les coordonnées sont
t med. ¢ [L,M ], Ymod. 2 n, 2mod. 2 7 ;
r [LO,MO], puis t et ¢ [LO,MOJ sont définis au chap. III, § 1 par (2.5) (2.6
et (2.7) ; nous supposerons que, sur V [LO,MO] ;

1

(f-2H)c[1,M] et Lgec [L,n]

sont voisins de O et de carrés négligeables ; nous noterons, pour V [LO,MO],

donc T [LO,MO], compactes :

£, =l [LO,MO]+LI[[L - £l m ,aRlat, g =1 [ &l M ,q,R]dt,
0’0 ML)
(2.4)
J/ 2 Mo ;h
2ne [L,M ] =410 +2 T £8, + 8, >0, ou M| <1 ;
nous verrons que f_, 8,1 € sont de carrds négligeables.

THEOREME 2. - Les variétés COMPACTES 7V d E3 52 E3 sur lesquelles sont

définies des solutions U du systéme (2.2) sont les tores V [LO,MO] tels gque :

L=¢(+z-2) , M =4 (n-n"),

(2.5)
4+ D +N [+, hnl=fnrdelhed) , #nl,

£, m - 3, n §tant trois entiers vérifiant les inégalités :

(2-6) |m\ =4 +

-

L<n H

L' et m' sont des nombres voisins de O , arbitraires, sauf quand m = £ + 3 ;

ils doivent étre alors choisis tels que :
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(2.7) gl <1, -

Note 2.1. = U sera noté U, ou U_  suivant que (2.5)5 vaut avec le choix

+ ou - ; l'amplitude lagrangienne B = (B1, BZ) de U =T, seranotée B  ;

elle vérifie les relations :

ﬁ+(t+c[LO,MO],’\y, ) =c, B, (t,¥,2),

- -1
(2.8) B, (t, v+2m, 2) = o Bi(t,\lf,@),
5+(t,\y,¢+2n) = ¢, ﬁ+(t,‘i’,‘1>);
: Iz *
les c, sont des nombres complexes, de module 1, valant :
-k
s ' ' T
o, = 2 ni(e N [LO,MO] +m NM[LO,MO] T e [LO,MO])
-1
(2.9)
2nid 2nim'
c, =e ’ c, =e .
I - I3
Preuve . -~ Vu le lemme 1 et la note 1.2, le théoréme 3 du chap. II, § 4

v

s'applique. Les v sur lesquels une solution U du systéme (2.2) est définie
sont donc les revétements des variétds V  d'équations (2.3) ; celles des V qui
sont compactes sont donc les tores V [LO,MO]. Cherchons quand U est défini sur

v [LO,MO], c'est-a~-dire quand

v @

o 'R
(2.10) ()2 ¢ s oyL,m] a2,
dBX ° 0

ol Ro est le repére utilisé,

arg =0, arg d3 X = mR ,
o

mRo et @RO étant 1'indice de Maslov et la phase de v [LO,MO] dans RO s

vu le chap. IIT § 1, (3.5) et (3.4) :
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1 1 i
mp = [TTY]" [-{arc tg HR], ol [...] = Partie entiére de ... ,
o
(2.4
N =Q+ L ¥Y+M ¢,
o
ol . est défini au chap. III, § 1 par (2.8) .

Acrevons l'application du théordme 3 du chap. II, § 4 .Vu les notes 3.2 et 3.3%

du cuap. IIT, § 1, les vecteurs caractéristiques Wy M o5y My des hamiltoniens
L

H,L", M sont :

wot dt=0 , d¥=2L_, d%=0 ;
L
et dt=0,d¥=0  , dé=1.

Le systéme (2.2) équivaut donc, vu ce théordme, & la condition :

3 - 3 . .
(-5-5+_»1Lg;1,—+}11\4—6(3)b+1f035+1go[x/\p] B=0,

1%

%%—i2'13=0 B=20;

, @—im'ﬁ-t-%o

Q

3

c'est-a-dire au systéme de Pfaff, que ce théoréme affirme &tre complétement inté-

grable :

(2.12) aB+i[fo;at+golxnplat-2 (a¥-H at)-(n'-30,) (a2-Hdt)]s=

3
Vu chap. III, § 1, (1.5) :

XAP=L0J3’

donc, vu chap. III, § 1, (1.12)3 et (1.11) =

sin ¢sin® + 0, cos® ] ,

2 3

o[x/\p]zLo [01 cos ¢ sin ® + ¢
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s

ou

=

9}
(2.13) cos @ =T

o

donc, vu (1.7) 3

o [X/\P] =LO°1 (cos ¢ + i o, sin ?) sin 9+Loc cos®@

) 3
i<I>.:r3
= in® +L o os @
= LO 01 e sin o 73 c
i i
-=4%q =3%0
= LO e 2 5 (o1 sin @ + o3 cos®) e2 5 .

D'autre part, les fonctions A et pu de (L,M, t] définies par chap. III, §1,

(2.10) vérifient, vu chap. III, § 2, (2.3) :

(2.14) A== Hpo,opg = - Hy

Notons :

oy 4+ i 2 (Y+A)+im' (2+p)
(2.15) B=e Y

le systeme (2.12) s'éerit donc :

. a . —0:
(2.16) avy+ i (£- QHM) cr5+LO g (01 sin ® + o, cos ®) J]ydt=0;

3

la vérification que ce systéme est complétement intégrable est évidente : V¥ est

indépendant de ¢ et Y et n'est fonction que de t .

La condition (2.10), que U est défini sur V [Lo, MO] , s'énonce donc :

i
- = d4 5 40 .
(ﬂ?ﬁ1/29\b9+voLoY+%>%3¢ 203 +id (W+K)+1m'(¢+u)
d’x

y:V —'02 .

Or Q,A,p ne dépendent que de t et, vu chap. III, § 2, (1.4) et (1.5),

croissent de

(2.17) bpo=2an [L,m ], o, A=2nn, (DM ], 8, w=2nn, [L 0],

quand  t croit de ¢ [L,M ] ; N est défini au chap. ITI, § 1, par (2.9) .



R
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Si ncus netons v = i /Y ( > 0), la condition (2.10) que U est lagrangien

-nio

sur V s'énonce done, vu (2.11), comme suit, car e E = - 1
il existe e € R tel que :

2 mi
(2.1 ’v(t+c[LovMO])=e ey (%)

(2.19) ;i (LM J+2 N +m N +3+c= -}iLo+£' -1 =%Mo+m'-% = 0 mod.1

La recherche des solutions vy de (2.16) vérifiant (2.18) est classique :

[(f..%HM) 03+L0g (o, sin®+ 0, cos ) ]

est une matrice self-adjointe, de trace nulle, fonction périodique de t ; la période

est ¢ [LO,MO] ; la 2x2- matrice u(t) définie par

(2.20) du+i[(f—%HM)03+Log(o1 sin @ + o, cos @) Judt=0,u(0)=1,

3

est donc une matrice unitaire, de déterminant 1 : u € S U (2) ; elle vérifie :

u (t+c[Lo,Mo])= u (t) u (c[LO,Mo] ) 3
la solution générale de (2.16) est

v (£) =u (t) 6, ou 6 € C° 3

pour que vy vérifie (2.18), il faut et suffit que & soit 1'un des vecteurs

propres de la matrice u (c[LO,MO]) € S U (2) ; notons :

+ .
(2.21) e~ 2nie lLo’Mo} (0= ¢ [LO,MO]E%) les valeurs propres de u (c [LO,MO]) ;

dans (2.18) :

€ = 1 € [LO,MO] .

Donc, la condition qu'existe une solution lagrangienne U de (2.2) définie sur

le tore V [LO,MO] est qu'existent trois entiers L, m - £,n tels que :
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1

-% LO4-£'+-M N [LO,MO] + L'Ni,+ m'N, =n + ¢ [LO,MO] ,

M

(2.22)

1 .
T +4 - E=14, g Motm =m, ob M, | <1, -

Cette condition ne suppose pas 4', m', (f-% HM) c[L,M],Lege [L,M] de

carrés négligeables sur V [LO,MO] .

U et P seront notés U, et B~ suivant que (2.22) vaut avec + e[LO,MO];

va (2.15), (2.17), (2.18), ot e=+ e [L ,M ], B vérifie (2.8), les ¢
o’ o + i-k

ayant les valeurs (2.9) .
Supposons négligeables les carrés de 4£' , m' et les carrés des dérivées de

He: (2.22) se réduit & (2.5) : les entiers £, m, n doivent satisfaire la

condition (2.5)3 , qui est indépendante de 4£' et m'. Vu que £ et n sont

entiers, que € est voisin de O et que N >0, (2.5)3 implique £ <mn ;
puisque &' et m' sont voisins de O, (2.5)1 et (2.5)2 impliquent |m|=4£+1/2
ce qui achdve la preuve de (2.6) .
I1 reste a prouver que e [LO,MO] a l'expression approchée (2.4) . Puisque,
sur V [LO,MO]
(f-2Hy c [L,M] et Lgec [L,M]

sont supposés voisins de O et de carrés négligeables, la solution de (2.20) est,

mod. ces carrés, vu (2.14)2 :

t t
u=1-—i[(%u+ffdt) 03+L0Igdt(o1 sin ® + o, cos @) |
o]

(e}

5

c'est-a-dire, en choisissant le second membre dans S U (2), comme u :

t t
_i[(%u_'_j)fdt) 03+Lofgdt (01 sin@+c3 cos ® ) |
0 o
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done, v (2.17), la définition (2.21) de ¢ [LO,MO] et la définition (2.4) de

fo et 8, 0 * 21ne [LO,MOJ sont approximativement les valeurs propres de la

matrice self-adjointe de trace nulle :

£ o5 + 8, (o1 sin © + o3 cos Q) ;
T, Vu (1.7) et (2.13), son carré est :
M
N\ 2 2 .2 2 0 2
R © = — .
(fo + g, cos 0)° + g, sin fo+2 I fo8,+ & s

~d'ol : 'expression approchée (2.4)2 de € [LO,MO] .

Note 2.2. - Les nombres guantiques
Ly,m,n, +1
sont ceux qu'emploie la résolution classique de 1l'équation de Dirac, en leur

imposant une condition :

- plus stricte que (2.6) ;

- moins stricte que celle que, vu (2.7), leur imposerait le choix : 4' =m' = O,
4 savoir :
(2.6)°*° lm|=2-%, 2<n.

Voici cette condition.
Définition 2. - Le chap. IIT, § 1 résout un systéme & une inconnue, analogue au
systéme (2.2) quand on y choisit &' =m' = 0 . Au chap. III, § 1 1'amplitude

lagrangienne de 1'inconnue est nécessairement constante ; c'est conforme au caractére

de 1l'amplitude @ et de la phase v, ¥ en physique : o doit varier moins vite.que
v _P
e © Il. Rapprochons-nous de cette situation : donnons-nous un quadruplet
Lam1n7i1
vérifiant la condition (2.5)3 d'existence (V £' , m') d'une solution de (2.2)
lagrangienne sur V [LO,MO] ; imposons & (£' , m') de donner des valeurs voisines

de son minimum & la fonction :
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2
(L' y m') — ‘c+1 —1|2~+ ‘Cig - 1‘2 + ‘013 + 1| €ER,

c'est-a-dire, vu (2.9), puisque 1'2 et m'2 sont négligeables par rapport i

L' et m' & la fonction :

2

(£* , m' ) £1° 4+ m'? 4 [£' N +m' N T €]2 €R ;

L M

si ce choix :
€
2 2
1+NL-+NM

vérifie la condition nécessaire (2.7), alors, et alors seulement, nous dirons que

(£' , m') wvoisin de +

(NL,NM)

le quadruplet (£,m,n,+ 1) est admissible.

A § 2 (équation de Dirac) , le cas suivant se présentera :

Exemple 2 . (NL,NM) est voisin de (- 1, 0) ; donc (4',m') est voisin de

(¥ g , 0) . Vu (2.7) : les quadruplets (£,m,n,+ 1) admissibles sont ceux qui

vérifient la condition (2.5)3 et, les signes se correspondant, la condition :

(2.23) 0st<n , ml=s+%.

L'usage, en mécanique quantique est de noter

oj-

j=41z

et d'employer des quadruplets de nombres quantiques :

('¢’9m’n’j='e’i %);

ils sont admissibles s'ils vérifient (2.5)3 et si :

(2.24) 0ost<n , |m|l=3j;
il leur correspond alors, pour chaque choix admissible de (£4',m'), des solutions
U de (2.2), égales entre elles, & un facteur de proportionnalité prés ; ce facteur

est une constante €C.
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§ 2.1'équation de Dirac.

I,'équation de Dirac est un systeme a4 4 inconnues ; les théorémes 2.1 et 2.2 du
chap. II, § 4 ne s'y appliquent pas, car les zéros de dét. az sont doubles.

Le théoreme 1, dont 1'énoncé ressemble 3 celui de ce thdoréme 2.2 du chap. II, § 1,

change s mod. i;y ce systéme 4 4 inconnues en un systéme auto-adjoint a 2 inconnues.
v .
Par suppression de termes, qui sont négligeables vu 1l'ordre de grandeur du champ

magnétique, le n°® 2 transforme ce syst®me en 1' équation de Dirac réduite , qui

est du type résolu au § 1 .

Le n°® 3 constate que les niveaux d'énergie définis par cette équation de Dirac

réduite, en analyse lagrangienne, sont ceux que définit la résolution classique de
1'éguation de Dirac, méme quand le champ magnétique est assez intense pour produire
1'effet Paschen-Back.

Mais le n° 4 obtient une probabilité de présence de 1'électron qui différe de

celle de la mécanique ondulatoire et g'apparente 4 la premiére théorie quantique,

1. REDUCTION DE L'EQUATION DE DIRAC, EN ANALYSE LAGRANGIENNE. - Donnons-nous

deux applications,indéfiniment différentiables, et une constante :

A: B \ {0} = R+ ; B o: E° 4R ; C€ R+ 3
soient a' et a les deux 2 X2 - matrices d'opérateurs lagrangiens dont 1'expres-

sion dans Z (3) = B ®® est :
: . ‘
a':A(x)+o[% a—X+B(x)],a"=A (x)—o[—l—-a%-{-+f8(x)],

o étant la 2 X 2 - matrice définie au § 1 par (1.6) 3 a' et a" sont auto-

adjointes ; elles sont associés aux matrices auto-adjointes.

A(x)+o0 [ p+B (x) ] et A(x)-o[p+}3(x)];
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1'équation de Dirac est le systéme :

(1.1) a' U'=CU" , a" U =CU,

dont les iﬁEonnues U' et U" sont des vecteurs ; imposons aux 2 composantes de
chacun de ces vecteurs d'&tre des fonctions lagrangiennes , définies sur une méme
variété lagrangienme COMPACTE V de % (3) = B> © B .

L'équation de Dirac (1.1) équivaut évidemment

i) au systéme d4'inconnue TU' :
(1.2) [Ce—a"oa']U':o;
ii) au systéme d'inconnue TU" :

(1.3) [ 02.— a' oa"]U" =0 .

Le calcul de 02 - a" oa' et 02 - a' o a" est aisé et classique ; pour expli=~

citer le résultat, notons :

2
H(x,p) =% lp+B(x)1° + € ~32° (%),

2
(1.4)
' ._..j.: __é_ L .__j; ._Q_ - x
J (x’p)-Qo[ax /\B(X)]+ ZO[AX:]’J"“ZO[BX AB] 20[Ax]9
ol ¢
d

1@ " . AN , N o1 .

: [c€ -a"o a'] est la matrice associde h la 2 X2 matrice : H + 3 J's

ira2 ' . Ce s ) 1

3 [C ~a' o a" ] est la matrice associée 4 la 2 x2 matrice : H + 3 J"

Note 1.1. - Ces matrices ne sont pas auto—adﬁointes, mais adjointes l'une a

1'autre.

Notations . - Soit W 1'hypersurface de B ®E d'équation
(1.5) : W:H(x,p) =0 ;

gsoient PB' et B" les amplitudes lagrangiennes de U' et U" :
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B : Voac? ;5 B : Vo (2

> . 1

Vu le théordme 4 du chap. II, § 3, 1'équation (1.2) &quivaut, mod. = , aux
v
conditions :
Veow,
d'

(1.6) B -0,
ol égg est la dérivée de Lie, £K ,suivant le vecteur caractéristique x de V.

De méme, (1.3) équivaut, mod. ;% y aux conditions : V C W ;
v
"
(1.7) A U TR

Va (1.1) , B' et B" vérifient sur V les deux relations équivalentes :

(1.8) {A(x)+o[p+B (x)]} B =CcB" 3 {A-o [p+ B]} B"

H

cp'.

L'équivalence de (1.2) et (1.3) prouve 1'équivalence des équations (1.5) et (1.7) ;

la relation (1.8) transforme évidemment les soltitions de 1'une de 1'une de ces

dquations en les solutions de 1'autre.

La définition (1.5) de W exprime 1l'éxistence d'une fonction -

_p IR R+
telle que :
(1.9) A=Cch2p ; |p+B|=0Csh2p;
notons
(1.10) T’=615T§E' o [p-&B], en sorte que : 72 = 1,
vu §1, (1.8) ; d'ou :
12 pF .
Ce = A+ o[p+B];

la relation (1.8) liant B' et B" s'écrit donc :

ﬂn:e2p75| ;

elle exprime l'existence d'une fonction

B: V-~ C2
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telle que :

- T
ﬁ'=epTB , .B"=ep B s

les relations équivalentes (1.6) et (1.7) s'écrivent donc @

(1.11) ..._E.ddt +J@B=0,

ou la 2%2 - matrice J wvaut :

(1.12) J = epTagjt(epr)JrepTJ'empT:e_"pTag-%(epﬂr)Jre‘pTJ"epT.

Nous allons prouver que cette définition de J équivaut 3 (1.14), ce qui rend

évident le théoréme suivant :

THEOREME 1. -~ La résolution sur V, mod. ;%~, des systémes (1.2) et (1.3),
\Y

équivalents A 1'équation de Dirac (1.1), équivaut h la résolution du systime i deux

incoennues

(1.12) - a8 U =0 mod. ;% ,
Vv

P

o a est la matrice d'opérateurs lagrangiens associde % la 2 X2 -matrice

H est défini par (1.4)1 et J par :

!

i 3 i 1
(1.14) T (x,p) =505 ABl+g g ollpsn) na 1.

X

o

1
Note 1.2. - ;'<I et par suite a sont auto-adioints. D'ol, vu la note 1.1,
1'intérét de substituer (1.13) & (1.2) - (1.3) .

Preuve de (1.14) . -~ Vu les définitions (1.4) et (1.12) de J',J" et J, il

suffit de prouver les formules suivantes, ol <, , . > est le prcdéuit scalaire

(SR

dane E’ et rot. T =§;{ AB
/1.1~ _Q. pT_d.q -pT ~'0T._.5:.. pT\\..
\ 5) 2{6 d't (e )+e dt(e / s =
i - . 1 1 A - 3 ~ : .
—-'2-(A—C)c[ronBJ-—-é- A:C o [(p+B) /\Ax}+—;-<p+3, rot. B> 7 tho;
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(1.16) -lZC—{epTo[rot.B]e—pT+e_pTo[rot._B]eoT}=

. )
%A o} [rot.B]-——;— <p+B, rot.B>T1 th p ;

(1.17) -Z—{epTo [Ax]e_pT—e'pTc[Ax]epT}=
i
20 [ (p+B) /\AX }‘
Note 1.3. - Les relations de Pauli [ § 1, (1.7) ]Js'écrivent :
(1.18) (Vx,yEEB)o[x]o[y]=<x,y>+io[xAy].

D'ol, en particulier :

(1.19) o [xlolyl+olylolxl=2<x,y>;
(1.20) o [xloly) - o lylo [x)=2i0 [xAy] .
Preuve de (1.15) . - Puisque 72=1 et que P est a valeurs dans }R
. fon
e =chp+ 7 shp;
done ¢
- +pT -
+p17 d 4 - +p T r4E ae d
e dt(e )= e [dt shp+ T gr chet gx sh p |
de . FpTar
=detie dtShp’
d'ol :
(1.21) P N A AR EEEs— X

dt

Pour calculer

2

%TE , dérivons la définition (1.10) de T :

ar ao _ 4
Cgpsh2P+2CTgroh2p= C’Ldt(“B)

dtou, vu (1.9) et (1.10) :
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2. dr 2 o 4 .
c“rarsh® 20 =-325% +o [p+Blol dt(p+B)],‘

donc, vu (1.18) et vu que 22 = ¢® + |p+B|2 sur W :

(1.22) czfr%% s’ 2pd1i0 [(p+B)-/\ «f‘—t (p+3B) ] .
Vu la définition de Eqi , chap. II, §3, (3.10) :

Low (), T o=-H G
d'oli, par des calculs aisés :

4 (54B) = -

35 (P+B) = (p+B) Arot. B+ AA ,

(p+B) /\—d@E (p+B) = |p+B|? Tot. B —<p+B, rot.B> {p+B) +4 (p +B)AA_;

puisque

ZCch2£l=C[ch29+“l]=A+C, |p+B!2=A2~—02,

(1.22) s'éerit donc, vu (1.10)

2

2 CT%% sh®p= i(A-C)o[rot.BJ-1i <p+3, rot.B>'rthp+i—‘-A—g[P+B)AAx];

A+C
drolt (1.15), vu (1.21) .

Preuve de (1.16)et (1.17) . - Soit y € E3 5

S+ ,
(1.23) e PTo [ylet? " =
A 2 1 r.. R T L2
alylen® 0o+ 2{roly]-aly]7} sn2p ~7olylvsn®sp ;

or, vu la définition (1.10) de 7T et la formule de commutation (1.20) :

(1.24) g—{TO[YJ—O[y]T}sh2P=iO[(p+B)/\y];

va (1.10 et (1.19) :

rolyl=o=5- <p+B,y> ~olylr



Ch. IV, § 2 -7 -

donc
(1i25) Tc[y]T=5§m<p+B,y> -0 [y] ;

vu (1.24) et (1.25) , (1.23) s'éerit :

+pT

Ce olyle"? T =noly]l-<p+B,y>7thp+ io[ (p+B)Ay].

d'ou les deux formules :

£y

5 (e "o ly] e P T4 oyl " Tl = halyl-<p+B,y> T tn p,

g—-{e‘”o yle TP oyl e” =10 (p+B) Ay ],

qui prouvent respectivement (1.16) et (1.17) .

2. L'EQUATION DE DIRAC REDUITE, POUR L'ATOME A UN ELECTRON, DANS UN CHAMP MAGNETIQUE
CONSTANT. -~ Chtisissons A, B et C tels que la fonction H définie par (1.4)1
soit 1'hamiltonien de 1'électron relativiste, placé dans un champ magnétique

cohstant : H doit étre, au facteur p prés, la fonction définie par les formules
(4415) et (4.18) du chap. IIT, § 1 ; donc :

A @8t fonction de R ; la fonction R +* R A (R) est affiné ;
B=%("bx2, 'bx1, o), ou bER .

Dans l'expression (1.4) de H, négligeons B° , comme le fait (4.20) au chap. III,

§ 1 ; dans 1'expression (1.14) de J, négligbons de méme

le terme L

! o [BAA. ] par ra ort‘a-i-c'[-é—/\B1
2 A+C x- ¥ PP ox o

+ 2
X Ax )
car, sur V, AT C sera négligeable par rapport & 1 ; les expressions (1.4) et

(1.74) de H et J se réduisent donc i :

(2.1)  H(x,p)=4%1[p

UNIVERSITE DE GRENOBLE 1}
LABORATOIRE -
- MATHEMATIQUES PURES
INSTITUT FOIIRTER

ol: bet CER ;R RA (R) est affine ;
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(2.2)

J(X,p):%‘bo

i R
- T A .
372 R(A+C) o [xnp]
H et J é&tant ainsi choisis, la matrice d'opérateurs lagrangiens associée i

"
H+—J

A
sera notée a.

et nommée { opérateur de Dirac réduit ) .

Note 2 « -

H, défini par (2.1), s'identifie donc, au facteur p prés, a la
fonciion définie par la formule (4.20) du chap. III, § 1 ; d'ol :

A = =

, ,
1 Z ,
1 (z+sl), b= <%

:1C—HC’
ol : ¢

est la vitesse de la lumiére ;

p et ¢ sont la masse et la charge de l'électron, Z le nombre atomiqhe du noyau

E est le niveau d'énergie de l'atome ; i1 est voisin de

2
pe 3
®, est 1'intensité du champ magnétique.

4
Nons substituons & 1'étude de 1'équation de Dirac celle du systéme

) - _ 12 21
(2.3) a, U (aL2 L, - %

1 —( " _i. ' _];. _
LOL)U*(QM M m' + 5= GB)U_O,

ol 13 vecteur U a deux composantes, qui sont des fonctions lagrangiennses définies
3 |
sur une variété lagrangienne COMPACTE V de E @ E?, et ou £' et m' sont

réels et de carrés négligeables.

Le théoréme 2 du § 1 s'applique & ce systéme (2.3), au moyen des deux lemmes
suivants, qui 1l'explicitent.

e}
Q
|
i+

LEMME 2.1. 4 Une valeur approchde de la fonction €, définie au § 1 par (2.4)5est:

(2.4) - z

2 _o 2
1+NL) +2 T (1 +NL)NM +N
ol : NL=NL[LO,MO],NM=NM[LO,M].

Preuve . - Explicitons les valeurs de f

et g, , définies au § 1 par (2.4)1
et (2.4)2 Y (2.1)



2 2
2R
donec :
_ L . _ b
HL_ Rz ’dM o
or vu chap. IIT, § 2, (2.3)

va chap. III, §2, (1.5), on a, en écrivant T pour T [Lo, M, 1:

J‘?\tdt:-At?\v:Z‘nNL,}{'utdt=ﬁtu=?rtl\lm;

done :

e
o™
(o]
&
il
!
N
A
=

(2.6)

=
N
1¢—

Cette dernidre formule et la formule (2. 4)1 du §1, o £ =1b/2, vu le choix (2.2)
de J, domnent :

\2-7) fo = - 7 NM .

Vu ce choix de J et aun § 1 la définition (2.4) de g, ,

L

‘ o ¢ '
(2.8) 8o =" 5. —“_(K—‘-j— dt ;

or vu chap. IIT, § 1, (2.14) et vu (2.5), ona sur T :

(2.9) at = S >O,HQ=-%;donc:dt=-—R—%—E>O;
Q R

les relations (2.8) et (2.6), s'explicitent donc comme suit :

L A, dR L

I O T.?
2.1 -_—_.~% '—'q R M T = - | b“""'.
(2.10) €o <~I[Q avo 2N L R
Calculons une valeur approchée de g, : sa valeur pour b = C. Vu (2. 5, quation

de I est ators
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(2.11) r:

A' et A"

Q =

sont des fonctions affines ; vu la note 2

- 10 -

(R)N'Gﬂ—Lg,oh y(R)=RAC@+CR,N%R)=RMR)—CR;

: A' croit ; A'(R)> 0

pour R> 0 ; d'ol, par un calcul de résidu facile :

(2.12)

or, vu (2.11)2

les relations, (2.

(2.13%)

Les formules (2.

Les hypothéses faites au §1,

vérifiées, vu le :

LEMME 2.2.

sont telles, que pour les niveaux d'énergie

v .
(o 2B o o4,
rae A ’
Yr_1 e

A' TR A+C°

10) et (2.12) prouvent donc que

g, =— T (14—NL)

7, (2.13) et, au § 1, (2.4)3 prouvent le lemme.

n® 2, y compris celles de 1'exemple 2 du § 1, sont

- Les valeurs des grandeurs physiques définissant A, B et C (Note?2

E qu'emploiera le n° 3 :

N

f =-71N, , , N ,
o) L2 LM MZ

Mo & =-n(1+N ), N

sont petits par rapport a 1

Preuve. -

s B

o A
o’ o

de ce chap. ITI

(2.14) g“-

o}
\.
Cu tZ,cy My €, B

(2.15) o

dimension ;

(2.16) B

Le n° 3 choisira :

0]

L'expression de
et C
o}

§ 1

N[L ,M )= oz

vl., .]

sont définis par l'identification des formules (4.6) et (4.20)

est donnde au chap. III, § 1 par (4.8),

c2 (u02-+2 ﬁ;%'MO/ﬁ)

EQ

=

| L
1177 <f>?-a2z21

@)

et ¢ sont les grandeurs physiques définies par la note 2,

2
_ éLE ~ grif- est la  constante de structure fine ), sans
- é&% est le € magnéton de Bohr ) .
2 2,2
c o 7 ~
< %w -1z 5 ( =~ : de 1'ordre de grandeur de; n entier)
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R 2
1'énergie magnétique BA trés petite par rapport & u c j;

2 MO /ﬁ entier, ne prenant pas de grandes valeurs ; =

L
-2
"

-

D'ou le lemme.

3, LES NIVEAUX D'ENERGIE . - Notations . - Les formules (4.23) et (4.25) du

chap. III, § 1 ont déjk défini la fonction F valant :

(3.1) o F(n,k) = !

-

notons le signe de ses dérivées :

>
Fn 0, k

F permet de donner a la relation :

(3.2) Kk + N [ k,dm] = §n ,

ot N a l'expression (2.74), la forme :

ES = uog [uc2+-259%m]F2(n,k),

c'est-a-dire, au degré d'approximation utilisé ici :

.

(3.3) E=pc®F (n,k) + BXm ;

dans ces formules o

est la constante de structure fine (2.15) et B
de Bohr (2.16)

le magnéton

THEOREME 3 . ~ Les niveaux d'énergie

(o 2' et m'

E pour lesquels le systime (2.3)

sont réels et de carrés négligeables) posséde des solutions

lagrangiennes ADMISSIBLES (8 1, définition 2), sur une variété lagrangienne COMPACTE,
sont définis par les quadruplets de nombres quantiques

(3°4) j=14 + % y @, N
tels que :
(3.5) ‘ £,m - %, n sont entiers ;

(3.6) ml=3j,0=2<n.
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A des quantités négligeables preés, E s'exprime comme suit, en fonction de
(3.7) k=j+%,m,n:

2 ol fp, an o em e,
(%.8) E=pc” F(n,k) + 5 [ P+ 58+7 P "ot 2 4 -E + BAC m.

po W

Le signe + est le méme dans (3.4) et (3.8) .

Note 3.1. - Pour J¥= 0, puisque F,_> 0, (3.8) se réduit &

(3.9) E=upc®F (n,X%) .

Preuve. - Vu le théoréme 2 du § 1, les niveaux d'énergie E tels que le
systéme (2.3) ait des solutions définies sur des variétés lagrangiennes compactes
gsont ceux qui vérifient la condition (2.5) du § 1 ; vu la valeur approchée que le

lemme 2.1 donne de € [Lo s MO] , ceg valeurs de E sont approximativement celles

qui vérifient la condition :

H(+8)+N B (L +2), ful=

(3.10) , = An+ —g—/(HNL)ZJr—Z%‘iﬁ (1+0) N, +N§I,

|m[§z+%, L<n;%,m-%, n entiers ; 1+NL et NN[ petits .

Y 1'équivalence de (3.2) et (3.3), une approximation grossiére de E est donc :

2.2
(3.11) E:uczF(n,z+—,;—):uc2[1_“Z“

]
2n2'

ce qui suffit & justifier 1'emploi du lemme 2.2 et & déduire de (2.14) que
1 + NL <0 3

vu (2.14), NM =0 pour F= 0 ; donc (3.10)1 s'écrit, pour =0, vu que

Kk + N [k , o] = Hn

et pour # quelconque :
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{%.12) fx+N [Hk, Am] =fin+ [/(1+N) 2;0+1 (1+NL)NM+N§[+1+NL].

Vu 1l'exemple 2 du § 1 et le lemme 2.2, la condition que des solutions admissibles

du systéme (2.3%) correspondent & un choix de £,m,n et E vérifiant (3.12) est
que ‘

"m‘é‘('i%a

c'est-i-dire qu'on ait (3.6) et (3.4), le signe + de (%3.4) et (3.12) étant le
meme .

Puisque (3.2) équivaut & (3.3), d'une part (3.12) s'éerit :

-
(3.13) B =pc F(nt%[/(1+NL)2+-QAZ%_—T(1+NL)NM+NI%[ #1401, %) +B Hn;

d'aantre part les deux relations suivantes sont équivalentes (V dk, dm, dn):
= 2 7 =
(1+NL) dk+ Ny dm=dn, uc (Fndn+dek)+ BA dm=0.

Cette équivalence signifie que :

QCQF"'
“OQFn:_ 1+Nk == g%’ 3
L M
donec, puisque Fn3> 0 :
[JQ1+N) + (1+N)MFN2+1+N ]F =

T - ""_""?{1
A’+4m F b 3¢ +52" e
ko 224+ k 2 2 4 k’
ve Hoc

(3.13) équivaut donc a (3.8)

Note 3.2. - Les niveaux d'énergie qu'obtient le théoréme 3 sont exactement ceux

dqu'obtient la théorie classique de l'atome de Dirac : voir par exemple Bethe et
q

Salpter [2] ; pour ¢ = 0, 1leur formule (14.29), p. 68, s'identifie i notre formule
(3.9) et, pour R# 0, leurs formules (46.12), (46.12), (46.15), p. 211,

s'iden-
tifient & notre formule (3.8), leurs notations correspondant comme suit aux ndtres :



[
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Pethe -Salpeter : Eo =m 02 H E+ 3 E_ 3
2 2 2
Note 2 et n°® 3 : pc 3 necF(n,24+41) 5 pe"F(n, £2);
. . g
B, -S. : %(E++E‘) ; AE=E LE_; Mo s E= o ;
t ucl Fln, £+3) 3 ucQFk ; 8 ; Wf ;
uo“Fk
2
R. + 8 : B = AE [Em+ 3 1+§-é-4;ﬁ + 627,
: BXm + E2 /F2+ v 4 82 a? |
) ‘ 2£+1 R 5+ 5 4 g
pe e
Note 3.3. - Quand B est petit par rapport & p c? F,» la formule (3.8)

g'éerit évidemment ¢

E=902F(n,k)+ﬁ~9‘98m’ ot g = zﬂ%

est le ¢ facteur de Landé) : cf. Bethe - Salpeter [2], (46.4) et (46.6), p. 209 .

A, LA PROBABILITE DE PRESENCE DE L'ELECTRON. ~ Rappelons que
x€X, pct X* ,

* A
X et son dual X étant l'espace euclidien EB'; x est la position, p est

la quantité de mouvement de 1'électron. Notons, avec les conventions de la note 2 :
2
. B2
2
pe

0
ta longueur appelée, en premiére théorie quantique, € rayon de 1l'atome de Bohr ) ;

7, étant le nombre atomique du noyau, notons :



THEOREME 4 . - La position x de 1'électron de nombres guentigues

(j = 4 + %, £,m,n) _appartient 3 la projection VX sur X de V[iQ)’Mo] 3 V

est 1a partie de X comprise entre deux sphéres et extérieure & un cone de révo-

X

lution autour du champ magnétique ; le centre de ces sphéres et Ye sommet de ce cone

coincident avec le noyau de l'atome. v

Convenons que, sur V [Lo ,Moj]CZ X & X*, la probalité de présence de 1l'électron

est proportionnells & la mesure invariante m in. Conclusion de 1'Introduction au

chap. TIT ]; alors sur VX , la probabilité de présence de 1'électron est approxi-
mativement :

(4.1) 1 L+1/2 d3 x !

rd
2’ n2

Jor2h PR (24 1/2)22 [ (41/2)2 (x%2+ x) 2y -n’ g2

Une définition approchée de VX est celle-ci : VX est la partie de X ou les

radicaux ci-dessus sont tous deux réels.

Note 4.1. -~ Si m= £+1/2 , alors : Vy est le disque ol :

=0; B2 - 2n° R' 4 (£+1/2)°n%=0 4

,

X
3
la probabilité de présence de 1l'électron sur ce disque est :

1 1 i d2 x!

J~R'2+ 2n° R - (:z+1/2)2n2
Preuve. - Sur V [LO, Mo], la probabilité de présence de 1'électron est, par

définition :

——21 ["dt”dt/\dw/\dé puisque mn=dtAdY Ad?.
9
r

4

La projection V, sur X de V [Lo, My ] est, vu chap. III, § 1, (1.5), (1.11),

(1~12)1 , l'ensemble des points x de X 'en lesquels :
‘ x Mo
(4.2) ‘R—i‘ = gin @, oUucos € = T H

o

1'éguation du second degré en Q
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(4.3) i (LM ,q,R]=0
a ses racines réelles

VX est donc bien la partie dé X comprise entre deux sphires et extérieure 3

un cdne de révolution, dont les centres et le sommet sont en O.

Les formules (1.5), (1.6) et (1.12) du chap. III, § 1 montrent gque tout point x

intérieur & V, est la projection de 4 points (t,¥,9) de v, Mo]. Vu chap.

11T, § 1, (1.14), (3.6) et vu (2.9)

d’x= - QRsin ¥ sin ® at A d¥YAQ® , dt= RgR >0

’

la donnée de x définit ‘Q'. Sur VX’ la probabilité de présence de 1'électron

est donc :

3

R q-
(4.4) 2 \I[T ‘Q]R|si§ﬂsin@

Vu chap. III, § 1, (1-12)1

x5 =R cos Y sin @ ;
donc, vu (4.2)2
M
) 1 2 ,. 2 2 2 2% o m
. R |din V¥ QD = — - £ 1
(4.5) |gin ¥| gin I [LO (x1 + x2) M_ R 12, ou Lo - L-:H/Z .

La . définition de Q par 1'équation (4.3) donne, wvu (2.1) et la note 2, en

A 2 .2 R
négligeant o Z° par rapport 3 1 (o ¢ congtante de sStructure fine) et en
donnant & E sa valeur approchée (3.11) :

' B
(4.6) Q ~ %“[—R'2 + 2n2 R' - (z+1/2) n ]2
d'eu
¢ R4R Ri n
(4.7 L ez

Les formules (4.5), (4.6), (4.7) donnent & la probabilité (4.4) son expression
approchée (4.1)

VX , étant la partie de X ol (4.5) et Q sont réels, est défini approximati-

vement par la condition que les radicaux figurant dans (4.1) sont réels.

Notg 4.2. - Le théoréme 4 définit une probabilité de présence de 1l'électron
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extrémement différente de celle que définit la mécanique ondulatoire, mais étroi-

tement apparentée i la premidre mécanique gquantique : 1l'électron appartient & une

partie compacte VX de X, qui est la réunion des trajectoires employées par cette

premiére mécanique quantique ; =sa probabilité de présence se définit aussi simple~
ment que possible i partir des équations caractérisant V

X .

Note 4.3. - Le cas m = £ + 1/2 présente des diffultés (cf : § 1, Note 2 :
la notion de solution admissible), qu'éluciderait peut-étre la définition de
fonctions lagrangiennes sur des variétée de dimensions inférieures & la dimension

maximale des variétés lagrangiennes ; cette notion se relierait peut-étre i une
partie des travaux de A. VOROS [23]-[24] .

CONCLUSION . - Cet article & explicité € la guantification de Maslov) . D'une
part, le théordme 3% du chap. IV § 2 prouve qu'elle s'apparente 5 la mécanique ondu-

latoire classique, dont elle sauvegarde des résultats essentiels ; d'autre part, le

théordme 4 de ce chap. IV, § 2 prouve qu'elle s'apparente i la premidre théorie
gquantigue, dont elle gsauvegarde la simplicité des calculs} il prouve aussi qu'elle

définit une nouvelle probabilité de présence de 1télectron, donc une nouvelle expies-

gion de l'interaction des électrons d'un atome. Nos chapitres I et II ont montré comment

elle substitue & la quantification de Bohr -~ Sommerfeld une quantification gue des

motivations mathématiques justifient; du point de vue de la physique, cette

quantification ne se justifierait que si elle parvenait & une évaluation correcte
des niveaux d'énergie des atomes & plusieurs électrons ; les calculs sont amorcés
dans le cas le plus simple, celui de 1'hélium.
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