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NOYAUX D' AGMON

par

PHAM THE LATI

INTRODUCTION

S. AGMON, dans ses travaux [l][2], a dégagé une classe importante d'opéra-

teurs dans les espaces de Sobolev ; ce sont des opérateurs intégraux aveac un

noyau continu borné. Ces opérateurs interviennent dans les problémes elliptiques

des importantes applications 4 1'étude du comportement asymptotique des valeurs
propres sont faites par S. AGMON.
Ii est alors naturel de chercher un cadre général pour 1'étude de ces opé-

rateurs ; c'est 1'objet du présent travail et nous envisageons uniquement le cas

hilbertien . Nous considérons un opérateur T centinu dans un espace hilbertien

Y tel que l'image de T est '"régulier'" au sens abstrait : cela signifie exac-

tement que l'image de T est dans un sous—espace hilbertien X de Y tel cue

X est dense dans Y avec une injection continue.

Dans une premidre partie nous supposons que X est un sous—espace de fonc~

tions continues et nous étudions la régularité du noyau de T que 1l'on nomme

noyau d'Agmon. Des hypothéses naturelles sur T et X montrent divers types

de régularité de ce noyau : continuité, différentiabilité etc... Ensuite, des

applications sont faites dans des espaces de Sobolev-Besov qui redonnent les
résultats de S. AGMON.

Dans une deuxiéme partie, on étudie des propriétés d'interpolation de 1la

classe de compacité de l'opérateur T , toujours dans le cadre hilbertien abs-

trait ; ceci pour donner la meilleure estimation possible de la suite des valeurs

propres de T ; ces problémes sont étudiés depuis longtemps, citons essentielle-

ment les travaux récents de I. C. GOHBERG - M. G. KREIN [7]', H. TRIEBEL[13],
Nous établissons des résultats qui font intervenir 4 la fois 1l'interpolaticn
des espaces de départ et d'arrivée, ainsi que la classe de compacité de 1l'opéra-

teur. Enfin, des applications sont faites aux espaces de Sobolev-Besov.
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- PREM'ERE PARTIE -

§ 1. Ce paragraphe est consacré 3 certains rappels de résultats classiques que

1'on peut trouver dans [QJ par exemple.

Soient X, Y deux espaces de Hilbert avec X Y et X dernse dans ¥
avec une injection continue ; on exprime ce fait en écrivant X g;Y'.
Les produits scalaires dans X et dans Y sont noté@s respectivement par

(« , )X et ( , )Y ;3 les normes correspondantes par et

] g -
Ces données définissent un opérateur S mnon beorné dins Y , de domaine
D(S) dense dans Y ; S est surjective et auto-adjoint strictement positif et
on a
(u,v)y = (Su,v)y Vu€ D(S) et ¥V veEKX

g1/2

De plus, en posant A = ,ona D) =X est le domaine de A et de

la relation précédente, on obtient :
(u,v)y = (Au,/\v)Y Vu,ve X

Pour la commodité des notations qui vont suivre, on désigne, pour
| 6 . S
0= 0 =1, par [X,¥]y =D(A) , le domaine de A {dans [9|, J. L. LIONS et
E. MAGENES utilisent une notation différente).

Cet espace intermédiaire sera muni du produit scalaire
] 6

qui en fait un espace de Hilbert ; l Ie désigne la norme correspondante.

Avec ces notations, on a donc :

(x4, = v et Cadg=Cuy
[X,Y]]=X et (3)1:‘(,)}(

On a :
Xg [X,Yjng vee [0,1]

Dans toute la suite, on identifie l'anti-dual Y'de Y & Y , et on note
par [X,i]_e 1'anti-dual de [X,i]e H [X,Y]_e est muni du produit scalaire
naturel obtenu par transport de structure de [X’Y]B par 1'isomorphisme canoni-

que ; on note donc ( , )_g et | l_e » le produit scalaire et la norme corres-

pondante.

On obtient ainsi une "échelle hilbertienne"

(x,Y]4 v6 e [-1,1]

Grace & l'identification précédente, on a, en désignant par X' 1'anti-dual de
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X :

(1.2) xg [XY],§vg [Xy]_ g x' vee [0,1]
Soit B¢ [O,l] et soit Ie

1'adjoint hilbertien de 1'injection de
[X,Y]e dans Y . Alors I

5 applique Y dans [X,Y]e et Ie est isométrique
de Y , muni de la norme induite | |_e , dans [X,YJG . De plus, puisque Y

est dense dans [X,Yl_e , Ie se prolonge, d'aprés [3], en une application Je

isométrique de |[X,

Y]_e sur [X,X]e qui n'est autre que 1l'isomorphisme canoni-
que de 1'anti-dual de [X,¥], sur [x,Y], .

On a :
(1.3) 1. = A 20

On obtient donc les relations

= €
(1.4) (u,v)_g = (Jqu,Jgv)g Y u,v [x,y}_e
G S
(1.5) (Mu, AV _g = (u,v) Vu,ve [X,7]g
On prouve (1.5) de la maniére suivante
€ 0 0 0 0 0
(A u, A v)_e = (JGA u,JeA v)e = < A u,JeA v >—6,
e désignant par < , >_5 .0 le crochet d'anti-dualité entre [X,Y]_e et
b
[?,Yje « Il vient, gr2ce a 1'identification Y' =Y :
6 .0 8 6
(A u,A V)_e = (A u,JeA v)Y
D'ol, puisque Je = Ie sur Y et vu (1.3)
Wu,n®vy_g = 0,020y

.o

Y - (U’V)Y

Enfin, on aura 1l'occasion d'utiliser le résultat de "régularité abstraite"
suivante, établi par J. LERAY et P. D. LAX :

PROPOSITION : Soit ve Y tel qu'il existe 8¢ [0,1] et

et tel gque :
FCROM
sup ———— < + ®
ue Y ‘ul_e

Alors v € [X,Y]e t 1'on a :

——
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§ 2. Suite & l'introduction, on considére dans ce paragraphe un coupie hilber-

tien (X,Y) tel que X g Y . D'autre part, soit T un opérateur continu de Y
dans Y tel que 1'image R(T) < X .

|‘T‘|0 désignera la norme de T de Y dans Y .

Puisque R(T) ¢ X , il est facile de vérifier que T est 3 graphe fermé de

en vertu du théoréme de Banach.
!|T|‘i désignera la norme de T de Y dans X .
*

Y dans X et donc continu de Y dans X

T désignera l'adjoint hilbertien de

dans Y et si R(T*)
WMy e N0, -

T , considéré comme opérateur de Y

est aussi dans X , on aura les notations correspondantes

On a la :

PROPOSITION 2.1 : Soit T wun opérateur continu de Y dans Y tel

*
R(T)c. X et R(T)c X . Alors, pour .08¢€ [0,1] , on a :

2.1 R T (P EL O VE cY

HA

Preuve : Soit A 1'opérateur du §! et soient u,v € X .

Considérons la fonction d'une variable complexe :

F(z) =(TAzu, Al—zv)Y

En utilisant la décomposition spectrale de A , on vérifie que F est holo-
morphe sur 0O < Rez < 1 et continue, bornée sur O < Rez g 1 . On va utiliser

le théoréme des troic droites sur cette bande.

Pour Rez = 0 , on a :

i +i it it
Flit) = (TA*Eq, A ltv)Y = (AT Fu, ATV

d'ou
lrio] s [amttuly (A% = Tl Tuly [vly
car At est unitaire.
Pour Rez =1 , on a : .
F(1 o+ it) = ('t o, Aitv)Y = ity AT’*Aitv)Y

o+ iols 1T Tuly Il
Le théoréme des trois droites donne, pour 8 ¢ [b,lJ :

e = el 1T 0 uly vl
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I1 vient de 13 :

!(le\eu; A]_BV)Y‘ ‘—8 * 1, 0
sup | Y N E LR
ve X IV{Y
Le premier membre de cette inégalité est |Al-e TAeu!Y car X est dense
dans Y , d'ou :
] 1-6 * 10
%l s N0 T8 July Tue x
En utilisant (1.5), on a
6 ~ 116 # 110 6
%l o= T P00 (%], Vue x

Comme AGX = [X9YJI~8 qui est dense dans Y , on obtient 1l'inégalité (2.1)

par prolongement par continuité de 1'inégalité précédente,

Remarque : On peut prouver d’'une autre maniére le résultat précédent en utilisant
les résultats de [9] [10].

* . .
Grdce & 1'hypothése R(T ) ¢ X , on voit sans peine que 1l'on a

lrel = 1050, Ll VE ey
En effet :
]Tf{Y = sup ~————— = SUp —
gG-Y Ile gGY igtY

K
Comme T ge< X, on a :

[yl = |T7ely € = 1T 11 lely 11,
d'ol l'inégalité cherché.
Cela prouve que T est prolongeable en un opérateur continu de X' dans
Y . Soit alors "G ce prolongement. Alors & est continu de X' dans Y et de
Y dans X , d'oi, par interpolation, ‘G est continu de [?,X’]l_e dans
Eg,XJl_e pour tout 8 € [Q,I].

En utilisant le théoréme de dualité de ces auteurs [}0], Y étant ici iden-

-~

tifié a Y' :

fax] g = Bl

(avec des normes équivalentes), on voit que T est continu de [X,Y]_e dans

[X,Y]l_e , d'oll la proposition avec une précidion moindre car la méthode holomor-

phe donne une constante multiplicative égale 3 1) qui est la meilleure majoration

possible pour 1'inégalité (2.1).
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Nous avons préféré donner une preuve directe, qui suit les idées d'Agmon

[2]; plus loin, la méthode holomorphe s'adapte bien a des situations plus

générales.

. n .
Soit € un ouvert de R~ et on note par &(2) 1'espace des fonctions

continues sur 92 3 valeurs dans € , muni de la topologie de la convergence uni-

forme sur tout compact.

On suppose que le couple hilbertien (X,Y) est tel que
. < (R
(2.2) x.¥],,, = €@

avec une injection j continue.

Soit x € @ ; alors la forme linéaire

f r—> Tf(x)

est continue sur Y grice a (2.2) et par conséquent, il existe KX € Y tel que

(2.3) Tf(x) = (;E.KX)Y VE e Y, ¥x € R

-~

Grace a3 (2.1) appliquée 3 8 = 1/2 , on a

| (£.xx) ]
sup -———-——Ji. < 4+ ®

fe Y ]f["I/Z

d'ol, en vertu de la proposition du §I

Ky € [X’YJI/Z

Kx est donc une fonction continue sur R , pour chaque x e R

Seit K 1la fonction définie sur § X § associée :

(x,y) > K(x,y) = Kx(y)

K sera appelé le novau d'Agmon associé a T

.

On s'intéresse a la régularité du noyau d'Agmon.
g

PROPOSITION 2.2 : Avec les données de la proposition 2.1 et avec (2.2), le noyau

d'Agmon est une fonction séparément continue.

Preuve : Il est clair que, pour x fixé, K est continue de la deuxiéme varia=-

ble vy .

La continuité, pour y fix&, de K pour la premiére variable va résulter

*
de la considération de T .

* P . - .. .
En effet, T vérifie aussi les hypothéses de la proposition 2.1 puisque

P 3
R(T™) = R(T) © X et 1'inégalité (2.1) est vraie pour T
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Pour y e @ , il existe Ly € {X,Y]]/z , donc continue sur & tel que
*
(2.4) T g(y) = (g-Ly)Y ¥g e Y

et on note par L la fonction des deux variables associée.

En vertu de l'identification X = Y' , la relation :

A*
(Tf,g)Y = (f,T g)Y Vi,g € ¥

s'écrit encore :

¥* —————
< . > = < >
BT 8 /2,172 =8 T2 1,0 1/2 Vi,g €Y

Si 1'on note N Tf* * i
par et les prolongements de T et T sulvant la

remarque qui précéde la preuve de la proposition 2.1, on a donc :

* ——e .
(2.5) T e 15 170 " B TPy 1, VE,g € [X'YJ-x/z
(2.3) et (2.4) s'édcrivent :
TEG) = <€, K >0 ), VE e [k,Y]_l/z
*
T ely) = <g, Ly”-1/2,1/2 Vg ¢ [X,Y]_,/z

D'une maniére &vidente, pour tout £ € 2 , la forme anti-lindaire :

h ——— h(g)

est continue de [X,Yll/z dans € , donc il existe 95 € [k’Y]-I/Z tel que

h(g) = <eg'h>-l/2,l/2

Alors, pour x,y€ Q , on a, en vertu de (2.5) :

¢ 3
<0 ,Ceo > =
y’ x =-1/2,1/2

ce qui s'écrit encore :

<0 ., >
x? y -1/2,1/2

P
TeWm = T
Comme Qfey(x) = <9y, Kx >_1/2’1/2 = K(x,y)

‘f ex(y) = <ex’ Ly> _]/2’1/2 = L(y’x)

on a :

(2.6) K(X,}') = L(y,x)

Puisque L est continue en x pour y fixé, K est bien séparément con-
tinue sur Q %X Q ,
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En général, K n'est pas nécessairement une fonction continue sur Q x ()

Voici une condition suffisante de continuité :

THEOREME 2.3

Avec les données de la proposition 2.1 et avec (2.2), supposons
que ] l : 2@ .
ue j est compacte de LX’Y]I/Z dans (%)

Alors, la fonction

X > K de £ dans [3,Y]1/2 est continue.
Le noyau d'Agmon est une fonction continue de Qx Q

Preuve : La continuité de 1'application x +— Kx de  dans [X’YJI/Z en-

traine la continuité de cette application de

Q@ dans () . Alors cette applica-
\ tion appartient 3 ¥ (2, ¥(Q)) et comme

est localement compact, il résulte
l\d'un thécréme de Lﬂ] que K est continue pour l'ensemble des deux variables. Il

suffit donc de prouver une propriété plus forte
de Q@ dans LX’le/Z .

Pour cela, soit 0 ¢ [X,X]_llz et considérons la fonction Ge définie sur

la continuité de x +—— KX

2. a valeur dans € :

X b G0 = <K 012

Alors Ge est une fonction continue sur §

en vertu de ce quli précéde.
Coume [X,Z] est réflexif, prouver la continuité de x ~— K_ revient i
1/2 X

prouver que {Ge} est un ensemble équicoutinue de &(R)

lorsque 6 varie
dans la boule unité b de [X,Y]_]/Z

Or cet ensemble n'est autre que j:C(b)

qui est relativement compacte dans §(Q) puisque E, le prolongement de T

’
est continue de [X,V]ml/z dans [X,Y]]/z et que 1l'injection j est compacte
par hypothése. Elle est méme compacte puisque [X’YJ—I/Z est réflexif. En ver-
tu du théoréme d'Ascoli [Q}, jT:(b)

compact, d'ol le théoréme.

est équicontinue car Q est localement

Dans la pratique, il arrive fréquemment que [X’Y}I/Z soit un sous-—espace

de z?bﬁl) , fonctions continues bornées sur . Eb(ﬂ) sera muni de sa norme

naturelle. Désignons par i 1'injection de [X,f]]/z dans (ib(ﬂ) , par || i]|
sa norme si elle est continue.

Alors on a le :

.

COROLLAIRE 2.4 : Avec les hypothéses du théoréme 2.3, supposons en plus que

[X’i]l/Z c Cb(Q) et que i 1l'injection de [X,Y]l/z dans fb(Q) est conti-—
nue. Alors le novau d'Agmon est une fonction continue bornée sur X Q et on

a <

2.7) swp IkGoy = 112 el e

)1/2
(x,y) € QxQ

1
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Preuve : Tl reste 3 prouver (2.7).
Comme Y est dense dans [X,Y]_]/z , on a, pour X ¢€ Q:
[ £k )|

inll/Z = sup

fe y Ifl_”2

Comme (f£.K )_ = Tf(x) , il vient :
x Y
x| = lli ]l el ),
En vertu de (2.1), calculé pour 6 = 1/2 ,

. 1/2 1/2
Lkl = il e I72 e 1% 1el,,

I1 vient de 13 :

. * 1/2
sup IR 1= A0 dlTl, N

d'ol (2.7) car |K(x,y)| = |1 !Kx!l/Z vYye Q.

On se demande quelle est la régularité de Kx et du noyau d'Agmon lorsqu'on
a en plus :

(2.8) [X,Y]l/z o ‘Gm(Q) m entier = |

ol GJDGD désigne 1'espace des fonctions continiiment différentiables jusqu'a
l'ordre m muni de la topologie naturelle de la convergence uniforme sur tout
compact de toutes les dérivées d'ordre m . On note encore par j 1l'injection
de EX,Y]]/Z dans ‘8m(Q) et on suppose j continue.

Dans ce cas, pour xeg N, Kxe Em(ﬂ) et pour ¢ [X’Y]—I/Z , la
fonction Ge € ‘@m(ﬂ) .

Si q est un multi-indice de dérivation d'ordre< m , pour tout £ € Q ,
la forme antilinéaire :

h — D%h(e)

est continue sur [k’YJI/Z et définit un é&lément 92 € [X’YJ—I/Z tel que :

q - <4
D7h(E) = <0 b>_ 0,

bonc, si p et gq sont deux multi-indices de dérivation d'ordre s m et

pour tout X,y € Q , il vient de (2.5)

q *gP P ad
<gi, T =
v o0 S22 7 9 T8 a2

De cette relation, on a :

pd pP

- nP pd
vy “x L(y,X) DX Dy K(x,y)
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En utilisant (2.6), on a
9 P oo _ P o4
Dy Dx K(x,v) DX by K(x,y)
Ces dérivées existent donc et sont égales pour tout p et q d'ordre s=m .
De plus, pour chaque x fixé& et pour p d'ordre s m , la fonction
y — Di K(x,y)

appartient 3 ﬁ’m(ﬁ)

I1 en est de méme, pour y fixé et q d'ordre = m , pour la fonction
s pl x
X b—— Dy K(x,y)

En effet, ?:9; € [X,Y] donc 3?93 € @H%Q) et comme on a :

1/2 7

T o4 = < pd - nd - nd
v (x) = < y K, > 1/2,1/2 Dy K Dy K(x,y)

la fonction x V= D§ K(x,y) appartient bien & EnYQ) . L'autre se prouve de
#
méme avec @ G Gi .

On en déduit facilement que les darivées d'ordre =m en x et d'ordre

HA
8

én y de K existent et sont indépendantes de 1l'ordre de dérivations.
De ce qui précéde, la fonction (X,y) > Dz D; K(x,y) est séparément
continue sur Q x Q .

Dans quelle condition a=-t-on la continuité des dérivées ?

Ay

D'aprés un résultat classique [3], la fonction x > Kx appartient

)

m- | - o . . .
4 «, LX’Y]I/Z) car on vérifie facilement que cette fonction appartient
m o .
gh@, [x,3] | /o faible).
Pour atteindre & gm(g, EX,YJ]/Z) , une condition suffisante est donnée par

1a :

PROPOSITION 2.5 : Avec les hypothéses de la proposition 2.1, supposons que 1'in-

jection j de (2.8) compacte. Alors la foncticn

X +—>» K
X

appartient a EHRQ, [X,i]]/z) .

. - m,m .
Le noyau d'Agmon appartient i © (0 x Q) , espace des fonctions f sur

QN x Q telles que Di Dg f(x,y) existent et sont continues pour tout p et q

d'ordre < m .

Preuve : Comme dans le théoréme 2.3, il suffit de prouver l'assertion plus forte
. - m
x > K_ appartient 3 g @«, [X,i]l/z)
Par récurrence, il suffit aussi de la prouver pour m= 1 .

On a vu que 1l'application x +—> Kx appartient 3 E‘(Q, rX,¥I faible).

1/2
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. d
Soit 3 K une dérivée d'ordre 1.
X, X
L'application

X —2— K
9x. X

i
est continue de Q dans EX’YII/Z faible ; on va prouver qu'elle est aussi con-
i d Q
tinue de dans [X,Y]l/z

Cela revient & prouver que { 5;; Ge} parcourt un ensemble équicontinu dans
€(Q) lorsque O parcourt la boule unité b de [X’YJ-]/Z .

Comme j T(b) est relativement compact dans %J(Q) s 337 i C(b) est re-
lativement compact dans ¥ () , d'od la conclusion. :

Pour achever la preuve de la proposition, il suffit alors d'utiliser le ré-
sultat classique suivant [3J : Si E est un espace vectoriel topologique locale-
ment convexe séparé, G désignant sa topologie et 7?0 la topologie affaiblie
et si x +——> f(x) est une application d'un ouvert { de R® dans E telle qu:
f e &’m(ﬂ, E?fo) et telle que chaque dérivée d'ordre = m est Eontinue de Q

dans Eqe , alors f € e, Ee) -

Remarques :

. m . m
1) Si 1'on suppose en plus que X,YJyC3 C’b(Q) espace des fonctions §E ()

v

bornées ainsi que toutes les dérivées d'ordre = m et si 1'on suppose que 1'in-
. . . m . . . .
jection est continue, ﬁ’b(Q) étant muni de sa norme naturelle, on voit facile-
ment que Di Dg K(x,y) est continue et bornée gsur £ X @ pour tout p et ¢
d'ordre = m .
2) 11 est évident que les résultats concernant m = 0 restent valables quand

on prend £ un espace localement compact arbitraire.

§ 3. Les considérations suivantes sont des conséquences faciles des résultats

précédents ; elles sont utiles dans la pratique.

On suppose dans ce paragraphe seulement X & &(Q) .

Soient alors T et S deux opérateurs continus de Y dans Y tels que
R(T) € X ainsi que R(S) < X .

Posons P = TS* .

Alors on a

1A

@ el sl s TEl Viey
En effet

el s Il Tl Is"el,
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Comme
" eyl = [(Esergl = sl laly Tl Vg € v
il vient :
| (s™¢,8), |
|s¥s], = sup ———— =]Isl|, [£]_,
g€ Y !gIY

d'ou (3.1)

I1 existe donc pour chaque s € Q , KX € X tel que
PE(x) = (f°Kx)Y vif e¥

La fonction de deux variables associée

(x,y) FH——> K(x,y) = Kx(y)

est séparément continue sur X Q

*

: on le voit comme dans le §2 en considérant
E 3
P = ST .

De la méme maniére, si l'injection X < E(R) est compacte, K est une
. . _ . m,m
fonction continue sur § X @ , bornée si X 6%(9) , de classe & ’ (q x'Q)

. m .. .
si X< E7(R) avec une injection compacte.

Remarque : Puisque R(T) < X @& (R) , pour tout
f > TE(x)

est linéaire et continue sur Y . Il existe donc TX ¢ Y tel que

x¢ 2, la forme

TE(x) = (£,T) Vi ¥ ¥x Q
XY

De la méme maniére, pour 'fy € € , il existe S e Y tel que

Sf(y) = (f,Sy)Y VEe Y ¥y €Q
Alors :

* * _

PE(x) = TS"f(x) = (S f’Tx)Y = (f,STX)Y ¥ftey
D'ol

ST =K

X X

On a donc :

(3.2) K(x,y) =CIX,Sy)Y Vx,ye Q x Q



Pham the lLai, Noyaux d'Agmon I.15

§ 4. On va envisager quelques applications aux espaces de Sobolev-Besov. La plu-
part des résultats sont dus & S, AGMON [lJ[Z] dans le cas d'espaces de Sobolev ;
on les généralise ici au cas d'espaces de Sobolev-Besov. Les minorations concer-

nant les valeurs propres s'obtiennent ici sans aucune hypothése sur la résolvante.

Rappelons les définitions usuelles suivantes
- m, n .
Pour tout mréelz 0, H (R') est l'espace des (classes) de fonctions u

telles que

2.m/2 . 2
G+ 1elH™2 a5 € 12(rY
4 est la transformation de Fourier de u . Hm( Rn) est muni de sa norme hil-

bertienne naturelle.

n

. . m . . .
Si N est une partie de R , H () est 1'espace des restrictions 3 @

des fonctions de Hm( Rn) muni de la norme hilbertienne

I = 1 | =
lu‘m,n. inf IUIm, RO U u sur

On sait que si § est un ouvert trés régulier, lorsque m est un entier,
m . . e . -
H'(Q) est encore l'espace des fonctions qui ont leurs dérivées jusqu'd 1'ordre
2
m dans L7(Q) .

D'apres [&] , on a 1l'identité suivante, pour 6 € [O,{]

2 mo
(4.1) [E @, L@, = 5" @
avec des normes é&quivalentes.
Pour m » 0 , on note me(Q) 1'anti-dual de Hm(Q) , ayant auparavant
identifié 1'anti-dual de LZ(Q) a LZ(Q) . H—m(Q) est muni de produit scalaire

naturel transporté de celui de Hm(ﬂ) .

On supposera dans tout ce paragraphe que Q est un ouvert trés régulier
pour avoir les espaces de Sobolev usuels dans le cas m entierz 0 .

On utilisera les notations suivantes : Si T est un opérateur continu de
LZ(Q) dans LZ(Q) . I[T ”O Q désignera sa norme.

Si en plus R(T) CiHm(Q; , T est continu de LZ(Q) dans Hm(Q) . ||T ”m Q
désignera la norme de T dans ce cas. ’

Dans toute la suite, C désignera une constante qui ne dépend que de n, m,

On a le :
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’ ~ . 2 .

THEOREME 4.1 : Soit T un opérateur co.tinu de LZ(Q) dans L7(Q) d'image
* m

R(T) Hm(Q) ainsi que R(T )c H (R) avec m >mn . Alors :

a) T est un opérateur intégral avec un noyau d'Agmon K continu et borné sur

QxQ :
{ 2
Tf = j K(x,y)f(y)dy fe L7(D)
Q
avec
. -
(4.2) sip kG |zl o+ ITH ) o™ 8™
(x,y) € QxQ ’ ’ ’
b) S'il existe k entier 2z 1 tel que m - n > 2k , alors K appartient 3

k,k .
BB, (9 x Q) , espace des fonctions f appartenant a Y?k’k(ﬂ X Q)
les dérivées Di D; f(x,y) sont bornées sur  x Q
gk .

tel que
pour tout p et q d'ordre

. s . . c 2.3 -
Preuve : a) On considére le couple hilbertien Hm(n)-4+ L7(®) . Utilisant

(4.1), on a &fn(ﬂ), LZ(Q)]I/Z = Hm/Z(Q) avec des normes é&quivalentes.
Le théoréme classique de Sobolev montre (avec modification usuelle sur un

ensemble de mesure nulle) que Hm/Z(Q)C: () avec une injection compacte,
ainsi que Hm/Z(Q) c ﬁl}(g) avec une injection continue puisque %

théoréme 2.3 montre alors que T

n
>— . Le
2
est intégral avec un noyau d'Agmon K continu
sur QO x Q .
Le corellaire 2.4 prouve ensuite que K est borné sur £ %X §& et on a la

majoration :

sup kGl =c dlTll ™l /2 ,
(x,y)e @xQ m, m,ﬂ)

De 13, on déduit (4.2) par un argument d'homogénéité comme dans [2].

b) Puisque % -k > % , le théoréme de Sobolev montre que

Hp/Z(Q)C: EICGD avec une injection compacte et on applique la proposition 2.5 .
Remarque : Le théoréme 2.3 donne en fait une régularité plus forte sur K :
appartient 3 Hm/2

1l'application x > Kx est continu de f dans Hm/2

la deuxiéme variable.

Q) et

(R) . Meéme chose pour

pour x € Q fixé, la fonction K 1y > K(x,y)

Le résultat suivant est nouveau et utile lorsque l'on a seulement m >

[N Tg=)
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(¢}

P . ) 2. 2
THEOREME 4.2 : Soient T et S deux opérateurs continus d L7(R) dans L7(R)

NID,

tels que R(T) C;Hm(Q) ainsi que R(S) C:-Hm(Q) avec m >
Notons P = TS' . Alors :

a) P est un opérateur intégral avec un novau d'Agmon K continu et borné sur

Qx Q :

Pf = J K(x,y)f(y)dy f € Lz(ﬂ)
Q
avec :
/2m I-(n/2m)
(4.3) sup kG = el sl % dlTll, sy o
(x,y) € 9xQ m, m,$ 0,Q 0,8
b) S'il existe k entier z | tel que m - % >k , alors K appartient 3

‘G’E’k(n < Q) .

Preuve : a) On applique les considérations du §3 qui montrent que P est intédgra
. _ . n -
avec un noyau d'Agmon continu et borné sur £ X Q , puisque m > 5 Reste 3 prou-

ver (4.3).

On a :
. )

Pelg g5 ITllg o Is7E]y g VE € L7(Q)

Mais : .
* _ I(S f!g)O,Ql l(fysg)o’nl
IS flo Q= sug = sug —_—
gel?(® |gly g geL2(® elg g
comme = |(£,58) ol 5 Clssly glely o= ol s glelg olel o g
il vient :

lelo,ﬂ sc||T ”0,9.” S ”m,ﬂlfl-m,ﬂ

De la méme maniére :

|pf lm,Q

1A

(RSN

D'old

1A

pel g =cllmll,glls Il olel g

L'inégalité classique d'interpolation de Sobolev donne :

/2m 1-(n/2m)
sup |PE(x)| = C|Pf n Pf
s [r2eo | 5 olee[2/2 Jee )

D'od
n/2m

(4.4) sup [PE(x)| = c(]| T ]|

1—(n/2m) If
X e Q

il glls Il 9

m,all § g, o -

Par un calcul analogue, on a aussi :

n/2m

I

(4.5) sup le(x)l

o (“T”O’Q”SIIO’Q)I-(n/Zm)Iflo,Q

C(IIT ”m’QIIS “O,Q)
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Soit alors x € § et Kx la fonction : y +——> K(x,y) . On sait que

Kx e H'(Q) et que 1l'on a =
(f’Kx)O,Q = Pf(x)

D'ol, en utilisant'(é.A), on a :

[Pf(x)l n/2m 1= (ri/2m)
= N E A T
(4.5) o et L R et B
-m,
Par un calcul analogue, on a aussi, en utilisant (4.5) :

_ Pf (x) n/2m 1-(n/2m)
dog = ooe, EreRbscll TR Il s N

De nouveau, par 1'inégalité d'interpolation appliquée a KX :

sup lK(x,y)] < CIKx];/ém |leé-én/2m)
}’EQ ’ ’

donne immédiatement (4.3).

b) se démontre comme dans le théoréme 4.1 .

Remarque : Le noyau K s'obtient en vertu de (3.2) par :

(4.6) K(x,y) = [ T (&) S_(&) dg
Q* y
'I'x et Sy étant les fonctions € LZ(Q) telles que
TE(x) = (f°Tx)O,9 et Sf(y) = (F'Sy)O,Q

Si §© est un ouvert borné et T un opérateur de LZQQ) dans LZ(Q) d'ima-
ge R(T) Hm(Q) avec m > 0 , alors T est opérateur compact de LZ(Q) dans
12(9) .

Dans ce cas, le spectre de T est dénombrable et on désigne par (Aj) 1la
suite des valeurs propres de T , rangée par ordre de module décroissant, et ré-
pétée suivant la multiplicité. On sait que si les (Aj) sont infinies, la suite
converge vers O . Dans toute la suite, on adoptera cette convention pour les
valeurs propres d'un opérateur compact.

Si T est un opérateur de Hilbert Schmidt de L2(Q) dans LZ(Q), on sait
que T est intégral avec un noyau de Hilbert Schmidt T(x,y) € Lz(Q x Q)

Tf = Iﬂ T(x,y)f(y)dy

Dans ce cas, on désignera par |[||T]]| 1a norme de Hilbert Schmidt de T .
Le lemme suivant est bien connu [L] ; nous le prouvons en suivant les métho-

des ci-dessus pour la commodité du lecteur et pour les applications qui vont sui-

vre.
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LEMME 4.3 : Supposons & borné et m > % . Soit T un opérateur continu de

2
L2(@) dans L°(Q) d'image R(T) c H™(Q) .

Alors T est un opérateur de Hilbert Schmidt.

§£.23 note par :
4.7 k() = [o T6,8) TG B x,y€ @ xa

ol T(x,y) est le noyau de Hilbert Schmidt de T , K est une fonction conti-

nue bornée sur Q %X Q .

De plus : ~q1Td DE GE 1
(4:8) lalll = g Keew0'? &
QUES PURES
(4.9 il = el 12/2" (e f1g- @2 {1UT FOURIER
Preuve : On va utiliser le théoréme 4.2 avec P = TT* .

Comme O est borné, T est compact de LZ(Q) dans LZ(Q) s soit (Xj)
j = 1,2,... 1la suite des valeurs propres de T.
Alors P est compact auto-adjoint positif, soit (u.) j =1,2,... 1la

suite des valeurs propres de P . Evidemment u,= O .

P est intégral avec un noyau d'Agmon K continu et borné. Puisque P est

auto-adjoint positif, on a :

K(x,y) = K(y,x)
K(x,x) 2 0

Q étant borné, K(x,x) est intégrable sur et en vertu de (4.3), on obtient

(4. 10) I“ K(x,x)dx 5 vy mes(®) || T H;{S | T Hg:é“/m)

Le théoréme de Mercer montre alors que l'cn a :

§ uj = fﬂ K(x,x)dx .

Donc P est un opérateur nucléaire de LZ(Q) dans LZ(Q) « On en déduit, par

~ .. . *
la décomposition polaire de T , que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

De plus :

(4.11) il = ¢ uj)]/Z = (IQ K(x,x)dx) /2 .
J

Soit T(x,y)e L2(Q X Q) , le noyau de Hilbert Schmidt de T ; alors, en

9

vertu de (4.6), appliquée 3 T et S =T, on a :

K(x,y) = JQ T(x,8) T(y,&)dE
Ceci donne (4.7).
Alors (4.10) et (4.11) avec (4.7) donnent (4.8) et (4.9) .
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Rappelons maintenant une formule importante des opérateurs nucléaires.
. . P 2 2,
S1 T est un opérateur nucléaire de L () dans L7(Q) , alors z Aj est

une série counvergente, (Aj) étant la suite des valeurs propres de T 1

Par ail-
-leurs, on sait aussi que pour toute base orthonoramle (ei) de L2(Q) , la série
Z (Tei,ei) est absolument convergente et sa somme est indépendante de la base
%ei) . On la note par T r(T) , c'est la trace de T .

Alors, on a le résultat suivant de V. LIDSKI [7] :
(4.12) Tr(m) =) A
3

pour tout opérateur nucléaire T .

On a alors 1la

PROPOSITION 4.4. : Supposons @ borné et m > %~. Soient T et S deux opéra-

2
teurs continus de L7(R) dans LZ(Q) d'images R(T)c Hm(Q) , R(S) c Hm(Q) .

E 3
Alors P = TS est un opérateur pucléaire de LZ(Q) dans LZ(Q) avec un noyau

d'Agmon K continu et borné sur 2 x Q .

on a:
(4.13) K(x,y) = JQ T(x,8) S(v,E) ag

oi T(x,§) et S(y,§) sont respectivement les noyaux de Hilbert—Schmidt de T

et S .

Si (A.) est la suite des valeurs propres de P , on a

(4a14) z AJ. = JQ K(x,x)dx

Preuve : T et S sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt de LZ(Q) dans LZ(Q)
en vertu du lemme 4.3, donc P = TS* est nucléaire.

P est intégral avec un noyau d'Agmon K continu, borné sur Q x Q en
vertu du théoréme 4.2 et la formule (4.13) provient de (4.6).

Pour avoir (4.14), il suffit de prouver, en vertu de (4.12) que :
0C:*c(P) = JQ K(x,x)dx .

Or cette derniére est bien connue, voir []I par exemple.

Remarquons enfin que 1'on a la majoration (4.3) pour le noyau K .

De la proposition précédente, on peut déduire le résultat suivant, prouvé
par S. AGMON [ﬂ , avec une hypothése supplémentaire sur le comportement 4 1'infini
de la résolvante.

Avant de 1l'énoncer, on aura besoin du ¢-



Pham the lLai, Noyaux d'Agmon
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LEMME 4.5 : Soient un couple hilbertien X G Y et T un opérateur continu de
2

- - * 1/
Y dans Y d'image R(T)C X . Posons Q = (TT )
Alors 1'image R(Q)C X .

Preuve : Puisque Q est auto-adjoint, on sait que :

Y = R(Q @ N(Q)
Donc tout y € Y se décompose d'une manidre unique en
vV =§ +n

avec & € R(Q) et n ¢ N(Q) .
On a :

Q = Q .

I1 suffit donc de prouver que Qf € X pour tout § € R(Q) .

On a, avec la notation du §2 :
(4.15) |Qf[X§||THl If[Y ¥ £ € R(Q)

En admettant un instant (4.15), montrons que Q ¢ X . Il existe une suite
fn-€ R(Q) telle que fn —> & dans Y . En vertu de (4.15), an est une
suite de Cauchy dans X , donc converge dans X vers un &lément x X . Donc
an converge 2ussi vers x dans Y .

Comme fn converge vers & dans Y , an converge vers Qf dans Y
d'oi Q¢ = X qui appartient bien 3 X.

On prouve maintenant (4.15).

Soit f € R(Q) , donc de la forme f = Qg avec ge Y .
Alors :

Qf = TT g ¢ X
D'aprés la décomposition polaire de T* , on sait que T* =UQ oud U est
partiellement isométrique de Y dans Y , d'oi
*
|T78ly = lagly
Puisque
lael = Nl Tl Il

(4.15) s'obtient aisément.
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PROPOSITION 4.6 : Supposons

m> 5 et Q borné. Soit T wun opérateur continu de
LZ(Q) dans LZ(Q) d'image R(T)
propres QE T , on a :

om a: \
i/ \3
. N i = - 2
4.18) - (E IAJ.I2>§UQ K(x,x)dx =cll T IIQ{?{“H | (/2m

ou K est le noyau d'Agmon continu borné de TT*

Hm(Q) . Si (lj) est la suite des valeurs

De plus, il existe une constante C tel que

(4.17) ”\31 = C ;J'm/n ¥ .

Preuve : T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, on sait alors que ;
. 2 i
L= el
i J

d'ol (4.16) en vertu de (4.8) et (4.9).
Reste 3 prouver la majoration (4.17).
On va d'abord la prouver dans le cas oi T est auto-adjoint positif et dans
ce cas, on utilise la méthode de S. AGMON, que 1'on va décrire ici.

Soit t réel < 0 et considérons Tt = T(I - tT)_] qui est bien définie

car ¢t est dans la résolvante de T , T étant supposé positif.
. . . . -1
Tt est aussi auto—adjoint positif et si l'on pcse par U. = nj pour
tout nj # 0 , la suite des valeurs propres de Tt est (u]-t) , celle de Ti
est  (——0) . i
2
(uj-t)

Evidemment R(Tt) c:Hm(Q) , donc Ti est intégral avec un noyau d 'Agmon

continu et borné Kt 3y de plus, on a :

1
(4.18) 1 — =J9 K, (x,x)dx
j (M.-t)
3
en ver+tn de (4.14) appliqué 3 T =S =T, .

t
Soit T > 0 et N(T) 1le nombre des uj tel que H.= T .

En utilisant (4.18) avec t = -1 , on obtient :

(4.19) N(T) 12 < I __1_2 SIQ K _(x,x)dx
— —T
4T uj§t (uj+r)
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Or T étant auto-adjoint, suivant un résultat de S. AGMON [I](x)

» on a les
majorations

| T <

1
-1 ”o,n T

(4.20)

In o= 2l g

La majoration (4.10) donne dans le cas présent ; en vertu de (4.2%)

‘,{‘Q K_T(X,X)dx = C(%)Z—(n/m)

D'ol en vertu de (4,19)
(4.21) N(1) <C o/

De (4.21), (4.17) s'obtient aisément.

‘s * . 1/2
Dans le cas o T est quelconque, on considére Q = (TT ) et en vertu
du lemme (4.5), R(Q) — H(Q) .
Les considérations précédentes s'appliques 4 Q : si (sj) est la suite

des valeurs propres de Q , on a :

s. 2 ¢ ™/ V j
j E
Il suffit de remarquer, que entre les (Kj) et les (Sj) , OnL a @
n n
(4.22) oo+ r!xj}) < I (1 +rx sj)
j=1 j=1

pour tout r > O et tout entier n et d'utiliser un résultat de I. C. GOHBERG
et M. G. KREIN [7] qui. prouve que si (s.) est une suite positive décroissante
vérifiant une majoration du type (4.17) et si {l.l est une autre suite positive
décroissante vérifiant (4.22), alors les (]kj]) vérifient une majoration du

~ - m N
meme type avec le méme exposant - d'od (4.17).

(%)  (4.20) n'était pvas tout—-d-fait eaplicite dans [1], mats sa preuve est aisée ;

en effet (I + tDE,TH)y = (£,T) + (T£,T0), » t[| 16 | ecar (5,70, > 0 .

D'ou, en vertu de l'indgalité de SCHWARZ, on a : 1 ||Tf “Y || (1 + e ”Y .

Cette derniére inégalité donne (4.20).
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Remarques : a) On va voir plus loin, qu'une majoration de type (4.17) est encore
valable méme dans le cas m = % .

' b) On a donné, avec le cadre général du §2, une application aux opéra-
teurs agissant dans les espaces de Sobolev-Besov.

Mais, il y a dans la pratique, d'autres situations rentrant dans le cadre du
couple hilbertien X g Y .

On pourra par exemple étudier avec les mémes méthodes les noyaux et le compor-—
tement des valeurs propres d'opérateurs compacts dans Lz(Q) avec § non bormé,
vérifiant des hypothéses raisonnables & 1'infini. (Voir les travaux de C. CLARK,
Pacific J. Math. (1966) et R. A. ADAMS, A. R. Mech. Analysis (1968)).

On y reviendra dans un autre travail.
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- DEUXIEME PARTIE -

§ 5. On va considérer une situation plus générale que celle du §2.

De nouveau, soit un couple hilbertien X ¢ Y .
Soit T wun opérateur continu de Y dans Y tel qu'il existe deux valeurs

6] et 62 appartenant a [O,l] telles que

i *
R(T) = LX,Y]O et R(T) < [_X,Y]e
1 2
Les opérateurs gtudiés par H. TRIEBEL [13] entrent dans ce cadre comme nous

-allons le voir.

Avec les hypothéses précédentes, T est continu aussi de Y dans [X,YJe
- * . l
et on note par || T ”6 cette norme de T . De méme, T est continu de Y

dans [X,Y_]62 et on note par ”T"E ”62 cette norme de T* .

Alors, on a le résultat suivant qui généralise la proposition 2.1 .

PROPOSITION 5.1 : Soit T un opérateur continu de Y dans Y avec

R(T) LX,YJel et R(T*) CZ[X’YJGZ . Alors, pour tout 0 g [b,l] :

1-6, % 6
1T, 1" Uiy, 18l VESY

(5.1) [T£]

1A

§ (1-6)

Preuve : On va denner une preuve rapide en utilisant le théoréme de réitération
de J. L. LIONS et J. PEETRE qui donnera (5.1) avec une constante C multiplica-
tive. On peut prouver que l'on peut prendre C = 1 avec la méthode holomorphe ;
cela est effectivement prouvé plus loin (théoréme 5.4) dans un cadre plus général

que celui qui nous occupe ici.

Pour f,g€ Y , on a :
*
| (z£.2)y] = IT glo, £l s,
D'ol :
*
2ely = 171, Tel
Ceci prouve que T se prolonge en un opérateur continu T de [X,Y]_ez dans Y
avec une norme % H T *Ibz .
Comme T est &galement continu de Y dans [X,X]e avec une norme

1
= ” T [le , le théoréme d'interpolation prouve que ‘C  est continu de

[Y’[X’Y]—Sz]l—e dans [EK’YJOI’YJI-G pour tout 6 € [O,l]

avec une norme = C || T lg;e I T*llez
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Le théoréme de réitération donne

[[X,Y]el,Y]_l_e - [X,Y]el(l_e) et [[X,YLZ,YIB - [x,Y_]GZO

(avec des normes équivalentes).

Le théoréme de dualité donne avec ce qui précéde :
[v,[x,v] o ], = [x,¥)_
62 1-9 629

(avec des normes équivalentes)

ce qui prouve (5.1).

Rappelons ici quelques notations et résultats bien connus [7]. Soient A
et B deux espaces de Hilbert, £ (A,B) 1'algébre des opérateurs continus de A
dans B muni de la norme des opérateurs, & ,(A,B) 1'idéal(*) des opérateurs com—
pacts de A dans B muni de la norme induite par celle de & (A,B) et % (A,B)
1'idéal des opérateurs de rang fini. & (A,B) est dense dans zfm(A,B) . Si
T ¢ E;w(A,B),.la Suite(**) (sj(T)) des valeurs propres de (Ta'tT)l/2 sera appelée
suite des valeurs caractéristiques de T .

Pour pz 1| , ‘GP(A,B) désigne l'ensemble des opérateurs Te ( ,(A,B)
tel que la suite (sj(T)) des valeurs caractéristiques vérifie :
(5.2) hell, =@ s,@P!/P <=

CP(A,B) est un idéal et (5.2) est une norme qui en fait un' idéal de Banach.
F (A,B) est dense dans <QP(A,B) .

EI(A,B) est connu sous le nom d'espace d'opérateurs nucléaires de A dans
B . On vérifie facilement que si T € EP(A,B) et S € EH(B,A) avec
ST € ¥, (A,4) et TS € EI(B,B) .

Pour un opérateur nucléaire T € TZI(A,A) , on définit de la méme maniére

+ =1,

1,1
P 9

qu'au §4 la trace Cr T et on sait que [7J la forme trace
T —> Cr T

est continue de Eﬂ(A,A) dans € .

55(A,B) est mis en dualité avec fq(B,A) par la forme trace ; plus pré-
cisément, pour p € 1],”] , le dual de '@p(A,B) , via la forme trace, est iso-
métrique a ﬁ;(B,A) ol q est le conjugué de p .

Le dual de 5}(A,B) est isométrique 3 &£ (B,A) . Les preuves de ces résul-

tats de dualité, faites dans [7][12] pour le cas A = B , sunt aussi valables ici.

(*)  Par excés de langage, nous utilisons ict le terme idéal dans un sens
généralisé évident.
(*%) On rappelle quz la famlle dénombrable des valeurs propres d'un opérateur

compact est rangée en unz suite, par ordre de module décroissant, et répétée

suivant la muléﬁplicitéa.
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Le résultat suivant est attribudé 3 P. ZAKHRYUTA (Siberian Math. J. - 8 -
1967), bien que la preuve est déji implicite dans J. L. LIONS (Acta Math. - 94 -
1955).

LEMME 5.2 : ~ Soit un couple hilbertien X G Y tel que l'injection de X dans

est compacte (ce qui implique que ces espaces sont séparables).

Il existe une famille dénombrable d'éléments de X , (e.) , totale et or-

thonormale dans Y qui est aussi totale dans [X,Y]e pour tout 6 € El,l] .

Preuve : Soit A 1'opérateur auto-adjoint positif engendré par le couple hilber-
tien X GY . /\“1 est compacte de Y dans Y car l'injection de X dans Y
est compacte ; soient (Xj > 0) 1la suite des valeurs propres de A—] conver-
gente vers 0 et (ej) la suite des vecteurs propres correspondant que 1l'on
suppose ortho-normale dans Y . On sait que (ej) est totale dans Y .

On a @

-1
5.3 he. = u.e. ¥i avec WU, = A,
( ) J J ] ] J ]

6 . P
Comme A  est une isométrie de [X,Yje sur Y pour 6 ¢ [O,l] , (5.3)
montre que (ej) est aussi totale dans [X,Y]e pour 6 € [0,1] .

Comme Y est dense dans [X,Y]e pour 6 € £;1,Q] ’ (ej) est aussi totale
dans [X ,Y] 5

Dans toute la suite de ce paragraphe on suppose que l'injection de X dans
Y est compacte ; avec le lemme 5.2 , on considére la famille d'opérateurs B

qui sont des combinaisons linéaires finis d'opérateurs di . définis par

di,j = (.,ei)Y ej .

si 8 et 0, €[0,1]] ersi a=[x,¥]; et B=[X¥] 4 , un élément
~ e - _ 1
d € & peut etre considéré comme opérateur de A dans B . De gette fagon,
b (A,B) .

On a le :

LEMME 5.3 : Soient 91,32 € [0,1] et A= [X,Y]e] , B = [x,y]_ez et pZz 1 .
Alors p est dense dans %;(A,B) .

Preuve : On sait que % (A,B) est dense dans ‘CP(A,B) ;3 11 suffit donc de prou-
ver que tout TE€ & (A;B) est approchable pour la norme de ﬂgp(A,B) par une
suite d'éléments de / . Comme T est de rang fini, on se raméne immédiatement

au cas oi T est rang 1 ,c'est-da~dire T de la forme :

T = (0, B
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‘avec @€ A et B € B

Dans ce cas, | Ilp étant une norme tensorielle

il = lelq el

Ceci montre que 1'application bilinéaire

AXx B —> & (A,B)

-~

qui 3 (@,B) ¢ A X B associe T = (.,a)A§3 est continu de A x B dans & (A,B)
muni de la norme || [Ip .

D'aprés le lemme 5.1, la famille (ej) forme une base commune de A et
B , donc le sous~espace -engendré par lé famille ( {ei,ej} ) est dense dans

AX B | d'ol le lemme.

COROLLAIRE 5.4 : Soient A, B comme dans le lemme 5.3 et T € £ (B,A).

Soient pe€: [l w[ g son conjugué.

Pour que 7T € 67(~,A) , i1 faut et il suffit que

(5.4) I;t”z_s_zs.u P
S g
€ b I “q
Preuve : En vertu du lemme 5.3 , [J est dense %’(A B) , et ce corollaire est

une conséquence directe du théoréme de dualité entre @ (A,B) et g;(B,A)

rappelé auparavavant.

On peut maintenant énoncer le résultat qui généralise la proposition 5.1 et

dont la preuve fournit également 1'inégalité (5.1) avec la constante égale i |

THEOREME 5.5 : Scit T un opérateur continu de Y dans Y tel que
R(T) © [x,'aqe1 et R(TY < [x, Y]e avec 0,8, ¢ [0,1] .

1°°2

Supposons que T , considéré comme opérateur continu de Y dans [k Y]e

soit de la classe %; (Y, [X Y]e ) et T* , considéré comme opérateur contlnu de
Y dans [X,YJB , soit de la classe %ZPZ(Y ]X YTGZ) avec p,,p, € D

-Alors T se prolonge en un opérateur continu de {k YW 6 8 dans

EX Y]e (1-8) pour tout 0O € [b l] et ce prolongement eSt.QE.lE classe
€ ([XY]ea’ [x-¥]g (1-ey) o8

1 1-6 6

5.5 - = — 4 —

5.5) P
De plus,
1-6 0

5.6 T < T T*
(5. YR LY N ES
(les normes !' ”p’ ’l ”p]’ ‘I ”p sont prises dans les espaces respectifs de T).

" respectiis de
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Preuve : En vertu de la proposition 5.1, T se prolonge en un opérateur continu
de [k,YJ_eze dans [X,YJel(]_e) , pour tout 6 € [p,l}.

Pour la commodité des notations, on a désigné dans (5.6) par T encore ce
prolongement ; nous le faisons désormais.

En vertu du corollaire 5.4, il suffit de prouver que

cun | €x(19)] <

S€.p IISHq

avec q le conjugué de p, p étant déterminé par (5.5), la norme ][S Hq étant

.prise dans (eq([X’Y-—IGl(1“9)’[X"{'J"828) *

Remarquons tout de suite que le cas d'opérateurs continus entre dans le cadre
de la preuve qui suit comme cas limite car on sait que le dual de gl(A,B) est
£ (B,A) , donc (5.4) est utilisable pour q = 1 3 condition de considérer
T ¢« £ (B,A) . Cette remarque montre que la proposition 5.1 est un cas particulier
du théoréme 5.5 dont la preuve fournit une deuxiéme démonstration de la propositior
5.1 . (On peut voir, en effet, que dans ce cas limite, 1'hypothése de l'injection

compacte de X dans Y est inutile.)

Ceci étant, considérons S € [/ avec ” Sllq =1 .
S s'écrit de la forme :
n
S = c.(.,f£.)., h,
j_.z__l [ A

avec fj’ hj des éléments de la base»commune (ej).

En écrivant :

c. = g.W0. avec . = |c.
i Pij Pj | j |
et en posant, (4.) étant la suite définie dans (5.3)
0, (1-8)
a, =Hu,. f.
J J
(5.7) 9 6
b. = u.2 w.h.
] J ]

S s'écrit encore :

n
(5.8) S = k.(.,a.), b.

Z J( 1Y 3
odi, on a posé :
-61(1—6) - eze

U, . >0

5.9) k. = 5.
(5.9) i P3T

En vertu de (5.3) et puisque la famille (ej) est orthonormale dans Y , on

a, pour tout n€ [—I,IJ :
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. n.n
(5.10) (em,en)n =M M Gm’n

ot 6 est le symbole de Kronecher.

En effet, pour n¢ £0,f1
_ A n -
(em’en)n = (A e Ae ) Hoou (em,en)Y

d'oii (5.10) pour n € [0,1] .
Mais de (1.4), on a :

(em’en)—n - (Jnem’ Jnen)
et, on a, puisque Jn est, en vertu de (1.3), le prolongement de A-Zn
_ -n -n -, n.n
(em’en)—n =@ “m’ A en)Y Yo Ha (em’en)Y
d'od (5.10) pour n ¢ [}1,{[ .
‘ - - ' 3 -~ - .
S s'écrit encore, lorsque l'on restrint a LX’YIBI(I-B)
n *261(1-8)
. S = k.(o,u. . b.
(.11 jzl [N aJ)Gl(l‘G) j
—29](1—9)
En vertu des définitions (5.7), on vérifie sans peine que les uj aj

sont orthonormales dans [X,fle (1-6) et les bj sont orthonormales dans
[k,i]_e 0 donc (5.11) est la éécomposition polaire de S , considéré comme opé-

rateur gel [X’Y]Bl(l—e) dans [X,Yj_e .

2
Puisque, par hypothése H SHq =1, ona:
n
(5.12) k=
j=1

En notant q, et 4, respectivement les conjugués de P et Py > considé-

rons la fonction d'une variable complexe :

n q, 4, z el(l—;)
F = k. TA Jh, L, A £,
(z) J_Zl 5 ( w ;b Py

qui est holomorphe sur € et bornéesur toute bande o X Re z = B

. On a de nou-

veau utilisé le théoréme des trois droites sur la bande O = Re z 1 .

HA

Pour Re z = 0, on a :
1-it it
( q * E;) Bzit 6](1+it)
. (TA“ wh, ,A £.) te R
1 J J ] J’Y

F(it)

]
I o~13
~

Alors, pour ce t , on considére l'opérateur de rang fini :
(l—it + iE)
n q, a, 6](l+it) B,it
K = )} K. (., A £). A ° w.h,
2 j
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Considérant Kt comme opérateur de LX,f]e dans Y et T comme opérateur
1

de Y dans [X,Y]el » on a, par un calcul évident
F(it) = €r(TKt)
En vertu du corollaire 5.4

(5.13) [FAe)| = [| T le I Ktllql

En écrivant Kt de la forme :

1-it

it
+ —
o a¢ q qz) -6,
K = z k. (o s H. . 0.

=1 3 ] 176, 7313
les uje fj étant orthonormales dans '[X,Y]e et les hj orthonormales dans Y
1

on a :

1-it . it
+ —
e B
K = )
[}
Comme :
G+ =L i - o
1 % 1 2 4
il vient :
q n
e gt = 5=
1 j=1
en vertu de (5.12).
(5.13) donne alors :
(5.14) lFGioy] = || Tllp1 te R
Pour Re z =1, on a @
-it 1+it
n 5T ) 6, (1+it) , 9,it
F(l + it) = k. A wh. , TA £.) t e R
(1 +it) -Zl ] ( ii i’y €
J—
Pour ce t , considérons 1'opérateur de rang fini :
(iE N l—it)
g, ¥ 7, T8, 05D 8 it ,
G = k. A w.h, « ), A f.
t ) 3 ¢ i’ Y j
L

Considérant Gt

teur de Y dans [X,Y]e , on a :
2

comme opérateur de [k,{]e

dans Y et T

F(1 + it) = GBr (T*Gt)

comme opéra-
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De nouveau, par le corollaire 5.4

*
. F i G
(5.15) o e iobs I, lell,
Par un calcul analogue, en remarquant maintenant
1 - it q
a( lE— 1238 o9 g~ )
9 42 9 49 9
on obtient :
q n
2
lo 2= 1 «d=1
2 j=I
D'old, en vertu de (5.15) :
(5.16) [F(1 +in)] = || T [ teR .
2

D'ol, pour la valeur 8 ¢ fO,f{ considérée, le théordme des trois droites
et 5.16) :

1= S
[F@l = It Il
1

donne avec (5.14)

Py
Or, en vertu de (5.5) :
@2+ 2y =1
94 9
d'ou :
8,8 9,(1-9)
FE) = ) k, (TA 2 y.h, 5 A £5)
521 JJ

donc en vertu des formules (5.7)

F() = Z k (T b ,a )
j=1

En utilisant (5.8)
(X, Y]e -6y dans [,

)
[X Y| 6 (l -g)> °n a

et S considéré comme opérateur de
o et T comme opérateur de [X f] dans

F(O) = Gr(Ts)

S étant arbitraire de norme

sl -

, on en déduit
Cr (TS 1-9 0
up AT a1
ses sl 1 P

q
d'oli, en utilisant de nouveau le corollaire 5.4

le théoréme ainsi que 1'inéga-
1ité (5.6).
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Remarque : Dans le travail de J.L. LIONS et J. PERTRE [10], ces auteurs ont

établi les résultats suivants :

1) Soit B un espace de Banach et {AO,A1y€} un triplet d'interpolation.
Soit ™ wune application linéaire de B dans £ telle que

m est compact de B dans AO

nm est contini de B dans A1

alors m est compact de B dans A si A est de classe ¥ (AO’A1) ,
avec O< B <1 .
2) si 1 est une application linéaire de /4’ dans B telle que :

m est compact de AO dans B

m est continu de A1 dans B

alors T est compact de A dans B si A est de classe a% (AO’A1) ,
avec O0< 0 <1 .

Un résultat du genre du théoréme 5.4 est, 3 notre connaissance, nouveau au
point de vue interpolation car on interpolle & la fois les espaces de départ et
d'arrivée ainsi que les classes de compacité de 1l'opérateur considéré, On se

place ici dans le cadre restreint d'espaces hilbertiens X c Y avec une injec-

tion compacte ; le probléme reste ouvert dans tous les autres cas.

§ 6 - Une autre classe d'opérateurs compacts importante dans la pratique est la

suivante : on dira qu'un opérateur T €&1D(B,A) est de la classe ‘fp co(B,A)
?

avec p e 0,0 si la suite des valeurs caractéristiques (Sj(T>) vérifie :

sup (j1/ps.(‘l‘)) < + @
B J

On vérifie facilement que %})Q(B,A) est un idéal et que la quantité
?

sup (31/st(T))
j

est une quasi-norme sur Z%)Q(B,A) .
b
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On étudie ici, dans le cadre abstrait X & Y , quelques propriétés des in-

jections de [X,Yls c EX,Y]r lorsque s > r .

On a le :
LEMME 6.1 : Soit un couple hilbertien X ¢ Y . Alors l'injection I de X dans
Y est compacte si et seulement si A—l est compacte.

Dans ce cas, Ei (Sj) est la suite des valeurs caractéristiques de I et u,.

la suite des valeurs propres de A, alors

®6.1) ‘ s. = U, vi .

Preuve : Soit :

B={x X; lexgl}.
On sait [7] que (sj) est la suite des n "% diametres de B dans Y .
Posons T = A~]

Comme ]xlx = h&le

B

{x; |Ax|Y =1} = {Ty ; {leg 1} .

Donc B est l'image par T de la boule unité de Y,ce qui montre que I

. . 1
est compacte si et seulement si A est compacte.

. . . N
Dans ce cas, on sait aussi [7] que la suite des valeurs propres u. de T
. . iémes ,. . . s
est aussl la suite des n = diamétres de l'image par T de la boule unité de

Y , d'od (6.1).

On en déduit le résultat suivant qui précise un résultat de J. L. LIONS
et J. PEETRE [10].

PROPOSITION 6,2 : Soit le couple hilbertien XC Y et supposons que 1'injection

I de X dans Y est compacte et de la classe ¢ o (X,Y) avec p 5.1O,wL_.
dae gaans et de la classe , avec i
Alors pour tout -1 < r<ss I, l'injection de [X,i]s dans [X,i}r est

compacte et est de la classe (e(p/(s-r)) w ( [X’i]s’ [X,ilr) .
’

Preuve : Suivant [ld], 1l'injection de [X,i]s dans [X,i]r est compacte pour
tout -ls r< s< 1.

Si 1'on désigne par (sj) la suite des valeurs caractéristiques de l'injec-

tion I se X dans Y , on va prouver que la suite des valeurs caractéristiques

de l'injection de [X,fls dans [X,i]r est
(6:2) (3T ‘

ce qui prouve le théoréme.
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1.352
Par diagonalisation [9] , il ert facile de voir que l'opérateur /\S . en”
’ ’
gendrant le couple hilbertien [},YJS S;[X,YJr a une suite de valeurs propres

égales a (,uj—r) , d'od (7.2) en vertu du lemme 7.1.

§ 7. On considére quelques applications aux espaces de Sobolev-Besov dont les
définitions et notations sont rappelées au §4. On suppose dans toute la suite

Q ouvert et borné.

[13]

‘PROPOSITION.7.1 : Soient - < S € T < ye. Alors l'injection _Ir s de Hr(Q)

La propesition 6,2 donne le résultat suivant, déji prouvé par H. TRIEBEL

S ’
dans H () est compacte et est de la classe : .

€ la/e-syy, H @1 @)

Preuve : En vertu de la proposition 6.2, il suffit de prouver le cas particulier

r >0 et s =20.

Dans ce cas, si on suppose TI> %- et en posant T =A l avec A 1'opéra-
teur auto-adjoint positif engendrant le couple hilbertien (H (), LZQ))) , T
vérifie toutes les hypothéses de la proposition 4.6, on en déduit que la suite

(xj) des valeurs propres de T vérifie :

-r .
xjéCJ /m Vi .
r 2, .
Donc, en vertu du lemme 6.1, Ir,O est de la classe gkn/r),w(ﬂ @, L"qQJ)) .
Si r> 0 quelconque, on considére m s sup (r,g) , alors I o est de

la classe 42( /m),m(H Q) , L @)) , donc pulsque HE(Q) —[H «wy, Léﬁ7)] r/m

Ir,O est de la classe %3(n/m) (m/r>£H «Q), L () , en vertu de la propos1t1on
6.2 -

Ceci achéve la preuve de la proposition.
On a le :

2
COROLLAIRE 7.2, : Soit T wun opérateur de Lzﬁl) dans L7(Q) tel que
R(T) c H"@Q) , m>0 .

§£ (lj) est la suite des valeurs propres de T, alors

(T.1) l>\ | < ¢ j7™/n Yi .

Preuve : Ce résultat généralise donc, au cas m quelconque 5 O , non nécessai-

rement > % , 1'inégalité (7.1) qui était prouvée dans le §4 avec 1l'hypothése
ns 2.
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Pour prouver (7.1), on factorise

T = Im,O T

on I , est l'injection de 1(Q) dans LZ(Q) et T est l'opérateur T con-
b

sidéré comme opérateur continu de L2(Q) dans H'(Q) .

On vérifie alors sans peine [11] que T est de la classe
. 2 2 . 2
‘g(n/m),a>(L (@),L°(Q)) puisque 11,0 esf de la classe Qg(n/m)w(ﬂm(n),L @))
en vertu de la proposition 7.1, d'ou (7.1) en utilisant (4.22) et le théoréme

rappelé ee I.C. GOHBERG et M.G., KREIN [7].

Remarque : Comme on 1l'a déja remarqué, un tel résultat ne nécessite pas d'hypo-

thése supplémentaire sur le comportement de la résolvante de T .

L'application des résultats d'interpolation des § 5 et § 6 aux espaces de

Sobolev donne le :

< ~N
THEOREME 7.3 : Soit T un opérateur continu de LZ(Q) dans LZ(Q) tel que
R(T) c B(Q) et R(T¥) cH(Q) avec r et sz 0 .

Supposons que T soit de la classe Zé (LZ(Q),H?(Q)) et que T* soit
1

de la classe ﬁ})(l?(@),HS(Q)) aVee Py 5 Py € [1ow[)
2

Alors pour tout p,0 = 0 tels que :

=1

nfQ

(7.2) -%+
(avec 0=s si r=0 et p=1r si s=0)

T se prolonge en un opérateur contimu de H 9(Q) dans HP(Q et ce prolonge-

ment est de la classe :

€ (1 %), 2 @)

avec p tel que :

l_e1 21
(7.3) =T , + 3 >
De plus :
_ p/r 9/s
175 = ClITIIp1 IIT*IIp2

les différentes normes sont prises dans les espaces respecti T .
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Preuve :
reuve

On applique le théoréme 5.5 avec Y = LZ(Q) et X Hm(Q) oi mgz sup (r,s

étant borné, l'injection de X dans Y est compacte. Alors

r _
H @ = |XY avec €, =

gin

1 ()

=LY

[X,YIG avec ©
2 2

Donc, pour tout 0 ¢ [O,ﬂ », T admet un prolongement continu de [X,X}_e 0
2

dans [X,Y] 0, (1-0) °

Si on pose
p= (1 -0)r et o =80s

on a (7.2) et :
p(1-9)r

i @) - @ = [x.Yg (1)
1

i) =1 %) =[x,
2

d'ol T est continu de H‘O(Q) dans H Q) .

De plus, si p est tel que :

1
—_— et o —

Py S Py

Bi©

1
P

-0
T est de la classe € p(H (Q) Hoﬁ))) avec (8.4).

En utilisant la définition des espaces ggq b’ on a le :
y

COROLLAIRE 7.4 : Dans les conditions gg_théoréme 8.3 , solt T avec =-o<TS= p .

ie)
Alors T considéré comme un opérateur continu de H (Q) dans H T(Q), est de la

classe.:
: -0 T .
(8.5) € o M ()1 (Q))
n*P(p‘TY’p
Preuve : En vertu du théoréme 7.3, dans le cas %?p , T, considéré comme opéra-

teur de H_G(Q) dans HP(Q) est de la classe

G, (), 1°@)
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~J
Pour la commodité de la preuve, désignons par T cet opérateur.

-0 .
Alors, T , considéré comme opérateur de H (Q) dans HT(Q) se factorise :

—~
T=1
psT
En vertu de la proposition 8.1, I est de la classe
P
p T
I . H » H
p’T€ <€ (n/‘.p-‘T) 90" ( (Q) (Q))
D'aprés [lﬂ , on a le résultat de composition suivant pour les %’ : Soit
. sP
T 2 et T Jors T, T
1 € q,5p, 2 € %22’p2 » alor g I € %Zq,p avec
.!. = -]—— + .l_._.. et l = -1_._. + .1—
L Py q ql; a4,
s‘i,"

Un calcul immédiat donne alors (8.5).

Remarque :

1) Les résultats précédents, dans le cas %gp , généralisent des résultats de
H. TRIEBEL [13], établi pour p = 2 .
Dans ce travail, cet auteur adopte le point de vue suivant : A 2B dési-

gnant le produit tensoriel hilbertien de deux espaces de Hilbert A et B, il

considére un '"moyau'" K(x,y) tel que :
K e [ % ’@]n [15@) § ¥(@)]

Comme il est clair qu'un produit tensoriel hilbertien de deux espaces de
Hilbert A et B peut étre regardé comme l'espace des opérateurs de Hilbert-
Schmidt de A dans B , 3 un tel noyau K correspond un opérateur T de
LZ(Q) dans LZ(Q) vérifiant les hypothéses du théoréme 8.3 et corollaire 8.4
pour p = 2 .

Dans notre cas général des %fp par exemple, il est clair qu'd un opérateur

T vérifiant les hypothéses du théoréme 8.3, T est intégral avec un noyau

d'Agmon K tel que :

ke (5@ & Li@)]n (1) & 1(Q)]
Py TP

oi A® B désigne le produit tensoriel complété correspondant i la norme tenso-
p
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rielle | i}p de %Zp . Précisément, K est continu lorsque T et s sont

assez grands.

2) Supposdns que R(T)c HS(Q) et R(T®) HS(Q) avec Ss> 0 .

Soit . g4 le plus grand entier « S - % .

Alors T «considéré comme opérateur de LZ(Q) dans Hz(Q) est un opérateur
de Hilbert-Schmidt car l'injection de HS(Q) dans }%(Q) est de Hilbert-Schmid:
en vertu de la proposition 7.1 , s =4 étant plus grand que % .

De la méme maniere, T* considéré comme opérateur de LZQ)) dans HE(Q) et
un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Donc le noyau K de T wvérifie :

ce (@ e @n (7@ 6 @)

4
d'ot, d'aprés [13] 1'espace précédent étant H (Q x Q) :
ke H(qy Q)

On retrouve ainsi un résultat d'Agmon [1].
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