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SOLUTIONS A SUPPORT COMPACT D*INEQUATIONS VARIATIONNELLES

/
par Haim BREZIS

Soit O un ouvert non borné de R" & frontidre régulidre. Etant donnés f et

© , soit u la solution de 1l*équation

~-M+uv=f sur O, u=0 sur 20 .

On ne connait pas d "hypothéses simples‘(sur f et « ) permettant de conclure
que u est & support compact (dans 7 ) . Par contre, dans le cas des inéqua-
tions variatiomnelles, la situation est totalement différente. Considérons, par

exemple, la solution u du probléme.

(1) Min {:F (% 'gradu'®? + 2 'ul? - fu)dx ; u=>0 sur Q3 u=0 sur 30 }>
0

dont 1l'interprétation est @

u=20 sur 0, -sAu+u=¢f sur [u>0] , f=<0 sur [u=o].

De sorte que s'il existe une solution & support compact; on voit apparaitre les

conditions nécessaires
(2) f(x) = 0 ppour !x' assez grand
(3) o(x) = O pour !x! assez grand

Nous allons montrer que ces conditions sont "presque” suffisantes. En fait si
w vérifie (3) et si

(4) i1 existe £ >0 et r tels que f(x) =-¢ pour 'xl = r, alors (1)
o

L

admet une solution a support compact.

Plus généralement, soit L 1'opérateur

32
L=o v a + < a +

o

1,3 13 Axg ax, 1dox

On suppose que
(5)

(6) v a;;(x) kg =iz alr)lFl? wen, !xl =T, 7eeR” avec ofr) > 0 wr,

a,, ae (M)

1 ="
13 C (O), ai,j' i

aij B

k)

i
(7 a(x) = § > 0 vxe .

o~

Soit g un graphe maximal monotone de X7 ; on pose p(o) = [y~ ") -

Question Trouver des conditions sur f et « qui assurent que la solution u

du probléme
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(8) J’Iu +alu) f sur o
Lu=cn sur 0O

est 4 support compact.

Notons que cette formulation englobe le probléme (1) ;3 il suffit de prendre
L=cA+TI et p(r) =0 si r> 0, g(0) = ]d”,o] .

Ici aussi on voit apparaitre les conditions nécessaires (3) et
(9 £(x) ¢ [v",y*] pour I!x| assez grand .

Réciproquement, on a le
TEEOREME 1. Soit ¢cC%30), ¢ 2 support compact, avec g°(¢) « L(3) .

Soit f ¢ L7y () vérifiant
(10) 11 existe ¢ > 0 et r, tels que £(x) ¢ [y'+g,y+-g] pour Ix! = r .
Mors (8) admet une solution unique u , & support compact avec u ¢ WaP(q)

pour tout p< + o, .

On en déduit aussitdt que sous les hypothéses (3) et (4) , le probléme (1)

admet une solution & support compact.

le corollaire suivant en découle aussi aisément

COROLLAIRE 1. Soit ¢ = Cdn) ., « & support compact. Alors il existe une solu-

tion unique u & suppert compact, du probléme \\
(11) Min<ff (% 'gradul® + 2 'ul? + lul)dx 5 u=¢ sur &jj—-
O

En effet, il suffit d’appliquer le Théoréme 1 avec f =0, L=« A 4+ T ot
p(r)=+1 si r>0 pglr) ==-1 si r<0, g(0)=[-1 +1].

Plus généralement, le probléme

N\

Min/ [ (1 lgradu|® + 1 lul? Jdx +( " Juldx) P 5 u =0 sm~a0k

Iy o J
admet une solution & support compact. Il suffit d’appliquer le Théoréme 1 avec
£f=0, L=aoarA+I et a(r)=+C si r>0 ,g(r)==-C si r<0,

’

g(0)y =[-C, +C] et C= p(dr |u!dx)p“I .
0

Remargque 1. La conclusion du Théoréme 1 peut &tre comparée aux résultats obtenus
par Auchmuty-Beals [ 1], Berkovitz - Pollard [2], R. Redheffer [4].

Principe de la démonstration du Théoréme 1. On établit une estimation & priori

sur le support de u en construisant une sur-solution et une sous-solution

4 supports compacts. Le probléme de 1l’existence et de l’unicité se raméme alors
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au cas du domaine borné pour lequel on a des résultats. Une sur-solution v est

une fonction telle que
(12) Iv+8(v)3g sur Q avec g2 f sur Q
(1) vZoy sur 30
Nous allons montrer que l'on peut fabriquer une fonction v de la forme
v(z) = 6(lx]) on

UM s Osrsr

P [o]

G(x) = .‘é(r-R)’a r =r=R
0 r=Zz R

Les paramétres A, W, R; C sont & notre disposition. Exprimons d'abord la

condition de contact au premier ordre en r = r

.
(14) - 2‘_ rég +C = E(ro - R)a
2 2
(15) Sl —ulx - ®)
Pour satisfaire (13), il suffit de supposer que
(16) “Ar’ 4 CZMax @ =N .
20 o)
Distinguons 3 régions
Régien I ={xeQ , !xlgxo’,
Région IT ={xe O , r = x| = R}

Région III = {x e Q , x| =z R

Sur I, ona v> 0, donc B(v) 2y et il suffit de choisir v vérifiant

(17) v + v 2 Max £ = M.
I

Sur II, on a encore B(v) Z v' , mais comme f =+" - ¢ , il suffit de choisir
v vérifiant
(18) Tv Z « ¢

Sur III, v =0, Isn =0 et (12) est satisfait avec g = f .

Les calculs déterminant A, u, R; et C détant assez fastidieux dans le cas géné-

ral, nous nous limiterons au cas ou L = - A + 8I. On a alors

v = - G" - (n=1)G' + &G .
T
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Sur I, il vient

Iv=n\ + 68 [ --%ixlz +C ]

v

x|

M-+ pour 0= =T
i.e.
(19) nX+6[-—;-roa+C]éIcI—~(+
Sur II, il vient
Iv==ny+ (n—1)wT§T + gg(lxl - R z - ¢ pour T,= x| = »
i.e.
(20) uwEeE
On choisit alors- 4 = ¢ et R assez grand pour que
(21) %(R__r')2 z W
(22) ne (-1 458) +=(R-zx)P 2~
o

Enfin, N\ et C se déduisent des équations (15) et (14).

Remarque 2. L'Hypothese (9) (condition nécessaire) n'est pas suffisante pour
conclure que le support de u est compact. Iéme la condition Y < f(x) < v*
pour x| = r, n'est pas suffisante. Par exemple u(x) = X (k> 1) vérifie
stz Q= [0, + o] 1l'équation - u" +u + B(w) > (1 - K¥)e™™ o

B(x) = 0,r>0 ’rB;(O) =]'°°9 O} .

Néanmoins, si v < f(x) < ¥ pour lx| = r, et si f(x) ne converge pas
"trop rapidement" vers Yy ou Yy  quand x| - + os alors u est encore A
support compact. Plus précisément la conclusion du Théordme 1 est encore valable

si 1'on remplace  ‘hypothése (10) par
-

(23) jAHM>>-0 R o TEC -y = -
X |40

“

n‘!-v." -
Yo > 0 }im el ey ) = 4o

IX:"w‘-u
Dans certains cas 1l'hypothése (7) peut &tre affaiblie. Nous indiquons main-
tenant quelques résultats valables pour L = - A.
(-] ® ]
Théoreme 2. Soit ¢ ¢ C2(30), ¢ X support compact avec B°(¢p) € L (20). Soit
© 3 3
fe Llogﬂ) vérifiant

(24) M Ix|®(f(x) - v*) < 0.

lx |-+

1im x| (f(x) - ¥ ) > 0.
X[= 4+
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Alors le probléme
~-M+pu)I2Ff sur Q,u=9 sur 0

admet une solution unique &% support compact.
Pour la démonstration, cf. [3].

Remarque 3. L'hypothése (24) est en quelque sorte optimale. En effet si Q = RY
et B(x) =0 r>o0, B(o) = ] ~», o], alors pour tout q > n, il existe M et

r, tels que le probléme - Au + B(u) > £ sur R°

M lxl= =,

-|—j1a—- lxl> =,

n'admette pas de solution & support compact.

avec £(x) =

Remarque 4 . Les techniques précédentes peuvent &tre adaptées & certains
problémes d"évolution,

Ainsi, soit QO wun ouvert borné de R? et soit u 1la solution du probléme,

%% - M+ Bu) £ 3 sur Qx]0, +of
1~ u(x, t) =0 sur d0x |0, + «f
u(x, O) = uo(x) sur 0 .

On suppose que uo(x) e T(Q) et que il existe e> 0 et t, tels que

v +esf(x,t) =y -¢ pour xeQ, t 2 toe

Alors il existe T tel que u(x,t) =0 pour xe Q, t= T,

On a méme une variante abstraite de ce résultat. Soit A wun opérateur maximal

monotone dans un espace de Hilbert H,

On considére le probléme

su -
3¢ *Au > f sur [0, +=[ , u(0) = ug.

On suppose qu'il existe t et p(t) tels que

i
+
8

B(£(t), p(t)) c a0 et [ 1" p(s)ds

Alors il existe T tel que u(t) =0 pour t= T.
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