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7.1

INEQUATIONS VARIATIONNELLES PARABOLIQUES

par Haim BREZIS

En 1965 J.L. Lions et G. Stampacchia [9] introduisaient un nouveau type de pro=-
bléme pour des opérateurs paraboliques qu'ils intitulaient inéquations variationnel-
les. Ces auteurs montraient alors llexistence et l'unicité d'une solution faible et
soulevaient la question de la régularité. Dans cet exposé nous reprenons le méme pro-
bléme dans un cadre plus général en indiquant quelques propriétés supplémentaires

des solutions faivles.

Nous étudions ensuite la régularité de la solution & 1l'aide d'un outil développé

récemment : la théorie des semi-groupes non-linéaires.
On trouvera dans [1] le détail des démonstrations que nous esquissons seulement
ici,
§ I. Quelques rappels sur les indquations elliptiques.
(1)

identifié & ¢ . Soit W un convexe fermé de .» et soit A une application liné-

Soit .. un espace de Hilbert de norme || || et soit ' son dual, non

aire continue et coercive de » dans LI
On a alors le

THEOREME 1 (Stampacchia [10]). Pour tout fep' il existe ueX unique solution de
1t'inédquation

(1) (Au,v - u) z (f,v = u) v vel .

Un grand nombre de problémes de ce type interviemment en mécanique et en théorie
du contrdle optimal, En effet lorsque A est autoadjoint, le probléme (1) équivaut

4 minimiser sur ¥ la fonctiommelle %(4u,u) - (£f,u) .

Indiquons quelques exemples.

Soit Q un ouvert de BN, borné et de frontidre [ trés réguliére.
Exemple 1. = H (Q)

3 = {ueE ()su = § pop. sur Q}

HA

ol § est une fonction donnée de H (Q) avec ¢y =0 sur I .

A est défini par la forme bilindaire

Qu ov
(Au,v) = [ = 5k .
Q 1

Pour tout fcH1(Q) , 1le provléme (1) admet une solution unique u .

(1) Ceci est »wour simplifier car un grand nombre de résultats s'étendent aux espaces
de Banach reflexifs,
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On montre de plus (cf. H. Lewy-G. Stampacchia [7] et H. Brezis-G. Stampacchia
[2]) que si £eIP(Q) et si §e®°P(Q) alors ueW Pa) .

EXGmEle 2 N = hﬂ-'o(Q)

{u

= {u

[}

3G

m

Hlo(Q) s lgrad u| = 1 p.p. sur Q)
CQ) 5 |u(x)=uly)]

A est défini comme & 1'exemple 1,

m

HA

|==y| 7 x,yed}

Pour tout £ ¢ H1(Q) le problime 1 admet une solution unique u .

On montre de plus (cf. H, Brezis-G. Stampacchia [2]) que si f ¢ LP(Q)
alors u ¢ W) .

Exemple 3. 2= H(Q)
W0, = {fue (@) s uz0 p.p. sur I}

A est défini par la forme bilindaire

du ov
(Au,v) = _r Zax axdx+f u.v dx .
Pour tout fec »»' 1le probléme (1) admet une solution unique u .

On montre de plus (cf. J.L. Lions [8] et H. Brezis [1]) que si f ¢ IP@Q) , p = 2,

alors ue H(q) Nw P7Q)  avec %% = %}- ""Ilw' si p<N et p* arbitraire si p > N.

Pour ces trois exemples on prouve aussi le résultat suivant.

Soient £ ,L, ¢ LP(Q) et soient u, ,u; € X les solutions respectives des iné-
quations

(£,v-1, ) ¥ vel

I

(A, +0 yv-u, )

v

(A112 +Uy 5 V-, ) (£yv-u, ) ¥ vex .

Alors

Il
)
1
$

Hul "ual!LD =

§ IT, Inéquations variationnelles paraboliques ; formulation faible.
On introduit maintenant un second espace de Hilbert # de norme | | tel que
TSNy RS
avec injections continues et denses.

On pose V =17(0,T5) , H = I?(0,T3%) et V' = I7(0,T51).

i étant un convexe fexrmé de .~ , on introduit le convexe fermé de V

= {ueV;u(+)eiC pepe sur JO,T(} .



H. Brezis, Inéquations variationnelles... Te3

BEnfin on étend A4 : .» = o' en un opérateur linéaire contimu et coercif de V dans
V! . Pour simplifier 1l'exposé nous avons supposé A linéaire mais la plupart des
résultats stétendent a des opérateurs non-linéaires monotones et méme & des opéra-
teurs plus généraux (par exemple ceux vérifiant les hypothéses introduiteés par

J. Leray et J.L. Lions [6]).

Etant dounds feV' et u € ‘% 5 on cherche ucK tel que g‘—l_éGV', vérifiant
du

(3% + Au,v-u) = (£,v-u) ¥ veK pepesur ]O,T[
(2)
u(0) = u e

On dit alors que u est une solution forte. On associe a cette formulation forte
la notion de solution faible,

Notons dlabord que si u est une solution forte on a

dv du dv 4
(55 + Au,v-u) = (E_E + Au,v-u) + Gt - E% ,V=1)
d d
= (£,v-0) + ¥ 33 [vu® v weK 5 SEe V.
Intégrant cette indgalité sur JO,T[ il vient
T av T
fo (a-_E + Au,v-u)dt = fo(f,v-u)dt - %Iv(o)--u.o!’a .
On dit que u est une golution faible si ueK et vérifie
T av T av
(3) IO (E;C- + Au,v-u)dt = IO (£,v=u)dt - %Iv(O)-uolz Vvek 3 gpe V',

On a alors le

P -5
THEOREME 2, Pour tout £eV! et tout uosf’,{ il existe une solution faible unigque.

Principe de la démonstration. Nous n'insistons pas sur le résultat d'existence

qui peut &tre prouvé de nombreuses maniéres lorsque uoe'}C (cf. par exemple J.L. Lions
[8])s Dans le cas général on considére une suite u € telle que u_ -~ ug dans
% et on montre sans difficultés que les solutions correspondantes convergent vers

une solution faibvle.
Pour étavlir 1l'unicité nous utilisons le

IEME 1, Soient geV' , uek et uodz'}@ . Alors

1A
o
.

T
d
Inf T (a% + g,v-u)dt + %[V(O)-uolz
versX vt O

STat
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Démonstration du lemme 1. On raisonne par l'absurde et on suppose qu'il existe
a >0 tel que

T .
a ad
(4) j‘o (?i% + g,v-u)dt + %[v(O)-uo 2 =24 vV veK 3 -d%s Ve,

Soit Ze€{ et soit & >0 5 on désigne par u, la solution de 1'équation différen-
tielle

d.uE
u +egg =w sur [0,T]

ue(O) =€ o
Cette équation admet une solution explicite

; 5=t
uE(t) = e-t/sg‘ + -;!-fo e & u(s)as.

On vérifie aisément que us(t)e‘-}{‘ ¥ te[0,T] et donc u €K, Dlautre part il est
bien conmu que w_ - u dans V quand e - 0. Reportant v =u_ dans (4) on ob-
tient

T du 7
- IO l-é.f-gzdﬁ + Io(g,ue-u)dt + %lg-uoiz Zy .

Dtoh
T
[, (ernmm)at + dlsu |7

i\

O e

Passant a la limite quand e » 0 il vient

slg~u i® za Vg

&

ce qui est contraire a l'hypothése uoe}'ﬁ .

Fin de la démonstration du théoréme 2, Soient u, et u, deux solutions fai-
bles i.e.

T T
d
(5) Io (5% + Aw ,v—y, )at = fo (£,v=1, )at - &|v(0)-u_|?
T dv ’ T 2 dv
(6) j‘o (Fp + Auyv-wlt = [ (£,v-u,)dt - F|v(0)-u | v wek 5 FreV'.

0
On introduit u = <y ., Par addition de (5) et (6) il vient

T T T
2 f‘ (%‘% s V=u)dt + 'f‘ (Ayy ,v=u) + (Au2 g V=1, Jat = 2 J" (f,v=-u)dt - ]V(O)—u lz .
0 0 0 (o]
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Soit

T T T T
a -
2 IO (-—dg s v=u)dt + 2 fO (Au,v-u)dt + fo (Aw, , 220)at + J'O (Au, , ﬁ_zl"a.)dt

T
z2 fo (£f,v=u)dt - lv(O)-uO!2 .

Par conséquent, on a

T T
; - v, 1 . . dv
z fo(Aul ~Au, yu -, )dt = fo(a-%w- g,v=u)dt + 5[v(0)-u [* v veK 5 FreV!
ol g =Adu-f . Grlce au lemme 1, on obtient finmalement w, =wu, .

Dans le tihdoréme suivant nous indiquons quelques propriétés de la solution fai-
ble

THEORMME 3. Soient &:V! , uck et uoe}—(-iggvérifiant

av
(7) I (dt + gyv-u)dt = - % ]v(O)-—uO,z ¥ veK | Ecvv .
Alors ueC(0,T3%) et u(0) = u_ . De plus, pour tout veK tel que %—%GV la

fonction t+— !v(t)—u(t)!e est & variation bornée et on a
(8) - (dt +8yV-u) = % dt |v-u?

au sens des mesures sur J0,T[ (1%inégalité (8) est une forme "ponctuelle" de 1'iné-
galité intégrale (7)).

Le théordme 3 sera prouvé a ltaide des théorémes de régularité que nous présen~
tons maintenant.

§ III, Théorémes de régularité.

Indiquons d'abord un résultat simple de régularité qui est valable lorsque A
est auto-adjoint; on pose dans ce cas af(u) = (Au,u) .

TEEOREIME 4, Pour tout f<H et tou.t u e:l{ il existe une solution forte unique.
Plus précisément ueC(0,Tsxn) , dt€ H, u(t)e’sc v 4¢[0,7] et on a

[

(%%—r./&u,v-u) z (f,v=u) V veK , p.p. sur 10,T[
u(O) =

De plus la fonction t+— a(u(t)) est absolument continue et on a 1'égnlité

! [2 *tz ia(u(t)) = (£, dt) Pep. sur JO,T[ .
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Principe de la démonstration. On sait déja qu'il existe une solution faible i.e.
uek vérifie

T T
(9) IO (%%-%Au,v—u)dt z [ (f,v=u)dt - £|v(0)-u NE ¥V vekK 3 %EV' .
0

Reportant dans (9) u_ défini au cours de la démonstration du lemme 1, il vient

T duEz T
—E&= .
j’o 35 at + jo (AL.E, )dt _f (i‘ )dt
soit
T d.uE
fO ! at “dt g a(uE(T)) -5 a(u f (£, )dt .
du
I1 en résulte que —&? est borné dans H et comme u —u dans V quand ¢ - O,
on a 31; cH et u(0) = u_ . BEnfin on montre que u est une solution forte en uti-

lisant un artifice a8 & Minty. Soit v = (1-8)u + ow avec weK , gZeV' et
W(O) = uo ’ 96]091} .

Reportant v dans (9) on a

v

) f ((1—6)—-— + 8 -—+Au,w-u.)dt

T

Divisant pax © et passant a la limite quand © -0 , ona

iy T
f (Ch; sw=u)dt + [ (Au,w=u)at = [ (£,w-u) ¥ weK , sTeV',w(0) = Yo*
0 0

aw
' 4t
On en déduit immédiatement que
(10) (%% 9W"u) + (Auaw”u) = (f,W—u) V weK p.p. sur ]OyT[ .

Pour le reste, indiquons formellement 1'idée de la démonstration. Soit h > 0 3
prenant w(t) = u(t + h) dans (10), on obtient aprds division par h et passage &
la limite quandéd o - 0

du d:
! ]2 9-6_‘% =(" d.t) ’

ce qui prend un sens quand on 1l3%écrit
d du
18 sy La@o) - (£, B .

A 1taide du théoréme 4 nous pouvons indiquer le
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Principe de la démonstmation du théoréme 3. Soit A 1tisomorphisme canonique
de » dans »' (clest un opérateur linéaire, continu, coercif et auto-adjoint).

Comme wu vérifie (7) ona

T T
(1) Io (-‘(%—% + Auyv-u)dy = fo (£,v-u) - % IV(O)"UO!B vV vekK 3 %‘%EV’

avec I = Au-g ,

Soit f‘1€H une suite telle que fn > f dans V! et soit uondC une suite
telle que U, =Yg dans % , Diaprds le théordme 4 il existe une solution forte

u_ correspondant a £ t u i.e
n (S13)® dant n e on LaCo

p
l dun o 3
(-é-t—ﬂ\'u‘ ,V-u_ ) Z (1n,v~un) V¥ veK p.p. sur JO,T(
(12)
un(O) = Yon °
On montre aisément que u_ est une suite de Cauchy dans C(0,T3%) et dans V 3

n
de plus u, =~ converge vers 3 solution de (11). Grice & 1'unité ona U =u. Par

ailleurs intégrant (12) sur Jt ,%[ avec 0= 4 = 4

HIA

T on obtient, aprés passa-

ge a la limite quand n - + «

j‘:i (%-‘é,v-u)dt = j’:(g,w)dt + 5 |vle)=u(t)]? -5 |v(y )-u(t)]?

V vek g %%ev' .

Autrement dit la fonction

t
b= [ (Grev-uat - & [v(e)-u(e)]?
0
est croissante avec +t. On cn déduit la seconde partie du théoréme 3 .

Ia théorie des semi-groupes non-linéaires conduit & des théorémes de régularité
trés précis, sans supposer nécessairement A auto-adjoint. Nous rappelons rapide-
ment un des résultats principaux de cette théorie (cf. Kato [4], Komura [5], Crandall
et Pazy [3]).

Soit # un espace de Hilbert et soit M une application multivoque de ¥
dans 7€ . On pose D(M) = {ue¥;iu # ¢} . On dit que i est monotone si

(= =,) 20V wvely, , ¥ veMy

et maximal monotone s'il n'existe aucun graphe monotone prolongeant strictement M .

Un critére all a Minty affirme que M est maximal monotone si et seulement si
I+ AM est surjectif ¥ A >0 .
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On a alors le

THEOREME 5. Soit £ ¢ ¢(0,T; %) avec --e I} (0,73%) et soit u eD(M). Alors il
existe une fonction wu(t) unigque telle que

dt€L ~(0,T5% )

u(t)eD(A) v te[0,T]
-g-%"“ Mu>f DPePe sur J0,T[

u(0) = u, e
A 1'aide du théoréme 5 on étanlit le

THEOREME 6., Soit A lindaire continu et coercif (non nécessairement auto-adjoint)

de o dans . Soit £eC(0,05%) tel que SreI*(0,73%) eb soit u_et tel

qu'il existe cpoezfe avec (Auo,v—uo) z (cpo,v-uo) ¥V vel » Alors 1'inéquation (2)
admet une solution forte unigue. Plus précisément, on a

ueC(0,Ts3) g‘b ~(0,T3 #6) N 12 (0,T3s)
g.t +Au,v-u) = (£f,v=u) V veK pe.p. sur JO,T(
Uu(o) = u,o

Enfin, pour tout +:[0,T] il existe ¢(t)c# tel que

(Au(s) ,v=u(t)) = (p(t),v=u(t)) v vex .

Principe de la démonstration du théoréme 6. On appligue le théoréme 5 au graphe

M défini de la maniére suivante s
pelu @ uelC , pede et (Auyveu) = (@,v—u) ¥ vel .

On vérifie gréce au critére de Minty que M est maximal monotone dans ¥ . Dtautre
part, résoudre 1l'inéquation (2) équivaut exactement a chercher la solution de 1'équa-

tion multivoque

[Q'}-J-,:_ I\Tu 3f

Lu(o) =

Remarques
1) Le résultat de régularité obtenu au théoréme 6 est optimal en +t 5 méme si

9
les donndes sont tres régulidres, en général u ¢ C*(0,T3%6) .
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2) Le théoréme 6, combiné aux résultats rappelés au § I, permet d'obtenir des
théoremes de régularité en x lorsque A est un opérateur différentiel. Par ail-
leurs, on peut arriver a des résultats de régularité plus précis en utilisant la

théorie des semi-groupes non-lindaires dans les espaces de Banach (on remplace
¥ =1°(@Q) par I°(@)) .

A titre indicatif nous avons groupé dans le tableau qui suit les résultats obte=-
nus pour ll'inéquation variationnelle parabolique correspondant aux données de 1'exem-
ple 1 du § I.

Soit W?'P(Q) avec § =0 sur I fixé, Etant domnés f et u =y, il

existe une fonction wu(x,t) , unique, vérifiant en un sens faible les propriétés sui-
vantes
u(x,t) = §(x) pep. sur Q x]JO,T[

-g—% = Au + £ aux points ou u(x,t) > y(x) ,
%% = Max{pu+f,0} aux points o u(x,t) = y(x) ,
u(x,8) =0 , xe teJo,T( ,
u(x,0) = uo(x) , XEQ
De plus, on a 3
HYPOTHESES | CONCLUSIONS ‘
£21° (0,T5E () i ueC(0,T517 (@) n 2 (0,151 (Q))
2
quL (Q)
£c12 (0,517 (0)) ueC(0,T3E (@) N 17 (0,73 (2))
1 ou 12 oT2
uoeﬂo(Q) Spel (0,T312(22))
£ec(0,T;1°(0)) ? ueC(0,25L°(@) n H (@)) n L7(0,75w° *P(a))
92 <1t (0,2517(0)) & 17(0,157P) n P (0,T5E @)
u @ 'P(0) N’ (Q) De plus V e[0,7] u{x,t)d*'P(a) .
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