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7.1

INÉQUATIONS VARIATIONNELLES PARABOLIQUES

par Haïm BREZIS

En 1965 J,L, Lions et G. Stampacchia [9J introduisaient un nouveau type de pro-
blème pour des opérateurs paraboliques qu’ils intitulaient inéquations variationnel-

les. Ces auteurs montraient alors l’existence et l’unicité d’une solution faible et

soulevaient la question de la régularité. Dans cet exposé nous reprenons le même pro-
blème dans un cadre plus général en indiquant quelques propriétés supplémentaires
des solutions faibles.

Nous étudions ensuite la régularité de la solution à l’aide d’un outil développé
récemment : la théorie des semi-groupes non-linéaires.

On trouvera dans [1] le détail des démonstrations que nous esquissons seulement

ici.

§ I. Quelques rappels sur les inéquations elliptiques.
, (1) I1 . 

aespace de Hilbert(1) de norme Il I! et soit vO’ son dual, non

identifié à ;;n , Soit 3{ convexe fermé de et soit A une application liné-

aire continue et coercive de v dans Îet 

On a alors le 

THEOREME 1 (Stampacchia [10]). Pour tou t f£’ .i 1 existe u6K unique s oluti on de

l’inéquation

un grand nombre de problèmes de ce type interviennent en mécanique et en théorie

du contrôle optimal. En effet lorsque A est autoadjoint, le problème (1) équivaut
à minimiser sur K la fonctionnelle (f,u) -

Indiquons quelques exemples,

Soit 0 un ouvert de borné et de frontière F très régulière.

Exemple 1. ya = 

où  est une fonction donnée de Hl 0 sur ~’ .

A est défini par la forme bilinéaire

Pour tout le problème (1) admet une solution unique u .
---- - . - - ___ ---- - - ----_-- -

(1) Ceci est pour simplifier car un grand nombre de résultats s’étendent aux espaces
de Banach reflexifs.
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On montre de plus (cf. H. Levry-G. Stanpacchia [7] et H. Brezis-G. Stampacchia

Exemple 2.

A est défini comme à 1exemple 1.

Pour tout f’ E (0) le problème 1 admet une solution unique u .

On montre de plus (cf. H. Brezis-G. Stampacchia [2]) que si f E 
alors u. E ~ ~ p (S~ ~ .

Exemple 3 . ip = ~ (p)

A est défini par la forme bilinéaire

Pour tout fe ;~~ le problème (1 ) admet une solution unique u .

On montre de plus (cf. J.L. Lions [8J et H. Brezis [1]) que si 1 j p # 2,

alors n W1 ,p*(Q) avec 1 -- 1-1 si p  N et p* arbitraire si p &#x3E; N.P* P N 
Pour ces trois exemples on prouve aussi le résultat suivant.

et soient 3-C les solutions respectives des iné-

quations

Alors

5 II. Inéquations variationnelles paraboliques; formulation faible.

On introduit maintenant un second espace de Hilbert % de norme r 1 tel que

avec injections continues et denses.

K étant un convexe fermé de -- , on introduit le convexe fermé de V



7.3

Enfin on étend £1 t j - ’(/1’ en un opérateur linéaire continu et coercif de V dans

Vt . Pour simplifier l’exposé nous avons supposé A linéaire mais la plupart des

résultats s=étend.ent à des opérateurs non-linéaires monotones et même à des opéra-
teurs plus généraux (par exemple ceux vérifiant les hypothèses introduites par
J. Leray et J.L. Lions [6J).

Etant donnés FEVI et on cherche u£K tel que vérifiant
0 

9 9

_ 
°

On dit alors que u est une solution forte. On associe à cette formulation forte

la notion de solution faible.

Notons d’abord que si u est une solution forte on a

Intégrant cette inégalité sur il vient

On dit que u est une solution faible si uEK et vérifie

On a alors le
1 1 2013 ~

THEOREME 2. Pour tout f£V’ et tout il existe une solution faible unique.

Principe de la démonstration. Nous n’insistons pas sur le résultat d’existence

qui peut être prouvé de nombreuses manières lorsque (cf. par exemple J.L. Lions

[83). Dans le cas général on considère une suite uon EK telle que u on -+ u 0 dans

~ et on montre sans difficultés que les solutions correspondantes convergent vers

une solution faible.

Pour établir l’unicité nous utilisons le

LEMME 1. Soient UEK et u £HH. Alors1 . g£V’, uE K et u 0 ors-
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Démonstration du leinme 1. On raisonne par l’absurde et on suppose qu’il existe

~ ~ 0 tel que

Soit et soit s &#x3E; 0 ; on désigne par u la solution de l’équation différent
tielle

L

Cette équati.on admet une solution explicite

On vérifie aisément que et donc D’autre part il est

bien connu que u - u dans V quand E - 0. Reportant v = u dans (4) on ob-
tient

D’où

Passant à la limite 0 il vient

-M
ce qui est contraire à l’hypothèse u oE .

d-e la, démonstrations du théorème 2 . Soient u1 et ij2 deux s oluti ons fai-

bles 

On introduit u = ~ . Par addition de (5) et (6) il vient
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Soit

Par conséquente on a

où g = Grâce au lemme 1, on obtient finalement u1 = u2.

Dans le théorème suivant nous indiquons quelques propriétés de la solution 

ble : 1

THEOREME 3. Soient et u 

Alors et u(O) = uo. De plus, pour tout vEK tel que *=jT~V’ la

fonction t!2013&#x3E; est à variation bornée et on a

au sens des mesures sur (l’inégalité (8) est une forme "ponctuelle" de l’iné-

galité intégrale (7)).

Le théorème 3 sera prouvé à l’aide des théorèmes de régularité que nous présen-

tons maintenant.

~ III. Théorèmes de 

Indiquons d’abord un résultat simple de régularité qui est valable lorsque A

est auto-adjointe on pose dans ce cas a(u) = 

THÉORÈME 4. Pour tout fsH et tout il existe une solution forte unique.

Plus précisément "~-’E H ~ et on a

De plus la fonction t ~ est absolument continue et on a l’égalité
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Principe de la démonstration. On sait déjà qu’il existe une solution faible i.e.
UEK vérifie

Reportant dans (9) u 
E 

défini au courus de la démonstration du lemme 1, il vient

soit

du
Il en résulte que est borné dans H et comme u£-&#x3E;u dans V 

on a du rH et u (0) = ua. Enfin on montre que u est une solution forte en uti-
dt 1 3

lisant un artifice dû. à (1-6 )u + 6w avec w£K, V’ et’ dt

Reportant v dans (9) on a

Divisant par 0 et passant à la limite quand 8 ~ 0 , on a

On en déduit immédiatement que

Pour le reste, indiquons formellement l’idée de la démonstration. Soit h&#x3E; 0 ;

prenant w(t) = u(t + h) dans (10), on obtient après division par h et passage à

la limite quand :1 - 0

ce qui prend un sens quand on l’écrit

A l’aide du théorème 4 nous pouvons indiquer le
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Principe de la démonstration du théorème 3. Soit A llisomorpbisme canonique

de ,.~ dans ’.7-1 (clest un opérateur linéaire, continu, coercif et auto-adjoint).
Comme u vérifie (7) on a

avec f=Âu-g.

Soit 

- 

une suite telle que -&#x3E; f dans V et soit uon £H une suite

telle que uon - u Diaprés le théorème 4 il existe une solution forte

u correspondant à fnet u io e *

On montre aisément que v. 
h 

est une suite de Cauchy dans C(O,T;’J6) et dans V ;

de plus u converge vers 1.1 solution de (11). Grâce à l’uni té on a u. = u. Par

ailleurs intégrant (12) sur avec on obtient, après passa-

ge à la limite quand r~ -~ + ~ 9

Autrement dit la fonction

est croissante avec t. On en déduit la seconde partie du théorème 3 *

La théorie des semi-groupes non-linéaires conduit à des théorèmes de régularité
très précis g sans supposer nécessairement A auto-adjoint. Nous rappelons rapide-

ment mi des résultats principaux de cette théorie (cf. Yato [4], p Komura [5], Crandall
et 

Soit ? un espace de Hilbert et soit M une application multivoque de
dans 7C . On pose y5} . On dit que M est monotone si

et maximal monotone s’il n’existe aucun graphe monotone prolongeant strictement M .

Un critère dû à Minty affirme que Ifl est maximal monotone si et seulement si

estsurjectif V ~, &#x3E; 0 .
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On a alors le

THEOREME 5. Soit f E et soit Alors il

existe une fonction u(t) unique telle que

A l’aide du théorème 5 on établit le

THEOREME 6. Soit A linéaire continu et coercif (non nécessairement auto-adjoint)

le ~ dans tel que et soit u ËK tel

qutil existe avec (Au ,v-u)&#x3E;(cp, v-uo) V v£H. Alors l’inéquation (2)--....*.&#x3E;- ..=%W.-- o - o o o o -.  .. - . -.--

admet une solution forte uniQue. Plus précisément, on a

Enfiii, pour tout il existe tel que

Principe de la démonstration du théorème 6. On applique le théorème 5 au graphe

M défini de la manière suivante s

On vérifie grâce au critère de que Il est maximal monotone dans ? . D’outre

part résoudre l’inéquation (2) équivaut exactement à chercher la solution de l ’équa-
tion multivoque

Remarques

1 ) Le résultat de régularité obtenu au théorème 6 est optimal en t ; même si

les données sont très régulières, en général u i 61(O~T;~) .
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2) Le théorèmes 6 ~ combiné aux résultats rappelés au § i, permet d’obtenir des
théorèmes de régularité en x lorsque A est un opérateur différentiel. Par ail-

leurs, on peut arriver à des résultats de régularité plus précis en utilisant la

théorie des semi-groupes non-linéaires dans les espaces de Banacli (on remplace
~6= r 

A titre indicatif nous avions groupé dans le tableau qui suit les résultats obte-

nus pour l’inéquation variationnelle parabolique correspondant aux données de l’exem-

ple 1 du § I.
Soit y£W2,p(Q) avec y  0 sur r fixé. Etant donnés f et uo &#x3E; , il

existe une fonction u(x,t) , unique? vérifiant en un sens faible les propriétés sui-
vantes

De plus,9 on a :
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