PIERRE GRISVARD
Le comportement asymptotique des valeurs propres d’un opérateur

Séminaire Jean Leray (1971), exp. n°4, p. 1-12
<http://www.numdam.org/item?id=SJL_1971 A4_0>

© Séminaire Jean Leray (College de France, Paris), 1971, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Jean Leray » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SJL_1971____A4_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

doi

LE COiPORTEENT ASYIPTOTIGUE
DES VALEURS PROFRES D'UN OPERATEUR

par Pierre GRISVARD (Nice)

Dans le premier exnosé, on indiquera quelques procédés permettant d'évaluer le
ecnmportement asymptotique des valeurs propres d'un opérateur ; ces procédés seront
mis en oeuvre sur des exemples concrets en équations aux dérivées partielles, dans

le second exposé,

1. Les valeurs pronres d'un opérateur compact.

Le treés céldvre principe du "mini-max" de Courant-Fiscber donne un moyen tres

simple de calcaler les valeurs Dropres d'un opérateur compact symétrique (dans un

espace de Hilbert). Il -sera commode, pour ce qui suit, de l'exprimer 3 1l'aide de

. ome L, . 1ém . s . .
la notion de n*”™° épaisseur (ou n*“™® diamdtre) d'un ensemble, due 3 Kolmogorov.
s . s , . ig
S50it 4 une nartie de H espace de Hilbert, on appelle n me

dans H la quantité :

épaisseur de K

dg(K) = inf (sup [inf |ju-f}[])
P ugk fLeP

ou I décrit l'ensemble des sous—esvaces vectoriels de dimension n dans H ., Il
est naturel dtintroduire ce nombre lorsqu'on cherche un sous-espace vectoriel F
de dimension n dans H , qui réalise la meilleure approximation possible des
éléments de X war des éléments de I . Dans le cas particulier ou K est un

ellivsoide, clest-a~dire un ensemnle de la forme

!’1’1_!2

. - . . <

X={u= % Py § Z———-—2 = 1)
k=1 =1 6

ou Oy 9 D= 1,2,4es e85t un systéue orthonormé dans H et 5k s k= 1,2,,,s est

une suite CCcroissante de nomvres = 0 , on a éviderment :

Hyy _
& () =6, 4 n=0,1,000

8i T Aadsigne un opérateur lindaire compact et symétrique (T = T%) dans H,
soit A, , 1 =1,2,.ss 1a suite de ses valeurs propres en ordre décroissant de
AN
1 . . 5 P
nodules et soit P o = 1,2,4ee un systéme orthonormé correspondant de
S

fonetions Hrovres, alors

K, = {5 |jg;, = 1)

-

o= 2 vo. Z !Azlz =1}

==y I | A R 3

~

(1) Bien entendu, chaque valeur Hroore est répétée conformément a sa multiplicitée.
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est un ellinsoide et, par conséguent, on a @
Hy,. |
(1) d.n<.‘.\_T) - l)\n+1’ 9 n = 031,010 [

S5i wmainvenant on considére un onérateur lindaire commact T, non nécessairement
sgymétrique dans H , on ovtient seulement une inégalité : soit T = US 1la décom-
position _olaire de T avec  compact symétrique (en fait S = [T! = /T*T) et U
isométrie délinie sur la fermeture de l'image de S 5 on a éviderment K = UK

et, puisque U conserve la distance, on a

H H
d (K = ¢ (L,) = n = 0,1
n(‘T> n( o) gt o L
ou M, 5 Lk=1,2,,., désigne la suite des valeurs provres de S en ordre décrois-—

sant. Cec valeurs pronres sont relides & celles de T par la célébre inégalité
de Hemman—.eovl :

{2.5_ Zp;i 5 n=1,29000 .
(Bn fait, L'indplité de Herman-~eyl est relative au cas o 2 est remplacé par
n > 0 quelconque j dans ce cas zénéral la démonstration en est beaucoup plus dif-

e \ .2 P
ficile)s loux conclure, on a donc l'inégnlite :

n n-1 q
(2) z %7"7,!2 DX d-p(KT)zv n=1,2,.44
=1 7 k=0

sous la seule iypothese que T est lindaire compact dans H .

2. Les wmleurs wroosres dlfun opérateur & inverse compact.

Cette dtude sera justifide par le fait que ltopérateur de Green de beaucoup de
provlémes auvx linites usuels est coupact (c‘est le cas, par exemple, pour les pro-

blémes aux limites elliptiques dans un domaine borné).

On considére donc un opérateour lindaire fermé A a domaine DA dense dans H
on suppose 4 inversivle et A™' compact ou, ce qui revient au méme, que ll'injec-
tion de DA muni de la norme du gransiae, dans H est compacte 5 on sait qu'il ré-
sulte de la thdorie de Riesz que lc spectre de A est une suite Ak s K= 1,2,40e
de valeurs wronres (de muliiplicité {inie) qu'on supvosera dorénavant en ordre
croissant de moCules, chaque valeur propre étant répétée conformément & sa multi-
plicit

[0

On »eut anpliquer les rdsultats du n® 1 & T = A™', Lorsque A est autoadjoint,

T est syndtrique et on voit que
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3

de (1) on adauit 1'6gnlité :

; H
! R n = see o
(3) Mgl =a (), n = 0,1,
Dans le cas ;%néral ou A nlest nas nécessairement autoadjoint, on utilise la
décomposition wolaire A =UB oux B est autoadjoint positif avec DB = DA (en

fait B=/A"K) et U est une isométric dans H . On a évidemment ¢

°

Kp = {veD, ; |jau" = 1} = {ueDy 5 |Bujj =1 ] = Iy
et de (2) on Aéduit 1'inéglité
( : -2 = n:1 H 2
K I pe e g, ne e

et si B o & = 12,00 désigne la suite croissante des valeurs propres de B ,
on voit aussi, vtilisant (3), que

n n
(5) T ISP E S o2, n=1,2,000
k=1 - k=1

ceci bien que VTR ne soit pas ézal & B2 (car on a évidement T*T = UB2U%),

De 1'indmlité (5) on déduit le

THEOREIE 1. Soit A un opérateur 3 inverse compact et soit B = VA¥A 1'opérateur

autoadjoint entrant dans la décomposition volaire de A . On désigne par hk ,
k=1,2,4se la suite des valeuxrs oropres de A en ordre croissant de modules et

mr g, , k=1,2,..s la _suite des valeurs propres de B . On suppose qu'il exis-
e 9 <3 Lel que

lim inf K0 B >0

k»o

alors
S ——

lim inf K|, >0 .

I - o

Démonstration. On désigne par N(t) le nombre des valeurs propres Ak telles

Qe A, | =t , alors ona :

N(t)' n .
N('t)t—z = “/:‘1 }’\kl -

,‘...
{7l
el
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dtou, en utilisant (5) :

N(t) N(t)
Nt) =+ T pg2=ut 3§ K29
Te=1 - k=1

avec :! indépendant de t . Come ona 9 < L, on voit que

N(%) 1-26
N(t) S8 [ 529 a8 = if ﬁ%ﬁ%E___
IS -

puis

N(t) Q’f?" 29 t1/e ’ t>0,
dtou le résuliat,

Pour étendre ce théorime au cas o 8 = 3 , on fera l'hypoth®se suivante :

v

(n) L'opératour (A+tI) est inversible pour + = 0 et il existe C, el que
|(a+tI)2 1] = C, (tm) 1 pour tout t= 0.,

THEORML T 11,

vérifie (n).

Le résultat du tadoréme 1 est vrai pour o =

# s8i on suppose gue 4

Démonstration. On applique 1'indzalité (2) & T = (A+tI); on a donc

n
R A4t s 5 a(X,)? s n=1,2,...
k=1 5 1’=odl 1

avec X, <y, LA(t) ou Yz = C} + (0A+1)3 et

lA

L (%) = {ueD, 5 vl + [P

1} .

I

Evidemment, on a LA(t) = LB(t) = Ky avec
S = /ER = (B+PI)

~1
dton *‘-R (‘q et comme les valeurs propres de S sont évidemment les (Bk ) %
il vient dlapreés (1)

(B+itI)™* 3 de plus on a

o

4\)”“

QUL (1) = G = (Byq + ¥)

dtol
n 7
oMt s 3 (FAP), n= 12,0 820
=1 k=1

puis

N(t) = 4%% ¥ ;g )(;,1+t3) t, >0
le=1



P. Grisvard, Conportement asynptotique.., 4.5

et, en uiilisant 1'ayvothdse sur la suite By o k=1,2,00e , on voit qu'il
-

existe .. tel que

N(t) .
M) 20 @ o5 (PR)T, >0

k=1

9

on en déduit la majoration N(%) = i t1/69 d'oli le résultat.

Remarque. Le cas particulier 5 > 3 correspond au cas ou ™! est un opérateur
de Hilverv~-Scimidt.

3. Le cas Ces »Hrovlémes variaitionels.

On considére a présent le cas particulier ou 4 est l'opérateur associé a la
dommée de V espace de Hilbert contenu avec injection continue dans H , V den~
se dans H et de

u,v — aluzv)
VxV— €

forme sesquilindaire continue et V-elliptique, c'est-a-dire qu'il existe o et
i1 tels que
fa(usv)! = H“u“vuvuv y u,veV

Re a(usu) = yHuHi_, uev .

Suivant Liong, A est llopdrateur fermé & domaine D, dense défini par
222048 A

(au3v) = a(uzv) , ueD. vev

a’?
Ltopérateur A est évidemment inversible et son inverse A™! est compact si on

suppose que llinjection de V dang H est compacte.

Dans le cas Darticulier ot a est hermitienne, A est autoadjoint positif et
—2
V= Dy 5 1tindgnlité (1) appliquée & T = & - nontre que (dans les notations du
13
n° précédent) s

6 "5 Heg 1
(6) Meyt = dk(ﬁa) s =000

~

o L= {uzv; ga(u;u)! =1} .

Dans le cas zénéral ol a n'est pas hermitienne, 1l'opérateur A est maximal
1
accrétif 3 on ne peut pas comparer llespace V au domaine de B® comme dans le

cas autoadjoint, cependant on a, dlapres Kato

cVcb,

L em

B=

D, pour tout >0 .

+£

4lors, si on suvpose que dﬁ(Ké) est conmm et, plus précisément, que



P Grisvard, Comportement asymptotiques..

(M lim sup X° 6.‘(7')<+m,
k> oo
o5 Guan < . L4e i
alors avpliguant (3) & 1llopérateur B2 ' °, on voit que

(°+ ) al(L =0 @(K)=c k7

KN I < 4 : ‘
avec Co et { indépendants de k , on en déduit alors que

lim inf 38D S0 .50
k—-m= k

dtoly, en appliquant le th. 1 ou le ta. 1!

(8) lim i mv(?ee)!x[>o , £€>0.,

k- »

.

On a ainszi prouvé que (7) implique (8).

4, Anplication aux problémes aux limites elliptiques "usuels".

Soit A un olérateur (proprement) elliptique d'ordre 2m 2 coefficients assez
’e . - z - . o, LY Ve Y V)
rézuliers dans un ouvert vorné () a frontiére réguliére dans R’

i

i1 A est Tortement ellipticue, on neut considérer des provlémes aux limites

variatiomels relatifs & A qui est alors "rdalisé" comme opérateur fermé défini
dans I?(Q) = H, var

avec

une cervuaine forme sesquilinéaire a contimme et V-elliptique

H'g(c;) c Ve Q)

et (dans les notations du n° 3) il existe deux nombres » et M

tels que
l 5 C I C 1 q
[~ - V¥
my T,

ot %‘v désizme la boule unité de V . Pour évaluer les diamctres de X on uti-

lisera le résulta’ suivant d0 3 Bl Xolli o s est réel vositif quelconque :

°

2 (o),
(9) 0 < 1in inf o™/ a> (Q)(s . ) = lim sup 57V dfl (“3)(5 ) <+
a - o a Hz(ﬂ) n-ow E°(Q)

®©
?

Vd . H =-m/v £

on en Adduit que G’n(Ka) se comoorte comme n / lorsque n - + » et par consé~
L

quent, vtiligant les résultats du n°® 3, on voit que :

°

(10) 0<1liminfk A = limsupk A <+
.. - o EANS BA
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A

Lorsque le »rovbicme est autoadjnint et que

(i01) lin int k& Y ix i >0

k_ - o0

vour tout e > 0 dans le cas général ;3 on va améliorer ce résultat en utilisant
des résultats Je rézularité,

On congiddre a Hrésent un sysbteme normal de conditions agux limites {BL,... Bm}
vérifiant la condition (e recouvrement relative a A au sens de Agmon-Douglis-—

Niremvery (ou condivion de Shaviro~Lonatingiki) 3 suivant ces auteurs, on "réalise"

A comme opérateur fermé dans H = IF(Q) avec

D, = {ueﬂgm(d)

(*Y)

Bju =0sur 'y j=1,2,.0em}

v

iece
Him(gv} SS B .

In viilisant le résultat cité nlus haut de Bl Kolli (et les notations du n° 2), on
) -|H—— "‘2]11\) z

voit que an(gﬂ) se comporte comme n / . Lorsque n - + = et par conséquent,

utilisant les »ésultats du n° 2, on oviient (10) (ci-dessus) lorsque le provlime

est autoaljoint et sinon, dans le cas #énéral, on ooptient s

2m

(11) Lim inf k= A | >0

1]
k —» o

a4 condition que (i) 2m < v/2 et A est inversible (existence et unicité de la
solution du provliéme aux limites) ou que (ii) 2m = /2 et (A+tI) est inversible
pour + = 0 , dtinverse majord par Gﬂ(t+1)'1 (ctest-a~dire que l'axe réel né-
gatif est un "rayon de croissance minimale" au sens de Agmon qui donne des condi-

tions tris géndrales sous lescuelles cette nypothdse est vérifide).

On a ainsi retrouvé dlune manidre trés simple une partie des résultats de Agmon.

5« Apnlication 4 certains provlemes ellivtiques déaénérés,

Suivant Baocuendi et Goulaocuic, on considére le probléme variationnel ol
H = L’B(Q)s

V = {usu, /. grad v € I2(Q)}

otv gy désigne une fonction de ciasse C° au voisinage de Q avec ¢ > 0 dans

Q0 et o nulle X llordre un sur la frontidre I de O (i.e. grad ¢ # 0 sur M,
et
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v —
] -
a(usv) = = [ aijc.p-g-%é%:-dx+f a,u v dx
i,3=1 Q i3

ou les fonctions a._.j et a, sont de classe C' dans I avec
L

min Re a (X) >0
X\..A

v
nin min Re % aij(x)gigj>0 .

xed 'g'=1 i,3=1

Ltopérateur A associé est une réalisation de 1l'opérateur différentiel

v
i9j=1o

et coome V est un espace normal, il n'y a pas de conditions aux limites dans la

définition de D, + Comme précédemment, on a :
ls ck c 1 S

ST v a /;V

et on devra évaluer les diamétres de S

-V.
THEOREIE 2, On a
1 1
0 < lim inf nzi\"‘j L(Q)(SV,)< lim supn(v -1) I’(q)(S)<+m
n—->ow© n —»> o«

lorsque v = 5 et

O<11m1nf(

n - o

)2 dia(ﬂ)(sv) <+
lorsque v =2 .,

Tog n)g L (Q)(SV) = 1J.m suP (Log n

Démonstration. Son originalité réside en ce qu'elle réduit le cas général &

1tétude d'un cas "modéle" ou ( est la boule unité de R’ .

lexre étape. Etude du cas modéle : on calcule explicitement la suite des valeurs
propres A, de A lorsque ( est la boule unité de R’ ’ cp(x) =1 - lxla (le
norme euclidienne de x) et a =1, aij(x) =655 (symbole de Kroneker) ; on
a donc

.[:Lu = -
i

nM<

([1 lx|2 ———) + U .
1 x5

Ce calcul fait indépendemment par Boutet de Mionvel et Shimakura montre que

lim E’i&xl’=4 gi v =2

k'~>'x1

et 1

lim Xk A =C 1/v-1 si v=z3

k»x»
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avec

c, = 227127V () [(v1)1TE

Dans ce cas on er dédui’ que

. 1 12 (q) .
1 —‘n<<_\2 = - 1 =
. :;mm (Log D7 (SV) : s8i v=2
ot R ]
577 2 YA
1im 2 1) @ (Q)(sv) _ g 20-T)

\Y

Hv
W

si v
n->w

(on & utilisé (6) en rerarquant que Sy =K, carici o =M=1 puisque a est

exactement le produit scalaire de V ).

2¢me étape. Ovtention dc¢ 1lc majoration dans le cas général. Elle se déduit du
cas particulier ci-despsus par un raisonnement banal utilisant des cartes locales.

3eme étape. Obtention de la minoration dans le cas général. On utilise ici une
technique qui est non "standard" et devrait pouvoir servir dans 1'étude d'autres
types dlespaces. On note U 1c boule unité de R”; on fixe une famille d'ou-
verts Q, c{ , deux & deux disjointe, J = 1,2,... ¥ tels que chague Q. soit

difféomorphe & un ouvert U;} é¢e T, avec

»~

U= UT, .
=19
Soit xj le difféomorphisme de Qj EIREN Uj . on introduit encore une partition
de 1'unité sur U au moyen de fonctions différentiables 5 » chaque P; ayant
son support dans Uj et
N

bN cp?j=1,
jos

On définit deux opérateurs L et M comme suit :
N

T (p.u) o x,(x) , x€ , uel®(U) (2)
j=1 9 J

Iu(x)

ﬂu(x) P 3

[}
™M=

(x)(w o x2)(x) , xU , uel?(Q) .
1 J
J

On vérifie facilement que L est lindaire contimu de I2(U) dans I?(Q) et
de V(U) adans V() de méme M est lindaire contimu de I?(Q) dans I2(U)

H
et de V(Q) dans V(U) ; de plus il est évident que

(2) avec les conventions de prolongement par zéro, évidentes.
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(on utilise ici le fait que les oF sont deux & deux disjoints). En particulier,
on a prouvé que L est un homomorphisme de V(U) dans V(Q).

On note a présent d 1la nidme épaisseur de SV(U) dang I°(U) ; il existe un
sous-gspace vectoriel F = de dimension (n+1) dans I2(U) tel que la boule de
rayon 4 (pour la norme de I7(U)) dans F ~est contenue dans SV(U) clest=a-

dire que
{‘D.(Fn H ”‘ll”Lg (U) = dn} (o SV(U)

(on utilise ici le fait que SV(U) est un ellipsoide dans I°(U) et par consé-
quent, dans les notations du n® 1, F est 1'espace vectoriel engendré par
(9'190'05(Pn+1 )s

Soit @n 1timage de Fn par L 4, comme L est injectif @n est de dimension
(n+1) dans IP(Q) et si on désigne par u 1la norme de M en tant qu'opérateur
de I?(Q) dans IP(U) et par A 1la norme de L en tant qu'opérateur de V(U)
dans V(Q) , on voit que

d
(vezpsiivile (q) = 23 < Sy(g)
et partant

2 a
af “)(s,f(m = B i‘J o (U)(sv )

pour tout n ;3 ceci achéve de démontrer le théoréme 2 ,
On revient & présent au probléme elliptique dégénéré. Appliquant les résultats

du n® 3, on déduit du théordme 2 les inégalités

0 < lim nf--—g—-;\ ]_1msupl"25-—-?\ < 4+ » gi v =2

k >« k 5o
(12)
. -
. R —‘9»1 . \)-1 . -
0 < 1lim inf k A = 1lim sup k AN <+ 81 vZ3
k k
k 5o k—-»o

dans le cas autoadjoint (ce résultat est moins précis que celui de Baouendi et
Goulaouic qui prouvent l'existence de la limite et la calculent). Dans le cas

général non autoadjoint, on obtient seulement la minoration

liminfk-emlk | >0 si y=2
k'—Pm k k
12)1

Liminfk Y™ |\ | >0 si v=3

k—)oo
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pour tout & > 0 5§ ce dernier résultat peut &tre amélioré si on fait usage du
théoréme de régularité suivant dlt & Baoucndi et Goulaouic :

D, = {u; ue® @), wue® ()}

Si on choisit A autoadjoint (D, ne dépend pas du choix particulier de A ! )
onaalors V=D, eton déduit des résultats précédents les inégalités

AZ
1
0 < lim inf nv“ o (q)(S ) = lim sup n v-1 L Q‘)(S ) < +
n-o A n-o A
si v=3
(13)
- : n L(Q) n (m))
0 < lim inf (S ) = lim sup (S )<+ o
n - o Tog 1 ‘n Dy n - o Tog n °n Dy
si v=2

et appliquant les résultats du n° 2 (ce qui est toujours possible puisqu'on a
Re(Ausu) = a“uwv pour tout ueD, , donc (A+tI) est inversible pour t 2 0 et
son inverse admet une majoration en (t+1)"! ) on obticnt la minoration

lim inf 2O8E 0 1>0 si v =2
- e M
-> 00
(14) oA
liminf k V7 A ) >0 si v=3.
k—)co -

Ce résultat ne semblait pas connu.

Remarque. Tout ce qui précéde repose sur un calcul de valeurs propres dans un
cas particulier (1ére étape de la démonstration du théoréme 2) et ce calcul n'est
possible que parce que ltopérateur particulier laisse stable les polyndmes de de-
gré n donné. Cependant M. El Xolli a récemment substitué a ce calcul de valeurs
propres un raisonnement basé sur l'approximation polyndmiale qui fonctionne éga~
lement lorsque la fonction poids ¢ est remplacée par ﬁa (a € [0,1}) $ ceci per-
mettra dtévaluer les valeurs propres d'une classe plus vaste de problémes ellipti-
ques dégénérés (3 paraitrc).
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