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4.1

LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

DES VALEURS PROPRES D’UN OPÉRATEUR

par Pierre GRISVARD (Nice)

Dans le premier exposé, on indiquera quelques procédés permettant d’évaluer le

comportement asymptotique des valeurs propres d’un opérateur ; ces procédés seront

mis en oeuvre sur des exemples concrets en équations aux dérivées partielles, dans

le second exposé.

1. Les valeurs propres compact.

Le très célèbre principe du de Courant-Fischer donne un moyen très

simple de calculer les valeurs propres d’un opérateur compact symétrique (dans un

espace de Hilbert). Il :sera commode, pour ce qui sui t, de l’exprimer à l’aide de

la cXe nième épaisseur (ou nième diamètre) d’un ensemble, due Ci Kolmogorov.

une partie de H espace de Hilbert, on appelle de K

dans H la quantité s

décrit Itensenble des sous-espaces vectoriels de dimension n dans H . Il

est naturel d’introduire ce nombre lorsqu’on cherche un sous-espace vectoriel F

de dimension n dans H, qui réalise la meilleure approximation possible des

éléments par des éléments do Dans le cas particulier où Ii est un

c’est-à-dire un ensemble de la forme

on ~1... ~ 1: == 1~2~.. est un système orthonormé dans H et ô~ ~ k = 1~2y,~, est

une décroissante de nombres &#x3E; 0, on a évidemment :

Si T désire un opérateur linéaire compact et synétrique ~T ~ T*) dans H,

soit ~,,T ! k = 1~2~.~ la suite de ses valeurs propres en ordre décroissant de

modules (1) et 1: = 1 ,2 ; .. un système orthonomé correspondant de

fonctions alors

(1) entende y chaque valeur propre est répétée conformément d sa 
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est un ellipsoïde et9 y par on a :

Si maintenant on considère un opérateur linéaire compact T, non nécessairement

symétrique dans H ~ on obtient seulement une inégalité z soit T = US la décom-

position polaire de T avec 11 compact symétrique (en fait S = [ T J ~- et U

isométrie définie sur la fermeture de l’image de S ; on a évidemnent 

e t, puisque ’j conserve la distance~ on a

où ~ ~ L: == 1y2~., désigne la suite des valeurs propres de S en ordre décrois-

sant. valeurs propres sont reliées à celles de T par la célèbre inégalité
de 1

(En fait, de est relative au cas où 2 est remplacé par

p &#x3E; 0 quelconque ; dans ce cas (général la démonstration el1. est beaucoup plus 

conclure, y on a donc l’inégalité :

sous la seule hypothèse que Test linéaire compact dans H .

2. d’un opérateur à inverse compact.

Cette étude sera ,justifiée par le fait que l’opérateur de Green de beaucoup de

problèmes aux limites usuel s est compact (c’est le cas, par exempley pour les pro-
blèmes aux limites elliptiques dans un domaine borné).

On donc un opérateur linéaire fermé A à domaine DA dense dans H ;

on suppose it inversible et A-1 compact ou, g ce qui revient au même  que l’ i11jec-

tion de DA muni de la norme du y dans H est compacte ; on sait qu 1 il ré-

sul te de la théorie de Riesz que le spectre de A est une suite ~ y k = 1~2~..
de valeurs propres (de multiplicité finie) qu’on supposera doré¡1avant en ordre
croissant de molles y chaque valeur propre étant répétée conformément à sa multi-

plicité.

On peut appliquer les résultats du à T = A-1 , Lorsque A est autoadjoint,
T est symétrique et on voit que
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de (1) on déduit l’égalité s

Dans le cas général ou A n’est pas nécessairement autoadjoint, on utilise la

décomposition polaire A = UB où L est autoadjoint positif avec D~ = 
fait B==/5?~) et U est une isométrie dans H. On a évidemment:

et de (2) déduit l’inégalité

et si Bk, k = 1 ,2,... désigne la suite croissante des valeurs propres de B 9
on voit aussi, utilisant (3), que

ceci bien que VT*T ne soit pas égal à 872 (car on a évidemment T+T = 

De (5) on déduit le

il un opérateur a inverse compact et soit B ; A l’opérateur
dans la décomposition de A . On désigne par À1{’

k==1~2,.,~ la suite des valeurs i orpTores de A en ordre croissant de modules et

~ar ~, yk=1y2~.. la suite des valeurs propres de B . On suppose exis-

te ¡j .1. tel ue

alors

On désigne par N(t) le nombre des valeurs propres hk telles

QUO. alors on a : 
.
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Bil 

ave c H indépendant de t . Comme on a 8  1 2, on voit que

puis

le résultat.

Pour étendre ce théorème au cas où. 9 ~ ~ ? on fera l’hypothèse suivante :

(11+tI) est inversible pour et il existe C tel que
pour tout t w 0 .

du théorème 1 est vrai si on suppose Que A

vérifie (h).

On applique (2) à T : on a donc

avec

Evidemment, on a de plus on a

d’°ù 3) = E§ et comme les valeurs propres de S sont évidemment les

~.1 vient diaprés ~1 ~

d’où

puis
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et, en utilisant sur la k = 1,2,... , on voit qu’il
existe - tel que 

’

on e11 déduit la najoration t1/0 ~ d’où le résultat.

Le cas particulier o &#x3E; ~ correspond au cas oû est un opérateur
de 

3. problèmes 

On considère à présent le cas particulier où A est l’opérateur associé à la

donnée de V espace de Hilbert contenu avec injection continue dans H , V den-

se H et êta

sesquilinéaire continue et V-elliptique, c’est-à-dire existe a et

1.1 tels que

Lions, A est l’opérateur fermé à domaine D, dense défini par
.L3.

L’opérateur A est évidennnent inversible et son inverse À-1 est compact si on

suppose que l’injection de V dans H est 

Dans le cas particulier où a est hermitienne, A est autoadjoint positif et

V = gi# &#x3E; ( ~ ~ à T = montre que (dans les notations du
n0 0

où = ~(u;u)f ~ 1) .
Dans le cas général où a n’est pas hermitienne, l’ opérateur A est maximal

, , ~ 
i

accrétif ; on ne peut pas comparer l’espace V au domaine de B2 comme dans le

cas autoadjoint, cependant on a, diaprés Kato

Alors, si on s’appose que est connu et, y plus précisément y que1. Alors, S_--L 01-1 
que a 

) est connu et, plus précisément, que
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alors, (3 ~ ~ l t opérateur B8 + E, on voit que

avec Ca et r, indépendants due l~ ’9 on en déduit alors que

en appliquant le tb. 1 ou le 

On a ainsi prouvé que (7) impliq’ue (8).

4-. Application aux problèmes aux limites elliptiques 

Soit li un opérateur (proprement) elliptique d’ordre 2m à coefficients assez

réguliers dans un ouvert borné à frontière régulière dans R" .

A est fortement elliptique? on peut considérer des problèmes aux limites

variationnels relatifs à A qui est alors "réalisé" comme opérateur fermé défini

dans = H y par une certaine forme sesquilinéaire a confirme et V-elliptique

avec

et (dans les notations du no 3) il existe deux nombres ’:1. et 1"1 tels que

olt 5 désigne la boule wnlté de ~T . Pour évaluer les diamètres de K on uti-

lisera le résultat suivant dû à Kqlli où s est réel positif quelconque :

que se comporte comme lorsque n -&#x3E; + oo et par on en que 11. a se comporte comme n-m/v lorsque n + co et par consé-

quent , utilisant les résultats du 110 3, on que ë
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Lorsque le problème est autoadjoint et que

pour tou.t e &#x3E; 0 dans le cas gênerai ; on va améliorer ce résultat en utilisant

des résultats de régularité.

On considère à présent U11 système normal de conditions aux limites {1B, ... B )m
vérifiant la condition de recouvrement relative à A au sens de 

(ou de suivant ces auteurs, on "réalise"

A comme opérateur fermé dans h w L2 (Q) avec

1,e*

En utilisant le résultat cité plus :1au-G de El Kolli (et les notations du ne 2), on
H voit que dn(LA) se comporte comme n . Lorsque n -) et par conséquent,
J.1 .£J.

utilisant les résultats du n° 2, ox1 obtient (10) (ci-dessus) lorsque le problème
est autoad,joint et sinon, dans le cas général, on obtient

à condition que (i) 2m  v/2 et A est inversible (existence et unicité de la
solution du problème aux limites) ou que (ii) 2m &#x3E; v/2 et est inversible

pour t &#x3E; 0, d’inverse majoré par CA(t+1)-1 (c ’est-à-dire que l’axe réel né-

gatif est 1,111 de croissance minimale" au sens de Agmon qui donne des condi-

tions très générales sous lesquelles cette est vérifiée).

On a ainsi retrouvé d’une manière très simple une partie des résultats de 

5. a dégénérés...n.il plication à 

Suivant Baouendi et Goulaouic, on considère le problème variationnel ou

H = ilJ (0) ,

désire une fonction de classe C~ au voisinage de Q avec ; &#x3E; 0 dans

Q et y l’ordre U1î sur la frontière r de 0 (i.e. grad f 1 0 sur r),
et
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où. les fonctions a.. et a 
o 

sont de classe C1 dans 5 avec
1j o

L’opérateur A associé est une réalisation de l’opérateur différentiel

et comme V est un espace normal, il n’y a pas de conditions aux limites dans la

définition de Comme précédemment, on a : 1

et on devra évaluer les diamètres de S .
V

THÉORÈME 2. On a

lorsque v ~ 3 et

v = 2 .

Son originalité réside en ce qu’elle réduit le cas général à

d’un cas "modèle" où (2 est la ’ooule unité des

1èro étape. Etude du cas modèle i on calcule explicitement la suite des valeurs

de il lorsque 0 est la boule unité de ç(x) = 1 - 
norme eucl-eldieilne de x) et a = 1 , a(x) = Q (symbole de Kroneker); on

ij j
a donc

Ce calcul fait indépendemment par Boutet de Nouvel et Shimakura montre que

et
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avec

Jans ce cas on en déduit que

et

(on a utilisé (6) en remarquant que K car ici c .. M = 1 puisque a est
.y a

exactement le produit scalaire de 

~~me éta,~,e. Obtention de majoration danp le cas général. Elle se déduit du

cas particulier ci-dessus par un raisonnement banal utilisant des cartes locales.

3ème étape. Obtention de la minoration dans le cas général. On utilise ici une

technique qui est non "standard" et devrait pouvoir servir dans l’étude d’autres

types d’espaces. On note U 1:: boule unité de on fixe une famille d’ou-

verte 0 o = 1,2,... N tels que chaque Q . soit
j J

difféomorphe à un ouvert U . due U, 9 avec
3 N

Soit X 0 le difféomorphisme de Q. U.. on introduit encore une partition
J 

~ 

.~ 
J J 

r--

de l’uni té sur U au moyen de fonctions différentiables cp. y chaque ayant
J J

son support dans U . et
J

On définit deux opérateurs L et comme suit :

On -vérifie facilement que L est linéaire continu de L2 (U) dans L2 (0) et

de V(U) dans V~~~ ~ de même M est linéaire continu de L2 (Q) dans L2 (U)
et de V(O) dans V(U~ ; de plus il est évident que 

-

L = 1 
- -

(2) avec les conventions de prolongement par zéro, évidentes.
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(on utilise ici le fait que les Q. sont deux à deux disjoints). En particulier,j ’

on a prouvé que L est un homomorphisme de V(U) dans V(’2) .

On note à présent dn la nième épaisseur de dans L2 (U) 3 il existe un

sous-espace vectoriel F de dimension (n+1) dans tel que la boule de

rayon d n (pour la norme de dans F est contenue dans c’est-à-

dire que

(on utilise ici le fait que SV est un ellipsoïde dans va (U) et par consé-

quent, dans les notations du n° 1, Fn est l’espace vectoriel engendré par

cp1,...,cpn+1).
Soit $ l’image de Fn par L , comme L est injectif "n est de dimension

(n+1) dans L2 (0) et si on désigne la norme de M en tant qu’opérateur
de L2 (n) dans L2 (U) et par ~, la norme de L en tant qu’opérateur de V(U)
dans ’~~~ ~ , on voit que

et partant

pour tout n ; ceci achève de démontrer le théorème 2 .

On revient à présent au problèmes elliptique dégénéré. Appliquant les résultats

du n° 3 9 on déduit du théorème 2 les inégalités

dans le cas autoadjoint (ce résultat est moins précis que celui de Baouendi et
Goulaouic qui prouvent 1 t exietence de la limite et la calculent). Dans le cas

général non autoadjoint, on obtient seulement la minoration
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pour tout £ &#x3E; 0 ; ce dernier résultat peut être amélioré si on fait usage du

théorème de régularité suivant dû à Baouondî et Goulaouic :

Si on choisit A autoadjoint (DiB. ne dépend pas du choix particulier de A ! )
on a alors V = D ~ et on déduit des résultats précédents les inégalités

A2

et appliquant les résultats du n° 2 (ce qui est toujours possible puisquton a
pour tout UEDA’ donc (A+tI) est inversible pour t é 0 et1 A -

son inverse admet une majoration on obtient la minoration

Ce résultat ne semblait pas connu.

Remarque. Tout ce qui précède repose sur un calcul de valeurs propres dans un

cas particulier (1ère étape de la démonstration du théorème 2) et ce calcul n’est

possible que parce que l’opérateur particulier laisse stable les polynômes de de-

gré n donné. Cependant M. El Ilolli a récemment substitué à ce calcul de valeurs

propres un raisonnement basé sur l’approximation polynômiale qui fonctionne éga-

lement lorsque la fonction poids cp est remplacée par [0,1J); ceci per-

mettra d’évaluer les valeurs propres d’une classe plus vaste de problèmes ellipti-

ques dégénérées (à paraître~ .
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