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PROBLEIE DE CAUCHY OSCILIATOIRE
POUR UN OPHR.TEVR DIFFERENTIEL . CARACTERISTIQUES MULTIPIES,
DIEFONSTRATION DE LA CONVERGENCE
DANS IE C.iS DYUN OPERATEUR ANALYTIQUE BIEN DECOMPOSABLE

par Jean-Claude DE PARIS
Partie A.

0, INTRODUCTION,- On se propose, dans cet article, de donner une construction
dlune onde asymptotique pour un opérateur différentiel h , & coefficients C7
sur une variété Cm, B , puis d'étudier le probléme de Cauchy oscillatoire pour h,
Dans le cas d'un opérateur matriciel du premier ordre, P. Lax [12] a étudié un tel
probléme, puis D, Ludwig ([15], [16]) généralisant la notion d'onde asymptotique
introduite par P. lax, étudie le cas dtun opérateur matriciel d'ordre quelconque
dans le cas d'un opérateur scalaire, qui est celui auquel on va s'intéresser, il

obtient des résultats quand toutes les caractéristiques sont simples.

Je Leray [13], puis L. G8rding, T. Kotake et J. Leray [8] généralisent encore la
notion d'onde asymptotique et construisent, pour un opérateur matriciel d'ordre
quelconque, des ondes asymptotiques, dans le cas ou la phase ¢ correspond a une

caractéristique simple du systémee.

Mne Y. Choquet-Brurat [4], étudie un probléme analogue, mais pour un opérateur
matriciel quasi linéaire du premier ordre, a caractéristiques multiples, en utili-

sant la classification des systémes & caractéristiques multiples de J. Vaillant

[21].

J. Vaillant [22] montre, en reprenant les ondes asymptotiques au sens de lax,
que le probléme de Caucliy oscillatoire pour un opérateur matriciel fortement hyper-
boligue posséde une solution.

Ia plupart de ces études (sauf celles de D. Iudwig [16}, J. Vaillant [21] et
Mue Y. Choquet—Brulat [4]) se font en considérant uniquement les termes principaux
des opérateurs scalaires, composantes de 1l'opérateur matriciel (cas fortement hy-
pervolique). Dans D, Iudwig [16], J. Vaillant [21] et Mme Y. Choquet-Brubat [4]

sont étudiés des cas non fortement hypervoliques, & caractéristiques doubles.

Le but de cet article est de déterminer, en faisant des hypotheses plus faibles
sur le terme principal de 1l'opérateur scalaire h , quelles conditions il faut

imposer aux termes non principaux de h , pour avoir une solution et une seule du
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probvléme de Cauciy oscillatoire (au sens de ILudwig [15]). Les conditions obtenues,
pour E de dimension quelconque, et les caractéristiques de multiplicité quelcon~-

que, coincident avec celles trouvées par E. Levi [14] et Mne 4. Iax [11] (quand E

est de dimension 2), et par Mizohata et Ohya [18] (quand les caractéristiques sont
au plus douvles) dans leur étude de la nature bien posée du probléme de Cauchy.

Dans le cas des coefficients constants, nous comparons nos conditions a celles
obtemues par J. Craillou [3] dans son étude sur 1l'hyperbolicité.
Je remercie vivement J. Vaillant de ses encouragements qui m'ont été trés pré-

cieux.

1. NOTATIONS BT RF:SULTATS.
Soient E une varidté réelle

férentiel C° gur = , dlordre % au voisinage d'un point a de E et de sym~

0

de dimension (n+1) et 1 un opérateur dif-

bole principal H(xj;q).
Pour x domné dans B, H(x3q) est une application polynomiale de ¥ (espace
cotangent en x & L) dans R . On considére un voisinage V de a , et des

applications H, (158 =g0g) telles que
(1) ¥oxeV o, ¥ qeT s H(xsq) =

Pour x domné dans V , Hé est une application polynomiale irréductible de
T¥ dans R , homogdne de degré t_ , & coefficients ¢® en x sur V . Les Hy
sont deux a deux différents et g est un entier non mul appelé multiplicité du
facteur HS .

Remarque.~ Dans le cas ¢, il y a au moins la décomposition triviale ne com—
prevant gutun seul facteur. Si E et h gont analytiques, on peut obtenir une
décomposition (1) en utilisant le fait que 1'anneau des germes des fonctions ana-
lytiques en un point est factoriel, et gulun anneau de polyndmes sur un anneau

factoriel est factoxriel.

DEFINITION 1.- On dit que deux opérateurs différentiels sont congrus moduloc P si

leur différence est d'ordre strictement inférieur & p .

On note cette relation sl.
Quand on stintéressern a des propriétés relatives & un scul facteur de la décom—

position (1), on notera I ce facteur et v sa mltiplicité,
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PROPOSITION 1,.,- Il existe une sous-variété ouverte 0 de E , contemant a ,
des opérateurs 24 (0=r=+%) et k (de symbole principal X) sur 0 , et

. T
des nompres V tels que

t
;oo Ve
ho= Ez: Ly X (k) (avec v°=v),
r=0
(2) ¢ r
il v
¥ ~ g P = =
ho zlﬁ A x (k) pour tout O=r=+t .
\. p=0

DEFINITION 2,- L'expression (2) est appelée une décomposition de n par rapport

. o
a X .
=

Si les f. gsont des applications de R dans € telles que pour tout jeZ
(ou pour j = jo), on ait fg = fj—1 , une onde asymptotique [15] pour h au

voigsinage de a est un développement formel :

fee}

(3) y=ijx(fj°tp)

5=0

tel que si on calcule formellement h(y) :
By) = ¢ T x (£, 0 9)

tous les ™ soient nuls sur un méme voisinage de a .

Les YY gont des fonctions € sur un méme voiginage de a , appelées coef-

s e - . . . o] ”
ficients de distorsion, et ¢ est une fonction C  appelée la phase.
On montre que :

THEOREMZ 1.~ Si 1'un des facteurs K de (1) est tel que 1'équation K(azq) = O
a un zéro réel gimple non nul qo, il existe (1) une onde asymptotigue pour h.

Ia phase Je l'onde est gsolution de

K(x;grad @(X)) =0

et vérifie
o
grad p(a) = o,

(') Avec une hypotnése supplémentaire de régularité pour ¢ .
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Les coefficients YY s'obtienient par 1l'intégration de la méme équation diffé-

rentielle (au second memvre pres) le long des bicaractéristiques des hypersurfa-
ces d'équations o(x) = Cte.

Ce résultat était annoncé dans [7].

Remarque.~ 5i les coefficients de h sont & valeurs complexes et les fj défi-
3 1 - I £ - 0 rd
nies sur € , on obtient un résultat identique en prenant pour g¢q  un zéxo

complexe simple non nmul de 1'équation K(azq) = O.

DEFINITION Se= On dit gu'une décomposition de h par rapport & K est une bonne

décomposition si pour tout » (0sr=1+t), ona

v

v vV =T .

r~ ‘o
On montre llexistence de golutions nulles au voisinage d'une hypersurface carac—
téristique multiple, mais réguliére, en reprenant et en simplifiant un raisonne-

ment fait dans [17] pour une caractéristique simple.

PROPOSITION 2.,- 8i E et h gont amalytiques et si S est une hypersurface
caractéristique pour h au voiginage de a , d'équation locale é(x) = 0,

1

8i  grad a(a) est un zéro réel simple non nul de
o
T H (a3q) = O .

g=1

Si la décomposition de nh par rapport au facteur Hs dont grad ®(a) est zéro

est une bonne décomposition, il existe une solution Y de h(Y) =0, non iden-

tiquement nulle, analytique de chagque cdté de S, nulle d'un cdté de S, et de
classe gbre (p 2z 0).

Avec des hypotihtses analogues & celles de [22] ol un probléme d'un méme type
est étudié pour les systémes, on montre que :

THEOREME 2.~ Si 2 est une hypersurface passant par a , dont la forme tangente

en a est une direction d'hyperbolicité stricte pour

ke

Plasa) = || E (230) ,
s=1

il existe (2) un nombre t! =+t tel que le provléme de Cauchy oscillatoire avec t

2y - N as . cur . .
(%) ivec des hypotheses de régularité supplémentaires sur les phases.
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dormnées sur Q possede une solution et une seule quelles que soient les t!' vpre-

midres domades, & condition que les (t~t') dernidres aient une valeur imposée.

11l v a une solution et une seule quelles gque soient les données de Cauchy si et

geulement gi nh posséde une bomme décomposition par rapport & chague HS (3).
Ceci généralise un résultat de [15] obtenu quand toutes les caractéristiques
sont simples.

Ce théoréme montre que le cas < régulier > egst celui ou h posséde une bonne
décomposition par rapport & chague Hs . Un opérateur peut &tre décomposé de plu-
sieurs maniéres , la proposition 3 assure 1l'invariance de la notion de bonne dé-

composition,

PROPOSITION .- Si h posséde une bonne décomposition par rapport & l'un des

facteurs H, de (1), toute décomposition de h par rapport a H, est une bonne

décompositions.

DEFINITTON 3.- On dit que h est bien décomposable s'il posséde une bonne décom~
position par rapport & ctaque facteur H  de (1).

Le théoréme 3 domme une caractérisation des opérateurs bien décomposables

qui correspond en deux variables aux conditions de [14] et de [11].

THEORWT: 3.~ Si pour tout x appartenant 3 un voisinage V de a , les Hs(x:q)

gont premiers entre eux deux a deux (4), une condition nécegsaire et suffisante

pour que n soit bien décomposable est qu'il existe des opérateurs différentiels

4 (0=xr=1%) et h (1=s=0) tels que

liA

s
<iL 1[0&‘r3+ [35“T3+
h = 1L*>='O £rﬂl XoaoX ho
avec pour tout v =t ,
) Sl Loy —pJ+ (g0 T+
ﬂt:i ga %pii XeoooX h@ .

(Avec [pji=p si p=0 et [pj+ =0 si p=0.)
(5) Les nypoticses de régularité sur les pimses Stant cette fois inutiles.

(4) Ce qui est réalisé par exemple si

]

[ E(as)
S

s=1

est strictement hyperbvolique.
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Plusieurs auteurs ([14], [11], [18], [20], etc.) ont &tudié 1la nature bien posée
du provlemc de Cauchy pour des opérateurs bien décomposables. On espére que les

théorimes 2 et 3 permettront de progresser davantage dans cette étude.

.- 5 s s , n+1 . .
Si 1 est & coefficients constants (sur E =R ), 1le lien entre les opérateurs

ypervoliques et les opérateurs bien décomposables est précisé par le

THEORETE 4.~ & Dbien décomposable et

Pq) = TQT H_(q)

g=1

strictement Iyperboligue dquivaut & h hyperboligue et la multiplicité de H sur
V(P)* est localement constante.

On utilise, pour démontrer ce théoréme, une caractérisation dommée dans [3] des

opérateurs différentiels hypervoligques & < multiplicité localement constante >.

Remarque.~ Il résulte du théoréme 2 et du théoréme 4 que si H est hyperbolique
et est & multiplicité localement constante sur V(P)¥, h hyperbolique par rapport
& une direction N é&guivaut & ce que le probléme de Cauchy oscillatoire posséde
une solution et une seule quelles que soient les donmnées de Cauchy sur une hyper-
surface dont la forme tangente en a est N. On obtient donc une caractérisation

de 1l'hyperbolicité uniquement par la congidération de solutions formelles.

2, CONSTRUCTION D'UNE ONDE ASYMPTOTIQUE.

Soit un développement formel

y:

M

Y o« (£, o @)
5 J

I

J

Pour calculer formellement h(y) on montre d'abord

X3

LEIME 1.~ 33 ¢ est une fonction ¢® sur E, il existe des opérateurs différen-
tiels }@:rﬁp) , d'ordre inférieur ou égml & r , tels gue guelle gue soit Y ,
de classe C° gur E , ¢t quel que soit je€Z ,

1
2(Y x (fj o)) = g;g }Qr(@)[Y3 X (fj_t+r o @) .

Preuve.~ 51 Y et ¢ sont de classe ¢® sur E s Ona (013, [97) =

~iwe, ic < ) RN T
o Py (vet™?) - > PIQPsY)(l“) s
=0
avec PI(Q,Y) de classe C° sur R
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Si on pose, pour j¢Zz , et <R

iug
f(i) = X .9
J (iw)Y
on a
L
h(Y X (fj o (p)) = ;;O Pr(QPgY) X (fj-t‘*‘r ) CP) .

En fait, la seule propriété utilisée pour trouver ce résultat est que
f; = fj—1 , et la formule précédente vaut puur une suite (fj) quelconque véri-
fiant cette condition.

I1 reste a prouver que pour ¢ domnée, l'application Y’—arg(@,Y) s+ Qquton no-
des invariants, il suffit de montrer que dans toute carte locale R T(p) slex-
prime comme un opérateur différentiel dlordre = r , et ce résultat est bien
connu ([83, [171).

tera B (o) , est un opérateur différentiel dlordre =r . ILes Pr(¢9Y) étant

Remarque.— Si on prend Y = 1 dans (4), on voit que 1°(¢) est la multipli-
cation par la fonction H(x; grad ¢o(x)).

On calcule h(y) en utilisant (4)

S
hWy) = 7 P x (fj o @)

3

J=1

avec

. min(t,t+3) .
P = fif RE (@I

r=0
Les équations définigssant 1l'onde asymptotique sont donc :
pour j = ~t s FJ =0,

On montre maintenant la proposition 1 qui assure qu'un opérateur posséde des
décompositions.

VvV
Soit X 1ltun des facteurs de (1), v, sa miltiplicité j ona H=1 (K) .

Soit Q contenant a , un ouvert de coordonnées locales sur lequel (1) est
vraie, On définit sur la sous-variété ouverte ( de E des opérateurs diffé-

rentiels k et L de symbole principal respectif K et L0 : ona

Yo
h.%'zo(k) °
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\Y
Soit A =h-£o(k) ° atordre 6(y) sur Q. Si 3() =t1,
v; la multiplicité de K dans le symbole principal A, de ) 5 on a donc

9
A= (M xIy  (avec v = O éventuellement), Si & est un opérateur différen-
tiel de symbole principal L, , ona

on appelle

. Vo V)
n ~ ,@o(k) + ,@1 (k) 1,
t~=1
Si 8(\,) est =t2 , onprend 4 =0 et . =t et la formle précédente

est encore vraie. Apres un nombre fini de telles opérations, on peut écrire

. Vo,
h = > ,@r(k) 9

r=0
avec pour tout r = t :

Vo
h ~ El £ (k) .
t=x =0 P

Le lemme 2 donne ll'expression des

H#2(¢p) pour un opérateur qui posséde une
décompositione

IEME 2,~ Si on considére une décomposition de h par rapport a kK,
o =t [en notant 0(s,) Llordre de 4., et 0(k) celui de kJ

on a, pour

_ Bv
v < B : kS
) -y 2 £°() x5 () xeeex X () -
r=0 o=g =0(s_)
o xr
Oggiée(z.:)
Vv
xr
BO+ z ,Oi=0/—r
i=1

Preuve.s~ 51 b = K XeeoX k, avec e(ki) =vzy ona, sl o=y (Y = f Yi)
et avec des notation: évidentes

o
Q N
(5)* ®e) = 2 IH(O) xeeex 1)
O=04=v5
b
R
1=
On démontre ce résultat par récurrence sur p 3 pour p =1 il est évident,
pour p =2 , on utilise le lemme 1.
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Soit b=kk :

Kk (Y i)

%{a. % T (i)Y i
0l S x (cp)mx(w)e-%mm)
cy2=0

Yy Ya

ZO Z: 1 23 (Y] x (1) O+ oy +op ) i
cy1= Q/2=

I

ka.ya .
o B%(e)Y] x (iw)Y %P |
=0

d'olr le résultat,

Si (5)! est vrai pour 1,...,p~1, on le démontre pour P en utilisant la for-
mule qui vient d'étre établie.

Si t
h = Z h,, avec e(hr) = t-r ,
=0
on a
01
CROEPEE o OF

Ltutilisation de ces deux résultats domme le lemme 2.
¥ =0 éSquivaut & H(x; grad o(x)) x Y2(x) = 0 .

Si H(x; grad ¢(x)) = 0 au voisinage de a , on peut satisfaire cette dquation
sans prendre Y° wulle. (En fait choisir ¢ de cette manidre n'est nécessaire
que si B et 1 sont amalytiques.)

On suppose que l'un des facteurs, qu'on notera K , de la décomposition (1)
posséde pour x = a un zéro réel simple non nmul qo. I1 existe alors une fonction
v 5 C au voisinage de a , et solution de K(x3 grad ¢(x)) = 0, avec
grad ¢(a) = o°.

- - Y ” - r - 4 ~ o
Avec ce choix de ¢ , la premieére équation est vérifiée sans hypothése sur Y .

IEME 3.~ Soit m = min{v_+r|Osrst}. Ona H(p) =0 gi o=m1, eot,

lm
et

P = {I’!\)r+r =m}, ona

B2 = O 2(@)Ee (@)

xR



10 J.C. De Paris, Prob. de Cauchy oscillatoire...

Preuve.~ Si o <m , en reprenant l'expression de %) donnée par le lem-
me 2, on voit que dans chacun des termes de la somme définissant 2% o) , on a

Si aucun des B4 (1=14i=s v'r) ntétait nul, on aurait v, = o~r , ce qui est
impossible 8i ¢ < m. Dlaprés le choix de o , ¥°(9) est nul. Ceci démontre

la premiére partie du lemme,

S5i g =m, le méme raisonnement montre que les seuls termes non nuls de la

somme sont ceux pour lesquels :

m=vr+r,avec BO=O! Bl=ooo=B\)r=1o

Soit ?(x) le vecteur de coordonnées locales 3

K
P(x) = & (x5 grad 9(x))
q
o
grad ¢(a) &tant un zéro simple de K(a3q) = 0, le vecteur P(a) est #07 ,
donc il reste non nul sur un voisinage de a (qu'on notera encore Q). ILe théo~
réme de Frobénius [5] permet de choisir les coordonnées locales dans ( de fagon
4 ce que B(x) = (1,0,.0.,0), et Lllexpression de 3 (¢) dans cette carte locale
est
o)
() =—5+8
dx
En général, si r_  est le plus petit élément de 8 , ona L, (asgrad o(a)) # O
et o

m=r s
J

By _ S O () O
}C(@)—g;o 5500 x s

avec & (x) non mul sur un voisinage de a (qu'on notera encore Q) .
)

Cependant il peut se produitre, pour certaines ¢ , que I (asgrad ¢(a)) = 0.
On fait alors une hypothése de régularité supplémentaire pou.ro % : on suppose
qutil existe ro(ip)é% tel que si re? et r < ro(ﬁP) , ona

L (x; grad $(x)) = 0 sur Q
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et

Lro\cp)(xz grad ¢(x)) # 0 sur Q.

3§ﬁn@@) est alors un opérateur différentiel dtordre u(p) = m—ro(@) .

t+m

Le premier FJ non identiquement nul est F_ et, en temant compte du

lemme 3

FP8(x) = ™) (Y°3(x) ,

Y° est donc détermind par ltintégration d'une équation différentielle lindaire
ordinaire, dlordre p(p) le long des bicaractéristiques des hypersurfaces carac-
téristiques d'équation ¢(x) = Cte. Si on suppose YO,...,Y'j_~1 connus et de
classe ¢© gur Q , on détermine Y3 en intégrant la méme équation différen-
tielle, au second membre prés, qui est cette fois une fonction co me et € sur
Q0 , mais pas nécessairement nulle (5). Ceci termine la démonstration du théo-
réme 1.

1,

Remorque.~ Si E et h sont analytiques (réels ou complexes), le théoréme 1
est encore valabdle y la phase et les coefficients de distorsion étant cette fois

analytiques sur un méme voisinage de a . Dans le cas complexe, l'hypothése qo

réel est évidemment inmutile.
On applique maintenant ce théoréme & la construction de solutions nulles pour h.

Soit E une variété analytique réelle et h wun opérateur différentiel analyti-
que sur E. Soit S une hypersurface analytique de E et ae€S, possédant un
voisinage V tel que S soit caractéristique en tout point de VNS. L'anneau
des séries entiéres convergentes étant factoriel, on a une décomposition de
H(x3q) amalogue & (1) et un facteur X de (1) tel que K(x; grad y(x)) =0 =i
x € V'NS [V! est un voisinage de a et ¢(x) = O une équation locale de S].

S est dite caractéristique régulidre [21] si le vecteur P(x) de coordonndes

locales

#(x) = 25 (x5 guad 4(x))

est différent de O pour x = a. Il existe alors ([6], [10]) une fonction ©

analytique au voisinage de a telle que

(5) Si w(p) =0 (cas de 1l'équation parabolique par exemple), on ne peut obte-

nir que 1l'onde asymptotique nulle.
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K(x3grad ©(x)) = 0 au voisinage de a ,
grad ¢(a) = grad y(a) ,
p(x) =0 si xeS .

Le théoréme 1 assure l'existence d'une onde asymptotique pour h , définie au
voisinage de a , de pmse ¢ , et dont les coefficients de distorsion Yj sont
cette fois amalytiques sur un méme voisinage de a . On montre, avec une condi-
tion supplémentaire sur h , que cette onde asymptotique permet de construire des
golutions mulles pour 1 (résultat bien commu quand S est caractéristique sim-
ple [10], [193, [17]). Clest la méthode de [17] que nous allons reprendre pour
une caractéristique multiple.

On suppose que 1 posséde une bonne décomposition par rapport a K
= miy = =
(v, =min{v, +x[0=zx= £})
et que
Lo(a; grad o(a)) £ 0 .

On a alors m = Yo et T, = 0, et les Y) sont des fonctions analytiques, déter-
mindes par l'intégration d'équations différentielles d'ordre v le long des bi-
caractéristiques des hypersurfaces caractéristiques d'équations ° = Cte. [si

les coordonnées locales sont telles que ¢(x) = xo.}

Soit g 1la série formelle & (n+2) variables (x°,%2 ;eee,X ,2) :

j+t-v°

e(x,2) = 0 Y(x) x

— ~ :
3=0 J+t—vo

et T 1lopérateur différentiel de (n+2) variadbles :

t-r
%‘(X’Z’aax ’ Bz) Z * (9)(3(9 '5;) . t-—ruz % (CP) X’BX) 35 5T *

I‘—\)

Un théoréme de [10] assure lfexistence et l'unicité de la solution amalytique
de 1'quation n(Y) =0 , avec v, domnées de Cauchy sur x° =0, gﬁ(x',z)
(0su<v), et t-v  domées de Cauchy sur z = 0 (qu'on prend nulles),
quand les domnées sont compatibles sur x° =z = 0. Ll'unicité de la solution
série formelle & un tel probléme résulte d'un théorime de [7].

On prend

J+t=v
%<x',z>- gu<x'>x( y

‘t-\)
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ce qui assure la compatibilité sur x° = z = O. Si les Y9 sont telles que

J0.x1) = a9(xt -
S Y(0,x') = gu(x ) pour tout j= 0 et O0=u< Vg e
(On peut imposer ces conditions de Cauchy puisque Y9 est déterminé par 1tinté-

gration d'une équation différentielle d'ordre v, en j-c;-), alors g est une
ox
solution formelle du probléme précédent ; elle est donc analytique au voisimage de

1lorigine.
Si on prend les fonctions fj définies dans [17] :

J+to
fa(g)r.é-;—m pour & >0 et fj(§)=0 si g=0

(avec p , nombre entier domné, strictement positif), l'onde asymptotique

y:z YJX(fpop)

3=0

définit une fonetion Y(x) , avec

® oy t+Jj+o o
X pour x = 0
y(x) = >~ YJ(X) X %‘t—l'j‘i'psg

3=0
et
Y(x) = O pour ¥=0.

T1 résulte de 1'étude précédente que Y est analytique pour x°>0 s pour
x° <0 , et que sur le voisinage de l'origine ol elle est définie, elle est de

THp=1
classe C7 .
Ceci agsure bien l'existence dtune solution nmulle, et termine la démonstration

de la proposition 2.

3, PROBIEIE DE CAUCHY OSCILLATOIRE.

Soit O une hypersurface contenant le point a , d'équation locale =0

au voisinage de a , vy une fonction € de restriction { & Q5 on suppose
grad §(a) # 0 . On se domme +t développements formels :

[ee]

0=g<t: ga(x') = Z "Oj(X') X fj_a(*#ex'))

J:

Résoudre le probléme de Cauchy oscillatoire, clest trouver un développement for-

mel y , somme d'ondes asymptotiques pour h , tel que chaque pie.se soit carac—
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téristique et vérifie ¢(0,x') = y(x!), et tel que
a(o)ay(o,x') = 8&(X') pour 0=y <t .,

On suppose que la forme tangente en a & Q est une direction d'hyperbolicité
stricte pour

o

J H (asq) .

P(asq) = s

s

Si 7, est le degré de H et T celui de P, 1'équation P(asp .grad y(a))
posséde T racines réelles distinctes pﬁ(a) . On construit comme dans [22] ,

7 fonctions @ﬂ (1=2= T) telles que pour chaque 4 , il existe un s unique
pour lequel
Hs(x;grad ¢£(x)) =0 .
On a de plus
A $£ V)
@ (0,x') = ¢(x') et grad ¢ (a) = (p (a), grad y(a)) .
On a de cette fagon toutes les fonctions caractéristiques ¢ telles que
0(0,xf) = 4(x*') .

Si chaque @E vérifie la condition de régularité mise en évidence dans le pa-
ragraphe 2, le théoréme 1 assure pour chaque 4 l'existence d'une onde asympto-
tique

N
y, =0 Y x (£ 0.
4 ot A J

J_—

Les Y? sont déterminés par 1llintégration d!'équations différentielles linéaires
dtordre Nu le long des bicaractéristiques des hypersurfaces d'équations
¥ (x) = Cte.

my
Q ntest pas caractéristique en a pour pd (¢ ) , donc si on se donne pour

tout j= -t @

J 1 =
a(O)u.Yz(O’X ) pour O =u< by s
1'onde asymptotique y, est déterminée de facgon unique.

On chercihe la solution du probléme de Cauchy oscillatoire sous la forme
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Il ne reste donc plus qu'a étudier de quelle maniére la domnée des g (x') dé-
Q o
termine les a(O)uyg(o,x'). Pour cela on va calculer formellement les
a(o)o,y(o’xt) et les identifier aux g (x') .

]'_EI@:E[}_.—& Y=ZYJX(fj°Qp)’ on a
i<z

S gl
a(o)a Y = g?z FC:' X (fJ__Q/ ° QP) ’
avec
o a o o
Moy ¢ G o)?E 5 v, ik Yo7k
@ o Ao 9(0)x osudesy ¢ 2(0)u

ou les FZ’K gont des fonctions connues, indépendantes de j .

On montre ce lerme par récurrence sur « . Pour w = 0, il est évident. 8Si on

le suppose vrai pour O ceesey 5 On &

En dérivant par rapport a xo, on trouve
oo J J-1
P g = (3 ,2) x F& + 3 FT .

On montre alors en utilisant l'hypothése de récurrence que F§+1 a la forme
amoncée dans le lerme 4 .

Itidentification des a(o)ay(O,x!) avec les g&(x') donne, avec des notations
évidentes, pour j = -t, et 0=a <t s

?l . .
o ng z(osx') = bg(xt)
2=1 !

(en convenant que bg =0 si j<O0).
On note A% cette équation et Ad le gysteme des t équations Ad pouxr
o o
& = Oy40s,t=1s On se propose de résoudre successivement les différents systémes

A .

La valeur de Fg P et 1'ordre des équations qui déterminent les YE nous inci-
9

tent & prendre comme incommes pour le systeéme /9, les fonctions

IA
=
HA
-1

5(O)u¥§-u(0,x') pour O =u<u, et 1

Oh note JY 1lensemble de ces inconmues.
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Notations :

- <
e P
k 5 =
C“=0 si k>y et Z =0 si p>qy <
M(x1) =267 (0,x1) et E(xt) = £(0,x!) .
Avec ces conventions Aj gtéerit g 3
(el ’
-1
) GOk S i _ o .
> 2 % ©Oxs "% o
l@:‘l k=0 v
avec
ke =Y
i3 K,y 41O~k j=k w, J=k
RIS I A ORI DI S

g2 k=,
£

. - ."1 e . ’
51 on suppose les inconmues de [J K ,...,ﬂJ déterminées, on montre que les
dg sont des fonctions connues.

1A
I~
N
~

En effet, une fonction a(o)uyg"k pour O

= t-1 est une inconnue du sys—
‘teme (f@J-(kFu> et ona k-u=1

. Si k = P"ﬂ/ 9 Cl’ﬂq_ue
J=k
a(O)u.Yz

pour u <, est connue pour la méme raison (k=u = 1), donc on a pu intégrer

z . s ’ . “"‘k . . .
1téquation qui détermine Yf et cette fonction est connue, ainsi que toutes
X
ses dérivées,

Le lemme suivant précise le nombre d'éléments de J 9 ,

IFME 5.~ Le nombre t! des inconnues est inférieur ou dgnl & + 3 ona t' =%

8i et geulement si h possede une bonne décomposition par_rapport a chaque HS .

A chaque Hé sont assocides Ts fonctions wz et pour chacun de ces 4 , on a

donc

T
tt = S m ;gzif To, =% .
RN
Ona +=1' si et seulement si pour tout 4 , Hy =0y clest-a~dire si n
posséde une bonne décomposition par rapport a craque H, et si ro(Qz) = 0 pour

tout £ . Cette derniére condition est nécessairement vérifide si P(azq) est
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strictement hyperbolique car grad qf’(a) est, pour tout £ , =zéro simple de
P(agq) =

Ona done t=t' si et seulement si h posséde une bonne décomposition par
rapport a chaque Hs .

Lo systéme A est done rectangulaire et le nambre des inconmues est inférigur
ou égal au nombre des équations,

IEMME 6.~ Le déterminant des +! premiéres équations est différent de O au
yoiginage de a .

On suppose les £ ordomnés de fagon & ce que ’ soit une fonction décroissan~
te de 4 , et onnote 7' (Tt =17) le nombre de p, #£ 0. Le détermimant est
formé de T! tranches verb:.c?les de méme nature. la Liéme tranche se compose
de yu, colonnes cj&,...,cﬂJz ot le terme de rang (o+1) (0= o = t*=1) de 1a
k1M lome de 1a 413We tranche est Ck()\Je )o:-k.

N
Dae |,..C ()1 ) e k... ...Ck(xf')“'k... i(x"')“’k.. |, Oso=tt-1
o
Oske<juy Osk<p, Oske<y,,
— i — o/
1=4=T1?

On note D(Al,...,x T ee ool ) s ce déterminant. On va montrer par réour-
rence sur T! que ce deteminant est différent de zéro. Si ' =1, ( ) la ma-
trice associde est triangulaire inférieure, et tous les termes de la diagonale
principale valent 1 , donc co déterminant vaut 1 .

On montre maintemant que

_ .t
DO yeee ™ Sy seeensy) -TT(AMI) D2 ee AT Sy peeesiig)

les )\‘q‘ étant deux & deux différents en a , donc au voisinage de a ;, D se-
ra bien différent de zéro au voisinage de a .

On retranche de chaque ligne (sauf de la premidre), la ligne précédente multi-
plide par ' (en commencant par la derniére). Le terme de rang (o+1) de la
kxitme granche de la 21i%Me colomme du déterminant aingi transformé est (pour o=1):.

R o SRR L I

6
) «+v=0 correspond au cas ol toutes les ondes asymptotiques sont mulles, et
dans ce cas il n'y a pas de solution, sauf si tous les ga sont nuls,
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En particulier la premidre colomne du détermimant a tous ses termes nuls sauf
le premier qui vaut 1. On développe D par rapport & la premiére colonne, on
obtient alors un détermirant & (t!'-1) lignes et (t'-1) colonnes, égal & D.
On va montrer qu'a un facteur multiplicatif non mul prés, on peut le mettre sous

une forme semblable & celle de D ,
i |
o - i o
D= |eeuCE 1(>x1 )e k---} !-H(Clofk'@-cg_ﬂl)(xz)a k=1, S 1sq=t1-1
! i
1=2k< ’ 0=k«
“ Ha g “'ﬁ /')

1=g4=1

." - - by
On remargue que Cg = C§_1 + 02_1 (méme si k= ¢) , donc dans la premidre

tranche (g =1), ona

(€ - ok )0 = i)

Considérons mointenant la 2ifme (g = 2) tranche. On peut mettre ()\ﬁ‘-)\l) en
facteur dans la premidére colonne puisque le terme général de cette colomne est
()04 )O""J‘ . Aprés cette mise en facteur, on retranche la premidre colonne de

v

la seconde dont le terme général devient

E_ 1 £ >\—-2
¢ (Far)()
Apres un nombre fini de telles opérations, dans chaque tranche, on trouve
! ™ 2 By T!
D()\l ,-oo,)LT 3}_&1 ,cco,p.,‘r,) =TT (7\ "‘)\1) D()\lyoo.,)\ 3“1—19“3 ’...,uT')
2=2
et aprés ., transformations de cette sorte, on a
TS
t —— 2 u‘luf’ T'
D()\l,..‘,)\T ﬂ‘ll ,..ng,’r') =£"l ()\ -‘A_l) D()\,E,..QQA. ;'ng..o,p;.r')
et fimalement

! ' jigMit
DO\-I geee J\T SHh vOO-’}J:,rg) = W ()\3-7\ ) J R
1=i<j=sT!

D est donc différent de zéro au voisinage de a .
Le systéme A posséde donc une solution et une seule si les dJ (et par
conséquent les 1 3) ont une valeur imposée pour t!'s o <t .
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I1 reste a résoudre At pour amorcer la récurrence, Les Yg pour j< -t ,
sont muls par hypotheése, et les b;t sont nuls, donc la seule solution clest

Y—t(o ,X' ) =

Les premicéres inconnues non nulles s'obtiennent en résolvant le systéme 3%0.
Le premier Y? non nul est donc Y;“ﬁ+1 , et

:Yi ‘x(foz).

= —-pﬂ+1
I1 résulte du lemme 5 et du calcul précédent qu'on a une solution et une seule

quelles que soient les données si et seulement si h posséde une bonne décomposi-
tion par rapport & chaque HS o Ceci termine bien la démonstration du théoréme 2,

Remarque 1.~ Si on suppose seulement h décomposable par rapport & chaque Hs
et si on ntadmet pour solution au probléme de Cauchy oscillatoire qutune somme
d'ondes asymptotiques pouvant étre obtermues par le théoréme 1, et assocides a des
phases @z telles que les grad @4(a) soient des zéros réels, digtincts, non
mils de P(ajq) = O, on constate qu'une C.N.S., pour quton ait une solution et
une seule quelles que soient les domnées de Cauchy sur Q, est que la forme tan-
gente en a & Q soit une direction d'hyperbolicité stricte pour P(a3q) et que
h possede une bonne décomposition par rapport a chaque Hé .

Remargue 2.~ Si E et h sont réels (C° ou amlytiques), ousi E et h
sont complexes (holomorphes), et si on veut étudier le probléme de Cauchy oscil-
latoire avec des domnées de phase | fixée, il cuffit de supposer que l'équation e

en po
P(asp, » grad y(a)) =

posséde T racines distinctes (réelles quand E et h sont réels) ; les conclu-
sions du théoréme 2 restent valables. Vouloir réaliser, dans le cas réel, cette
condition pour toutes les fonctions §, revient & supposer l'hyperbolicité stricte
de P(agq) par rapport & la forme tangente en a 3 Q . Dans le cas complexe,

Y

cette condition est éviderment impossible & réaliser pour toute fonction ¢ .

4. OPERATHUR BIEN DECOMPOSABIE.

Le théoreéme 2 met en évidence la notion de bonne décomposition ; un opérateur
peut &tre décomposé de plusieurs mnidres. Ia proposition 3 assure 1l'invariance

de la notion de bonne décomposition.

Supposons que h posséde une bonne décomposition par rapport a un facteur K
de (1) : on peut écrire
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Vo v )
ho=gg(k) "+ ()4 g () 7,
4- -
avec pour tout T , vré VT e
In modifiant éventuellement les £, s ona
-1

\)o \)o—l \)O
h = go(k) + 4y (k) teset zr(k) +teoet z\)o .

Soit

& 3
n=y 7@® %

=0

une seconde décomposition de h : on va montrer que pour tout r =t ,

Y =93 =-r = -1
\)r_\)or \)o .

na J =v, car clest la multiplicité de K dans la décomposition (1), donc
pour r = 0, le résultat est vrai. Supposons-le vrai pour O,..e,r-1 et démon~
trons le pour T. (Si x=v_, oc'est évident) Bn modifiant éventuellement les

z i 1tinypotheése de récurrence permet d'écrire

\)o \)o-r+1 . T)r
ht:r’co(k) +Teost ZI""'] (E) + )Zr(E) .
On a donc
Y L V=0 [gf? V=P
o ray T _ 1 ° - o
T T e ( ZO () ) ( BEAC :

g, est un opérateur différentiel d'ordre (t=r). On va prouver qu'il existe un
. ,\Voof | . ~
opérateur v, tel que &, .~ \/r(K) : on aura bien Y,z v -r .

IEME 7.~ Soit 0(k) Lllordre de k et ng =a0(k) - (@) « Si p=o, il

——

existe un opérateur différentiel x‘g tel que

1\.’0 ~ )\C! K’B L 3
n B

B
Preuve :

a ~
o (BB =S P (k) .
=0 1T, *

IP est un ensemble comm dlindices et Hi(ﬁ,k-'ic') un produit, dans un ordre
quelconque de p opérateurs k& et de (o~p) opérateurs k-k
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o(I1,) = po(x) + (a=p)(8(k)-1) = « 8(k) - (o-D)
[car k~k est dlordre inférieur ou égal & o(k)-1 J.

Si p<B et ieIP ; ona

1, (k,kk) ~O0,
"

Si p=zp et ieIp , 1l existe un opérateur différentiel m; tel que
o, (%,kEk) ~m x (B)P .
1 vy 4

n

B
On a, en effet,

-~ |
I, =px ()P avec 0= gt =p .

Si p'=z=p , clest terminé, sinon, on éerit u =a kb avec b ne contenant
plus de facteur % . On note [k,b] = kb - bk (crochet des deux opérateurs), et
on a

M, = ab(®)P 4+ al%,0] x (®)°

~ Q!
Si p'+1 <3 , on recommence la méme opération avec ab(k)B +1. On écrit fina-
lement

B3
I, = px(R)® + Z ui (k) (B* =8, <8) ,
i R Jd J
Jed
B.
wj*(’f:) J est un opérateur différentiel dlordre o8(k) ~ (w=p) - 1 contenant
(p~1) facteurs % , dont B; = 8! en facteur a dr01te. Si p= (g+1) , on re-
commence la méme transwrmtlo'q avec chaque pﬁ" (k) J .+ Aprés un nombre fini de

telles opérations on obtient bien le résultat annonce pour Hi sy dlou le lemme 7.

5. 0s=p=1r, ona
VP
RN, S N Nk
(o] P \)
n -1
Yo
et par conséquent

v,—P VP

¢ k© ~ 4N (k) Vo~

P t-r P VoF

et

\

X
gI'N' p\)-r-L'q'()r—p) (k)o .

- p=
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Ceci termine la démonstration de la proposition 3.

On démontre maintenant le théoréme 3 qui caractérise les opérateurs possédant
une bonne décomposition par rapport a chague HS . (On dit qutun tel opérateur est
bien décomposable.)

Si h est bien décomposable, on montre qu'il existe des opérateurs différentiels

h, (1=8=0) et g, (0=sr=1), telsque, pour O=r=t
T [g=p 1+
- g
h ~ Z £ hloé' p]+ XesoX ho-
t=r p=0 P
+ [O'i -r]+
(en particulier,si on fait T =t , onvoitque h=) 4h XeooX Blag-r]
g g

r=0
On montre ce résultat par récurrence sur r .
Pour r = 0, on prend Ly = 1 et hs un opérateur différentiel de symbole
principal Hs y on a
o
[ s
h’%’hlq')(oonx -l’ls N

Si on suppose le résultat vrai pour O,.es,r=1 , il existe des opérateurs

zo,...,zr_1 tels gque

r=1 [ =pl+ (o =0T+
[0
h ~ E JA hl XeoeoeX hU .
tex+1 p=0 P
Soit
1 [ =p]+
fz [og =pJ+ L C
= D - XX ’
Ap =2 C_, zphl XesoX no g

ctest un opérateur différentiel dtordre t~r., On va montrer que son symbole prin-

cipal est divisible par
(g =rJ+ [og-r]+
I'a XeoeX HG

pour x domné les Hg(x;q) étant premiers entre eux, il suffira que Ar soit
divisible par [“s“r]+

Hs pour tout s .

HA

Si r= a clest évident, sinon, soit pour 0 = p = r-1

(o ~pd+ (ag=p 1+

h = be seeX N .
P 'ep.)l X X o
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On pose
b= 11[C~’8+1-P]+ XeooeX h[ac—p}+ (b=1 8i 8 =g0g)
84‘1 LR N ] O_ °
On a
(cxs-.o)< Gg—P o ( )(ozs—p-p)
n X 0= b (h
<] ;—_O CYS-P P's ’
avec bO = b,.-o,bp = [hs,bp_.l], XX
On a donc
& -n - 4
| log =03+ (o, _4=p3+ (o _~p-p)
n = Cp hl XeooX h 8= X b X h S
o : ozs-P s=1 P s
[og =01+ (o, =P T+ (¢ ~p=D)
by XeseX hs_1 X bp X hs est d'ordre t-p-p et par conséquent :
‘ 0 (o ~p ]+ [og_q=p1+ (@ =p-p)
i’lo ~ CCl -0 }a XeooeX hS"'1 X b X hS °
Y o te=rp=0 8 P
On a donc un opérateur différentiel P tel que
=1 - - . -
& Loy =0T+ ,,1[% ok h(ozs r)
ﬁ/p ﬂl XeaeX -10. X s .

Par hypotheése h posséde une bonne décomposition par rapport a HS s il existe
donc un opérateux I tel que

et par conséquent (o

[o Phal
AL est done divisible par HSS 5 ce résultat étant vrai pour tout s , ona

Log =r]+ [og-r]+

=L seo H .
A, W Xeosx H_

8i 1, est wa opérateur différentiel de symbole principal L, (7), on a

o

(7) Lr(xgq) est mnifestement C° en x , puisque TTHS(xgq) n'est le poly-
2~ 3 . S=1

ndéme mul pour aucun x d'un voisinage de a .
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, z (o =P 3+ [%-pd+
1~ Z f’phl XaeooX 110 .

Réciproquement des calculs analogues & ceux qui viennent d'étre faits montrent
que si

Q;l (o =TT+ (o ~r]+
h= LJ Jarhl XeoaX hG N
=0

avec pour tout r =+ ,

i Log =p I+ (o= I+
n o~

2 bl XeseX 1 ’
t~xr p=0 P c

alors h posséde une home décomposition par rapport & chaque Hg sy cCe qui termi-
ne la démonstration du théoréme 3.

Remarque 1.~ Bn coefficients constants, le théoreme 3 est banal & cause de la
commitativité de la composition des opérateurs.

Remarque 2.~ Il résulte de la proposition 3 qu'on peut choisir les L, et les
hs arbitrairement (& condition qu'ils aient un symbole principal imposé) .

Remarque 3.~ En deux variables, un opérateur bien décomposable vérifie les condi-
tions dites de Ievi-Iax ([14], [11]). Ceci sera précisé davantage & la fin du
paragraphe 5.

5. LIEN AVEC LYHYPERBOLICITEE DANS IE CAS DES COEFFICIENTS CONSTANTS.

Si h est un opérateur différentiel a coefficients constants sur E = Bn+1, on

démontre en utilisant des résultats de [3] que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

g
(A) h est bien décomposable et P(q) =7 Hs(q) est strictement hyperbolique.

(C) n est hyperbolique et la multiplicité de H sur V(P)* est localement
constante.

Si A est un polynéme de (n+1) variables, & coefficients réels, on note V(&)
1llengsenble des zéros réels de A , et T, la fonction multiplicité qui a
qun+1 associe le nombre entier ;A(g) y ordre de multiplicité de & pour le po-
1lyndme A[rA(g) =0 gi géV(a)] .

On note

v(a)* = V(s) - {0} .
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On dit que la rmltiplicité de H sur V(P)* est localement constante si pour
tout £%V(P)* , il existe un voisinage ¥ de E° dans .
constante sur v N V(P)*,

tel que rH soit

On dénontre dans [3] que la proposition (C) équivaut a

(B) 1° H est ayperbolique et la mulsiplicité de H sur V(P)* est localement
constante §

2° tout point §€Bn+1

de multiplicité =z (g) sur H est de multiplicité
*
rk(i) = [rH(g)-k}+ sur H( )(k). (0n note H*)k 14 partie homogeéne d'ordre

t-k de h.)
Tl suffira donc de prouver que (&) et (B) sont équivalentes.
On démontre dtabord que (A) entraine (B).

Lthyperbolicité stricte de P implique évidemment 1l'hyperbolicité de H ., D!'au-
tre part, si £eV(P)¥, il est zéro simple d'un seul polyndme H, et il existe

- 0 n+1
un voisimage ¥ de € dans R

o
tel que rH(g) = rH(g ) = @, pour tout
£ ¢ VN V(P)*, Il reste & prouver B (2°).

1,

. Par hypothése h est bien décomposable y on utilise alors le théoréme 3 en pre-
nant les opérateurs ﬂ’r et hS homogenes, ce qui est possible puisqu'on esgt en
coefficients constants.

On a donc
~k] (o ~k]+
() _ g T o
si % V(H)*, il est zéro simple d'un seul H  donc rH(go) = o, + Ona done

z, (€°) = (o k], = [r(g°)-k], -

si £°=0, le résultat est banal car 1) oot homogene de degré t-k .
Montrons que (B) = (&) .

Lthypervolicité de H entraine celle de P , Montrons que 1l'hypothése de multi-
plicité localement constante de H sur V(P)* entraine l'hyperbolicité stricte
de P.

On montre ([22], p. 36) que si (H'i)1§i§n est tel que l'équation en p_ ,
P(p,,H;) = 0, posséde une racine double, dans tout voisinage de (I;) (dans Rr"),
il existe (Pi) tel que 1'équation en D , P(po,pi) = 0 , ne posséde que des
racines simples. L'iypervolicité de P par rapport a la direction (1,0,...,0),

et la continmuité par rapport a (Pi) des racines pﬁ(pi) de P(po,pi) =0 en-
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traine que l'ensemble des zéros simples de P est dense dans V(P)* (muni de 1a

topologie induite par Rﬂ+1). Si la multiplicité de H sur V(P)* est locale-
" ment constante, tout zéro réel non nul de P a pour multiplicité 1 : en effet,
stil existait £°¢ V(P)* tel que 1(g°) = 2 , dans tout voisinage de £°, on
pourrait trouver E tel que rP(g) =1 et la multiplicité de H sur V(P)* ne
serait pas localement constante.

On sait [3] que si P est hyperbolique par rapport & la direction (1,0,...,0),
la multiplicité dtun zéro go de P est édgale & la multiplicité de gg en tant
que racine que l'équation en P, » P(po,gz) =0, P est donc strictement hyper-
bolique par rapport & (1,0,ee.,0)

Montrons pour terminer que h est bien décomposable. Il suffira pour cela que
chaque H(*)k soit divisible par Hgoé-k}+ pour tout s . Si k= o clest
évident y supposons k < oy e

On considére HS et H(%)(k) come des polyndmes en P, » a coefficients dans
1tanneau des polyndmes & n variables B[;h,...,p ] « L'hyperbolicité de H,
par rapport a la direction (1 s0,e00,0) entraine que H  est de degré . en

8’
p. et le coefficient de (p ) S est un nombre réel non nul (H (1,0,.44,0)) donc

o
un élénent inversible de B[;&,..-,P ] On peut donc [23] faire la division eu-
clidienne (dans R[H ,;oo,p :H:P ]) de H )(k) par HS :

H(w)k(Po’pi) = Q(po’pi) X Hé(po’pi) * R(I)O’pi) ’

avec Q(po,pi) et R(Po’Pi) appartenant a B[po,pi] .(8).

B(2°) et k< % entraine que tout zéro réel de HS est un zéro de H(*)k .
Si (p ) ¢ R~ {0} , 1thyperbolicité stricte de H,  entraine que 1'équation en
P, » (po,p ) =0 posséde Ty, racines réelles dlstlnctes v, (p ) (1sg=s1 )
On a donc R[p (p ), (p )] =0 pour 1=gs7,, et R(po,pl) est de degré
strictement inférieur & 7y en p, . Ceci impligue R(po,pi) =0, le rii§itat
gtétend par contimuité pour (pi) = 0, et par conséquent H_ divise H .
On a donc oS
a(*)E M x (1) k
(avec I non divisible par H)) . Si o) &tait strictement inférieur a
(as—k) , le raisomnement précédent entrainerait que Nz est divisible par HS ,
ce qui est faux, donc ai z as-k .

*
Les HS étant premiers entre eux deux 3 deux H( )k est divisible par

(8) i est un indice latin qui varie entre 1 et n ,
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[0y -kJs [o_k],
K Xeoox Hj ’

et par conséquent ll'opérateur nh est bien décompossble.

Rerarque 1.- 5i E est une variété différentiable C° de dimension 2, on nontre
dans [113, [14] que, si H(xs3q) est hyperbolique & rultiplicité constante en x
au voisinage de a , une condition nécessaire et suffisante pour que le problénme
de Cauchy soit dien posé par rapport a une yypersurface Q passant par a est
que H(ajq) soit nayperbolique par rapport & la forme tangente en a a Q , et que
h soit bien décomposable au voisinage de a. En deux variables H(ajq) hyperbo-
lique équivaut & P(aj3q) strictement hyperbolique [1'hypothése de multiplicité
localement constante en a de H sur V(P)* est nécessairement vérifide]. On a

1téquivalence entre les trois propositions suivantes :

1° H(aga) hypervolique par rapport a la forme tangente en a a Q et h bien
déconposable.

2° Le problime de Cauchy avec donndes sur @ est bien posé dans C° ,

3° Le problime de Cauchy oscillatoire avec données sur Q posséde une solution

et une seule quelles que soient les données.

Il résulte du théoréme 4 que si les coefficients sont constants (E =B®) , ces

trois propositions sont encore équivalentes a

4° h est hyperbolique par rapport & la forme tangente en a a Q .
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Pal’tie Bo

1, INTRODUCTION,- Soit E une variété amalytique réelle ou conmplexe de dimen-
sion (n+1) , 1 un opérateur différentiel sur E dlordre t & coefficients

analytiques, et a un point de E ou h est dlordre +.

Soient & et vy deux fonctions amlytiques au voisinage de a , nulles en a
et telles que grad &(a) et grad v(a) soient deux vecteurs lindairement indé-
pendants de T (on note T* 1lespace cotangent en x a E). On note Q
(resp. S) 1thypersurface d'équation locale &(x) = 0 (resp. ¥(x) = 0) et
T=QN S, On note Sz (1 =4 =1) les uypersurfaces caractéristiques issues
de T .

On étudie un provléme de Cauchy, non caractérigtique, au voisinage de a . Le
second menbre est "régulier" sauf sur £Q1Sz ou il possede des singularités de
type domné (qui dépendent de la forme d'onde [9] choisie) ; les données de Cauchy
sont "réguliéres" sur Q~T et présentent sur T des singularités analogues a
celles du second nembre : on nontre alors,si n est bien décomposable ([3], [4]),
qutil existe une solution et une seule, "régulieére" sauf sur EQ Sz ou elle pré-

sente des singularités du méme type que celles des données.

On vérifie bien, dans ce cas particulier, le principe général énoncé par J. leray
dans [7] ¢ < Les singularités de la solution appartiennent aux caractéristiques

issues des singularités des données >.

Cette étude se fait classiquement en deux temps ([93, [5], (6], [15]) : dtabord
la construction dlune solution formelle utilisant la techmique des développements
asymptotiques ([1731, [9], [8], [1], [10]), puis la dénonstration de la convergence

des développements obtenus.

On a nontré dans [3] et [4] 1llexistence d'une solution formelle au probléme posés

il reste donc a prouver la convergence.

Dens (9], D. Iudwig étudie un méme provliéme pour un systéne de type (H), qu'on
gait maintenant [10] &tre fortement hyperbolique (ce qui, dans le cas d'un opé-
rateur scalaire, implique que toutes les caractéristiques soient simples), et mon-
tre la convergence (quand le systéme est du premier ordre) en se ramenant a un
probléme de Cauchy caractéristique, et en utilisant la méthode des majorantes.
Dans [5], Y. Hamada étudie un probléme analogue pour un opérateur scalaire a
caractéristiques simples, et dans [6] il prolonge ses résultats au cas ou les
caractéristiques sont au plus doubles, pour un opérateur bien décomposable [3].

Sa démonstration de l'existence d'une solution formelle, pour des caractéristiques



30 J«C. De Paris, Prob. de Cauchy oscillatoire...

au plus doubles, est un cas particulier de [2], [3], [4] ou on envisage le cas des
caractéristiques de multiplicités quelconques (mais constantes). Il montre la con-
vergence en utilisant des techniques de calcul dues & S, Mizohata. Dans [14] et
[15] C. Vagscial étudie un probléme du méme type, avec des singularités de forme
plus générale, pour un systéme dont toutes les caractéristiques sont simples j il
montre la convergence en utilisant la méthode classique des majorantes, améliorée
par € ltintroduction de nouvelles fonctions majorantes particuliérement commodes
pour ce type de problime » [157.

Notre étude se¢ fait dans le cas d'un opérateur scalaire, & caractéristiques de
miltiplicités quelconques, mais bien décomposable. (On suppose toujours les mlti-
plicités constantes). On montre la convergence des développements obtenus dans la
partie A  en adaptant les calculs de [14], [15] au cas des caractéristiques multi-
ples. On généralise ainsi un théoréme de [9], et on étend aux caractéristiques de
mltiplicités quelconques les résultats de [5], [6] et [15].

Tes résultats démontrds ici ont &té annoncés dans [13].
Les notations utilisées sont celles de [3] et [4].

Je remercie vivement J, Vaillant de ses encouragenments qui m'ont été trés précieux.

2. RAPPELS BT COMPLEIENTS SUR L'EXISTENCE DE IA SOLUTION FORMELIE,

Soit H(x3q) le symbole principal de h 3 pour x donné dans E , clest une
application polynomiale homogéne de degré + , ou nulle, h étant dlordre +t en
a , H(x;q) oot do degré t au voisinage de a , et ses coefficients sont des
séries entitres convergentes au voisinage de a . Ltanneau des séries entiéres
convergentes est un anneau factoriel, et un anneau de polyndmes sur un anneau fac-
toriel étant factoriel, il existe un voisinage V de a , et des applications
irréductibles Hé(x;q) (1) (1 = s =0}, polynomiales en q , homogenes de degré
Ty s Pour x domné dans V , & coefficients amalytiques en x sur V , et des
entiers oy > 0 tels gque pour tout =xcV et tout qu§ , on ait

g

(1) H(xsq) = 11 [H (x:q)]as .

g=1

bt

On sait [11] que les HS sont des invariants.

(1) Irréductibles dans llamneau des polyndmes & n+1 variables sur ll'amneau des sé-
ries entitres convergentes, ce qui n'implique évidemment pas que pour x donné,
Hh(x;q) goit un polyndéme irréductible.
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On suppose que 1l'équation en A

o}

() "—: B (as) grad 3(a) + grad y(a)) = O
S=

possedde T = Ef: Tg racines distinctes. (On impose & ces racines d!'&tre rdelles
quand E estsiéelle.) Dans le cas réel et quand toutes les multiplicités valent
un, on dit dans [16], si la condition précédente est réalisée, que h est "régu—

lierement Iiyperbolique par rapport a Q et S ".
h posséde une décomposition [4] par rapport & chaque Hs .

On suppose en fait que h est bien décomposable, donc (2) il existe des opéra-
teurs différentiels h (1 = 8 =0) de symbole principal Hs(x;q) , et des opé-
rateurs 4., (1=r=1%) (avec 4, = 1) définis sur une sous-variété ouverte

Q de B, contenant a , tels que

(o =rls [Cfc-l‘h
(3) h = L, X by XeoeX B
Ir=
(@], =« 8i @z=0 et =0 si o =0) avec, pour tout =
. [O‘l "plg- [O"o-p ]+
h - f, X .Ol XeeoX ho-
p=0 P

dtordre +t=-r-1 au plus.

Itaypothese (2) permet de construire, comme dans [10], T fonctions caractéris-

tiques @ﬁ telles que ©”(x) = v(x) si xQ . Si on note M o(1=4s71) les

racines de 1!'équation (2), @z est caractérisée par

grad @z(a) = grad 8(a) + grad via) .
On a aingi toutes les solutions de 1'équation caractéristique qui coincident avec

v sur O , et on peut remarquer que la condition précédente implique que Q

nlest pas caractéristique en a . Les hypersurfaces SL, d'équation locale

@L(x) = 0, sont les caractéristiques issues de T.

PROPOSITION I,- Soit B une variété amalytique réelle (respectivement complexe)

de dimension (n+1), 1 wun opérateur différentiel rdel (respectivement complexe)

dlordre + , a coefficients analytiques, et a un point de E ou 1 esgt
dtordre +t.

o Rt
(°) 1a condition (2) implique que les H_(x3q) sont premiers entre eux deux &
geufhgn tout point x d'un voisinnge doiné de a . On applique alors un théoréme
e [4].
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Soient & et v deux fonctions amalytiques, mulles en a , et telles que
grad o(a) et grad v(a) soient lindairement indépendants dans T .

Soit fj une suite telle gue pour tout Jj<Z , f; = fj_1 .

Si on suppose que h est bien décomposable, et gue 1'éguation en A

T'1]' H (a3 1 grad 3(a) + grad v(a)) =

possede T racines réelles (xresgpectivement complexes) distinctes, alorg il existe
une solution formelle unidque

T .
¥ =Z \L_) Yj X (fj ° “992)
£=1 j=1-u
4
de Wly) =v= §i: v, avec v, 2# v X (f 0 ¢£)
2=1 J=

. o
telle que, de plus (si les coordonndes locales sont telles que a(x) = x , et

que a = (0,40050) ), o0 ait, pour 0= <t

@©

3oy ¥(0rx1) =2 ") x (£, 4 o $)1)

3=0

on note x!' = (&,.00,x) , y lo restrictionde ¥ A Q3 b, est éel’d llun
des nombres o (avec s tel que Hs(a ; grad ¢*(2)) = 0 ).
Leg vg gont analytiques sur un néme voiginage de a , el les bi sur un méne
voisinage de a dans Q .
On cherche dtabord une solution de u(y,) = v, Avec le choix qu'on a fait
X

pour v ceci conduit & des calculs identiques & ceux de [3] et [4]. On cher—

ﬁ 9
che yz sous la forme

On a

© t
h(yﬁ) = i 1(Y X (f o ot )) = Z Z Qﬁr(cpz)[‘fal X (f 0 cpz)

J=1"H£ y—‘i—u r=0

@z est telle que
-1
BOG") =B () = wan T (A L g
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Y
&4 (cp‘e ) est un opérateur différentiel d'ordre u , Pour lequel Q nlest pas

caractéristique en a (on a montré ces résultats dans [4]).

Par conséquent

H(J ) = Z i & (coz)[YJ] X (’J b © o) .

J= '“z T=,

Si on pose k = j+r , on trouve

Wy,) = 0 Zk I X (g, - o)
J:"-u/a

==
Mz_]’.'ft

Ceci justifie o posteriori le choix fait pour v f afin que 1l'identification

soit possible.

On doit donc avoir, pour k = 1

T )
(4), I SO0 s B
J+re=k
FE-u,
<I<t
He~
on sait ([2 ]) que la détermination des Yg se raméne & 1l'intégration dtéquations
différentielles lindaires dlordre 0 le long des bicaractéristiques des hyper-
surfaces caractéristiques d'équation cp”g(x) = cte. On sait aussi ([2], [3]) que
pour déterninexr entiérement Y'z il faut que les 9 (O)uYg (0,x') soient connues

v . y

pour 0 =1u< By oo Ia déternimation de ces fonctions & partir des Doz se fait de

maniere unique ([3], [4]) en utilisant les relations suivantes

T =1
ZT& C(AL)O!k J"k—d:’, pour 0= o <%
=1 0 iy o

avec

. o ——— —
J_ 43 _i o4 yx=k YJ—k Z ,,@ 3 J-—k
* JZ:'I{’;MZ O T,k %

O=su<k=a ayk o)u L )

Y -
en posant AY(x!) = Bocpg(o,x') » et en notant f 1a restrictiond Q d'une fonc-
tion f définie au voisimage de a . On convient que Ck =0 si k> g et que
n o
]Z: v, = 0 si P> .
k=p
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(5)3. est un systéme de t équations lindaires & + inconmues, de déterminant
non muil au voisimage de a ([4]). On notera (A§)0§a<t la matrice inverse § ses
O=p<t
coefficients sont amalytiques au voisinage de a et ne dépendent que de 1l'opérateur
et des (pﬂ « De ménme les coefficients I‘ Uyl sont analytiques sur un voisinage

kK
de a dans Q , et ne dépendent que de h et des fonctions go’e'

On met maintenant les équations (4)j et (S)j gsous une forme qui sera plus cormode
pour la rédaction du paragraphe suivant ol on étudie la convergence des développe~
nents obtenus.

En convenant que ¥J =0 si §< 1, et v =0

. 4 , ltéquation (4) 3 devient
pour j= O

Z BE)ET - o

rmz

K
(.3 ‘e(cpﬁ ) est un opérateur différentiel dlordre p .
ne sont pas caractéristiques pour cet opérateur (pour c¢ assez petit). En divi-
sant chaque opérateur } (cp ) par le coefficient de (o) b dans pa z(qu)

(on note encore g@r(qp ) 1topérateur obtenu), et en posant & 2( ) = a(o)uz-cz’

o)
et les hypersurfaces x = ¢

avec ¢, opérateur différentiel d'ordre au plus p, contenant au plus (w .~ 1)
dérivations par rapport a x° , on peut derire, pour j = O

J=u J
2 £ J
e = + W
O (T )W
(6)j‘< L % o
avec wg = vz - Z % r(‘Pﬁ’)[Yz ]
' r=y +1
£
N
BEn résolvant le systéme (5)j on trouve, pour j=z 0, 1=g=¢, 0=uc< b,
SN
yd™ = A% g3 dépendant de ¢ et de u).
oy Ty =l A & (g aép )

(Rappelons que a(o)u Y“j-u =0 pour j<O0).

En remplagant d; par sa valeur, cette relation s'écrit :

t=1 t=1 J—
3(oyu's yI~u O,Z:()ABbJ 'Z_,J’Z f_oi A2 c (A“‘)Q"k 3(o) v k}

o mJa—;.L “ B o)k'm

T

ZL > A%rYo a()Yj‘k .

m=1{g=0 Osv<ksy P ¢ o/v m




J«Co De Paris, Prob. de Cauchy oscillatoire...

35
On pose
-1
J _ o .J
gB ;0 AB bcx
k b=t k k
— - AO( C m (075
Yo ,m ; g ()
-y,
m N LV,n
M= %«s( = k+1)a<°>v

M’; , st un opérateur différentiel d'ordre k , a coefficients indépendants
!
de =x°, et dans lequel il n'y a de dérivations que par rapport a x°

Avec ces nouvelles notations (5)j stécrit, pour j= O
p

pour 1 =427 et 0=2u< )

(7)

T =1 —— -2
T k =k {: m i~
m

\

3, CONVERGENCE DE LA SOLUTION FORMELIE,

Les coordomnées locales &tant toujours telles que (x) = x° et que a soit
1forigine de K*' (K =R ou C), on démontre le théordme suivant

1A

o < t) analytique au

——

4 \ 1 J
THEOREME I.,~ Si _on suppose Ba(x’,g) = Snj bg(x') X %T‘ (o

J=O © 3
: J
voigsinage de llorigine de m?*1, et Vh(x,g) = 2:; vﬁ(x)'%T (1=4=s1) analyti-
J:
. . . K;1+2 .
gue au voisinage de l'origine dans s alors les fonctions
o j+u£-1
J g
= - 1=s0=sT
¥, (x0) S 1 () x GG -1t (l=t=m)
£

sont amalytiques au voiginage de l'origine dans Kp+2.

a) Rappel sur les majorantes.

On utilise la notation classique a << b pour écrire que la série formelle D

est une majorante de la série formelle a . Cette relation est antisymétrique et
transitive. Elle vérifie

& << a +a <h +h
=
a, <Kité_j {: a Xxa, < xbh
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Elle est stable par dérivation.
De plus, si a «< /A (2 séries formelles & n variables)

et pouxr k= 1,;..,3’1 9

Lo

(séries formelles & p variables)

on a
8y seeerb,) << A@ yueni®) .
En particulier la relation a << v est compatible avec l'addition et la multi-
plication paxr les séries positives (majorant 0), et pour la composition, si

a>> 0, ousichaque bp majore O . Enfin f analytique au voisinage de O

dans K?+1 équivaut & llexistence de M= 0 et R> 0 tels que si
- 1 3
wehy = {xek™ |<'| <R},
alors
R - i Xy
i=0

b) Fonctions majorantes de [15].

Soit D = {cleeK et |g] <R} et G;(R,g) = EEE analytique sur D 5 on pose

@ __dt

Les fonctions 85 vérifient les propriétés suivantes s
1°) @/j(R;z;) <R 0:_]+1(R:g)

On a en effet :

R 1 1 R
1 <<'ﬁ“'(i_‘ et R"'g > 0 = R"'g << (E‘Q‘F

Bn dérivant j fois par rapport & ( , on trouve le résultat annoncé.

. 1 1
2°) si » <R, on a pour geD, 3 E:E-Gs(r;g) <iz Os(r;g) .
On a
jt

(r:C) m— . (rgg) (R-f;(R-ETX (r_g)j >> 0

et

R-g e’(r g) >0,

dtol le résultat.
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3°) si r=R, on a pour ged,, 3 33(33'(;) <« G’j(r;g)
1 _ 1 _ (R-r) 1 1 1
v T T @0 0 oY B0 cRy <ag

En dérivant Jj fois par rapport a C 5 on obtient le résultat cherché.

Notations .- n
= {x[)_ |5} <R}
g = x|+
n -

o 1
By = xlp %] + 0 |'] <)
n i n.o.

@) = iR, 5 ) ot 23(002i) = Oy(mson® + 0 o)

= i'—_

Une conséquence du 1°) et des rappels du a) est que

s I,
r - .
| pour x€p, , ona qrj(R,x) << RYj+1 (R3x)

pour xsz:lp’r on a éj(p,rgx) < 7By (p,r3x) .

De plus on a s

si r=R, \yj(R,x) < \yj(r,x) (d'apres 3°)
n - -
et sl po=z1, Zx1<<pxo+ixl,
i=0 i=1

ce qui implique, d'aprés les rappels du a) que ‘Pj(r‘;x) << @j(p VT5X) o
On a donc 3

IEME II, Si r=R et o

i

1, pour x€A : \yj(R,x) << cbj(p,r;x) .

p,T

Enfin, on rappelle ([15]) le résultat suivant :

IEMME IIT, Si e est un opérateur différentiel & coefficients analytiques au voi-

sinage de 1lorigine (ses coefficients admettent alors une majorante commune
M x YO(R;X) sur un A convenable) .
Si pour x»:’Ap,r (r=XR avec K dommé, K<1, et p=1) ona

y(x) < c’éj(p yT5%) .

Alors il existe une constante vy dépendant seulement de l'opérateur et de K ,

telle gque, pour x<A

o.x ? on ait
9
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C(Y)(X) < vy X p j+m(9 9Ty X) ’

ob m gst llordre de l'opérateur et P 1llordre de dérivation par rapport & x°

Soit o = (aosa') (OZOGN et o = (o ’“"Q’n) e N* |, avec @, =P ot o] =m).
Si on note
Tl
ac H
=
o o
(BXO) oo.o(aXn) n
on a
o % m-Tol
Py(x) << D féj(p,rgx) =p " X §3+|oz}(p ,T3x) << pP x R (p ,T3X)
donc
4 P m-lo M
a (x)Dy(x) < p* x R = X @, (p,r3x) <
o . J4m
R~ S x*
=
3 el
P me—lcr! M . I'IXR
< P x & X Fo X @5un(pomsx) << P X gy X 2,0,

Si cly) = Z a D%y , on pose
[olmm @

<

o =

o) .- ?: Mme-—[oz?

(1-%)
ce qui donne
c(y)(x) < v x o x &5, (p,75%)
v ne dépend que de M, K, R et m , donc ne dépend que de l'opérateur et de X.

On montre enfin un résultat qui justifie, a posteriori, l'introduction des fonc-

tions 5 s et permet de voir pourquoi "elles sont d'un emploi particuliérement
commode" [15].

IEME IV, QA a.(x) &
_o J
ce de nombres positifs M, r, p et C 1els que, pour X€AD R ait :

’

ST analytique au voisinage de l'origine dquivaut 3 1'existen-

aj(x) «< M x oIt X @j(p,r;X) .

Si .
CJ
Mng) =5 e () &

3=0
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est analybique au voigsimage de O , il existe 11 et R tels que, pour

n

gl v i <R,

i=0
on ait
A(x,0) < Mn .
ReC- > x©

ggox

En dérivant J fois par rapport & ( , puis en faisant ( = O, on trouve,

si i:yll <R s

i=0

. M % 3t
89(x) <« el - M« v5(R,%)
qui a bien la forme voulue, si onprend r»=R , p =1,

Réciproquement, si aj(x) <« M x 9t % @j(p ,I3x) , pour x€h, . » On aura
’

HA

| g R 1c)?
J

a.(x)] . oa 7 T1 X T3t
RN (r—p!xoi’-igxi!)a+ 3t
1=
M X C . {- clg! J
Ie \ I

[l 1 Lwlxﬂ-élxil

donc A(x,r) sera amlytique pour

n .
ole) +olx® + 5[5t <=
=1

c) Démonstration de la convergence.

Définition

P)—M' J+1

29(p,r,C3x) = (é" ¥ xC
X

(le fait que les différentes caractéristiques n'ont pas la méme multiplicité, comme

X <I>j(p yT3X)

clétait le cas pour des caractéristiques toutes simples, impose 1l'introduction
dlun coefficient multiplicatif (%-)_p'f' qui permet, en quelque sorte, de rendre

Momogenes” les calculs qui suivent.)
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On va démontrer par récurrence la proposition Pj

. Jld . J—u ,+t
A i1z;2. Y, (=) <, 7 (p,r,05%)
j=z o0 o 033:1§z§¢,05u<%
d YJ Axt) «< 3 _3 1= u*t(p,r,C:X')
(o)u % (o)u

pour un choix convenable des constantes p, r et C .,

-\
) L -1.-u
Pour j =0, le résultat est évident caxr Y, ~ =0, ainsi que 3T, .
Supposons démontrés PO,...,\Pj_1 et démontrons Pj .
Les équations qui déterminent les incomnmues sont
It J-u .
4 _ 4 J
(6)3 s 1=s=T a(o)% Y, "C)@(Yﬂ, )+w£
avec
T -r
e - o (0,008
£ T=p, +1
J-1=u _ G-, 5, y i1k 7IE2)
(7)(3-1) (o)uY,z &g = ;g. YB,m (o)k L:Cl) /%B’k

pour 1 =4 =71 O§u<u£.

I1 résulte des hypotheses du théordme 1 et du lemme IV qu'il existe des constan-
tes M et R tellesquepour 1=4=7T, J=0 et x€A, , onait:

i3 M X gt .

v (%) << i = Moxvy®sx) .

=0

De méme, si O0=g<t et j=0, ona, pour x'c 4, NAQ,
P M X it . ot
oa(x ) < = R _waj(R,x) .
R~ x*
i=1
k

Enfin, les fonctions AB ’ YB m’ et les coefficients des opérateurs ME
b

Bk
sont des fonctions a.nalythues de x!

; en nombre fini : on peut donc supposer que,
pour x!' ¢ A, N C, elles admettent une majorante commine My (R x'). Ies coef-
ficients des c, et des %7 (cp )

4

étant en nombre fini et analy—thues au voisinage
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de O , on peut supposer qu'ils admettent sur AR la méme fonction majorante

Hx vy (Rsx) .
)
On cherche dlabord pour quelles conditions sur p, r et C , ®Y  est vérifié.

’3 (xt) <<Mx\y (Rx)<<l“IxRt§ 1N‘_t(p,,:r:,x)

Y

(si p21 et ©=R)

A%(x') << M ?;(R,x') .

On en déduit

. 1=-1 %
-1 o -1 t xMxR
76 = ) GO 6) << MRS TG )

1A

Si on impose r = K.R, avec K nombre donné, K < 1 , on trouve

t )
J=1,_, N 1 [ . IMXR |
(8)j & (x') < M, X 25 1+__b(p,1' x!) \ M, = RC-X) |
Pour k = by s OB 8, dtapres lthypothése de récurrence Jgj—[1+k—p¢m]

gi=1-k  pi-1-k+t
m m

’

dtou

J=1=k j=1=k+t
a(o)kYm << a(o)k@m ‘

(Remarquons que, pour j donné, j = O , on ne peut appliquer 1'hypothése de ré-
currence que si Jj = l+k-pu, , c'est-a-dire si k = j—1+um . Comme k reste = t~1 ,

deci est vérifié dées que J est assez grand. Pour les premiers indices j , il

existe des k = t~1 tels que k> j-T+u , mais on a alors YJ -k 0 « @3—1'k+t )
On a donc :
k. .
J-1=k+t . _ (B m g+t .
a(o) (X) < a(o)k§ (p,r,C,x) = (C) x C X @J.,_,]_‘_t(p ,I',X).

Dlautre part,
k ' ' ot
Ye,m(x ) << M x \yo(R,x ) .

On en déduit, si p=z1, r=KR (XK<1) et .%51 y pour k=

1k M
Yl;,m(x') X %o )I'YJ ) < 73y *
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o EXTXM
% = R0O=x
on trouve
] k J=1-k J+t
]
(9)3 mi__; _ YBsm(X ) a(o)kYm (X‘) < MZ x G X @J 1_*__t(p,]’.‘ X ) .
“Hy

Si j~-2 = (k=v) = 0, 1'hypothese de récurrence &53-1-(k—v) (ona k-v=0)

donne, s8i v < By ¢
J=k=2 . j=k=2+% .
doyw T (0ox') <3y, B (p,x,c5xt) o
8i j=1w=(k=v) <0, ona:
J=k=2 1) =
a(o)v In (0,xt) =
et dans ce cas la majoration précédente reste vraie. ( )
. : - 2+k—p,
: = - . Jek=2 J=k=2+t ' A

Si vV, Ona kzvzum donc Ym <<¢I>m (d'apres
si j§2+k—|.bm ou parce que YJ"k‘..O si j<1 +k—um) .

On a

et par conséquent (en supposant encore p = 1

Mgnt) x 3y Ta (00x") < FrFy X 3oyt (P msCoxt)

n,v
Mg

(x') «< 1 \_y:(R,x')

et r»=KR)

. =i .
_3—2—‘ +t _ PyY J=2=kivit _ op m L j=T=ktv+t
a(o)v = (C) X & (C) ¢ X @j—2~k+v+t
paisque kv =20 et »=KR <R , on aura
J2-k+t v-p . —_
gy n J=1-levvtt | k=
a(o)vém < (C) x C X X §j—1+t
k-, .
1 0 n J=1+% k=v+1
Te=is .
ol n J=1+% k=v+1
<@ “xc X B X 25144

(puisque k-v = 0 et p

z1) .
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o1 brouve

- ie L .
y n S NP G B B Y
16 > 4 ¥ (=¥} < 0¥ 3 ?
i *-"} : ,»’ A y’#i.q’ { o JNERE < x F(c) X §3 1+t(p!r;x ) s

o &

s additionnent 8) {9 },} et {10}, on trouve
""B.*:.'?f . . 3 3_;_1;,‘1
3(0}&..‘@ x¥) << (M, + 5;72 X RS F<%) ) x é,‘j 1+t(p,:’;t ) .

e Jeteutt
o) RO ] ’
11 gnffit que
[ K7 T o b £ !‘ Eyan 3 1~\H-t
Gelendt | ppyvgetet Rl AR, 12
3ol (%) x g = (&) X CUU X B qin .

31 on veub esgurer le deuiiat pour tout u < B, » Puisque %é 1, 1l suffit
gue

-
TS TR S i
Moo H, x O oI E¥ ) = () x o,
21 omsuppose C = 1, 11 suffiss pour csla que
- PR .
(11} %{}ii “+ }‘12> ~+ ':“}’ X JQ‘(:%) = 1 Py

8i on supnose o , = et T coholzis do manidre & ce que

(621, ram (<1, &=
20o1,) + g F(3) = 1

olors :3*’ eat vérifié., {On varra plus loin gutun t2l choix est possible.)

Pour démontrer A7 on utilise le résultat fondamental de la méthode des majo-
rantes quion rappells iols
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LETE V. Si ¢ est un opérateur différentiel d'ordre (u-1) par rapport a %,
1

ayant pour coefficients des séries entitres formelles de X = (x°,X yeeesx), et

¢ un opérateur différentiel majorant c¢ (chague coefficient de ¢ est majoré

par le coefficient correspondant de € ).

Si f est une série entidre formelle de x , et F une série majorante de f.
8i =z (0 = u<p~1) sont des séries entidres formelles de x! = (x1,...,xn),
alors il y a une solution série formelle et une seule au probléme de Cauchy formel

(o) ¥ = o) + £

O=su<y: a(o)uy(o,x') = zu(x’) .

Si, de plus, Y est une série entiére formelle telle que
Y>> Y) + F
( (0w € )

' 1
Osu<y a(o)uY(o,x ) > zu(x )

alors ona y<KY.

Llexistence et l'unicité de la série formelle solution sont évidentes. On montre
la seconde partie du lemme en prouvant que, pour tout uz 0 ,

a(o)uy(o,x') << a(o)uY(o,x') .
Pour 0=u<yp , clest lthypothése sur les données de Cauchy, Pour u =y ,
on a
a(o)uy(o,x') = c(y)(0,x!) + £lo,x') << €(Y)(0,x') + F(o,x') < a(o)uY(o,x’).

En dérivant les deux membres de 1l'éguation, on en déduit le résultat pour u = p+1g

U = [+2540a, Glol le lemme.

Pour montrer #4Y , clest-d-dire Y L <g , il suffira donc de prouver
que :
J=p +t I+t .
12). A 5 L J
( )J a(o)uchz > ¢ (3, ) + W)

avec ‘62 opérateur différentiel "majorant" c, et W) mjorante de wg ,

puisquton sait que
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g -+t 3
I3 1 p-
a(o)p.z-ﬂYﬁ (07X ) < B(O)M;_1§£ (p’r,C ,X') (d. apres ) )
I, J—uz+t . 51
O CEDR L IOW (p,mcrxt)  (atapres ®7)
j—u I+t x
a(o)p. —1-c g o,x1) < a(o)u. 1-x%g (p,r,03x') (d'aprés @97F)
] - J= +1
YJ—MI’: J-ﬂ,@-}-t(p ,x,C3x') (d'aprés @ & ) .

T
, (0,x') < 2,

Remarquons que si j- £+1 < 0, les hypothéses de récurrence ne donnent les résul=~

tats annoncés que pour k= j§ egi j<k= (p,z—'l) , alors
J-4
£ 1) -
3 (o), 1aly (0rx1) =0
dunc la najoration reste vraie.

Pour montrer (12)3. , il faut dtabord trouver une fonction majorante Wwd  de

)
. i
woavlo O BT
L £
=, +1
£
Pour by +1=sxr=+t, ona Y::?j-r << @?-]H't, d'aprés les hypotheses de récurrence
51 A5 ~(p,) g
A ,..., , ou éventuellement, si j- (t—p,z) < 0 , parce que les pre-.

niéres incomrmes sont mulles., Il y a un nombre fini d'opérateurs % (cpﬂ') et
c ) donc on peut, quand on applique le lemme ITI, prendre le méme coefficient v.
On a donc, pour r = (p,z+1)
. . -t .
T, ONryd=T r M L GHl-ret RN A ¥ P
BT I <<y x0T x ) T xo x &y =vx @ “xT s

donec

j+t
: 1
Z }%(L)EYJIJ<<txYx(C)XCJ++t X & 4
T 4
,(7,
(puisque %51 et r—p.zz1).

Dtautre pa.rt;

'j \ ° T t 3
Vz(x) << M x qzj(R,x) <<HMx R X qu+t(p,r,x) .
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a donc
wJ(x) << (m + ty X 9- x ¢t +t)q? +t(p,,r;x) = w?(x)

-, : w,=1 -4,  JHlep +t .
'fi@(@z ”)+W2 <yxpt x (%) “x C L +wd
X

Y J+H1+% t p J+1+t
= (=xC MR -
(P + + TY X C x C )@J_Ft .

Dtautre part

On

donc, a fortiori (puisque C

(13)

d st (9.)-“2 23"y qdt1+t
(0)uw, % C

aura donc (12). si

CJ+1+‘b _g_x CJ+1+‘b + MR + oty x 2 x C,3+1+1;

Y

1) si

t
Y o MR _
—p—'l'('b'Y)XE‘}" C _10

I1 n'y a plus qu'a nontrer maintenant que toutes ces conditions sont compatibles

entre elles, et qu'on peut choisir =, p et C de manidre & ce qu'elles soient

similtanément vérifiées.

Ies conditions sont

 p=z1, r=IR (avec K<1),%§1,C§1
oy ]
% (1-11+I-12) + 5 F(%) =1
%
IR
-— -4 (t ) X + "“‘"'é 1 .
N RES
Soit
= nin(1 L L,
&= * 20 HL,) 0 Bty
On impose 2 % dtatre égal & e, tout en laissant 3 p et a C la possibilité
de varier. 1(---) a une valeur fixée égnle & F(¢) « On choisit
€z ¢, =mx (3MR , 2F(e),1)

p = p, =mx (3v,1) .
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Enfin, on choisit r =KR (avec X < 1). On voit d'ailleurs qu'on peut prendre
r aussi voigin qu'on veut de B , puisque X peut prendre des valeurs aussi
proches de 1 que 1'on veut (mais une modification de K , change p, €t C, ).

Pour ce choix de py, r et C, on a bien, pour tout j=z 1 - By

j j+t e 145
T (x) < &) (pym0sx) = (§) T x ¢ x e, (o,mix)

j+t
I1 résulte alors du lemme IV que chacune des séries
j+p, 2—1

J
60 * T
) )2

définit une fonction analytique au voisinage de l'origine dans K™'° ce qui ter-

Yﬁ (Xyg) = Z

o]
J=1-u
mine la démonstration du théoréme 1,

4, APPLICATION, DANS IE CAS REEL, AU PROBLEME DE CAUCHY ANALYTIQUE AVEC DONNEES
SINGULIERES, SUPPORT SINGULIER DE LA SOLUTION,

On suppose que E est une variété réelle, et h un opérateur différentiel

sur B dont les coefficients sont des fonctions analytiques & valeurs réelles.

Soit fo une distribution définie sur un voisinage ouvert de O dans R . Il
existe une fenction continue g , définie sur un intervalle J-o,0[ cV, telle

que & m) _ £ e (On dérive au sens des distributions.)

m+1
On POSG fm=g 9 fm—1 =g',o-o 9 f =g s f_1 =g( )

et, pour x ¢ J~ayof

goeo

£ .4 =] " g(v)at

. x

fm+j+1 (x) = ) fmj(t)dt .

On construit ainsi une suite (fj) de distributions de F'(J-g,al) , telles que,
pour tout jz% , on ait f3 = fj—1 (pour jzm, fj est une fonction de

classe Cj—m ).

Si ¢ est une fonction indéfiniment différentiable sur un ouvert, telle que
grad ¢ ne stanrmule pas, et £ une distribution, on sait définir sur cet ouvert
la distribution fop , par exemple en prenant un gystéme de coordonnées dont la
premidre soit ¢ . De méme, on peut définir fop(o,x') = fop(x') .
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On suppose les hypotheses de la proposition I et du théorime I vérifides, et on

étudie le probléme de Cauchy
T <n
h(y)=ZLVJX(f o o)
=1 5= 4 -t
IS ACEDRE Lé DJ(X‘) x (£, 0 (&)

On trouve donc une solutlon formelle

O§Q’<t .

=1 y—1-u
telle que les séries entidres (pour 1 =4 = 1) Yz(x,g) convergent sur un mime
voiginage de llorigine dans Rn+2 .
On écrit y=u+Y , avec
T t=-1
u = § Yg x (£. o ¢£)
Z=1 J=—y,+1
£
o«
Y=i ZYEX(:E o(Pz)o
£=1 j=m+t
u est une distribution définie sur un voisinage de l'origine dans R ; et on
montre facilement que Y est de classe Ct au voisinage de l'origine.
En effet, pour j = (m+t) , fj est de classe CU au moins, ¢z et Yg sont
analytiques sur un méme voisinage de l'origine et ¢£(o) =0, donc si § estun
nombre positif domné (8 < @) , il existe un voisinage V de l'origine tel que,

pour x¢V , on ait ]¢z(x)! <8 .
De plus, dtapres la définition de fj , ona, pour J

15601 %f%HETT

;m,ma;%wwmé

= A x
Donc, pour xcV et J

1=, ona

De plus, pour J = P

(§+t)

v

ol

( A oconstante domnée) .
§J-m

A -4 .
Yj(x) << (%9 Loy oIty

(r-px°-
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S5i on impose

ol + iZﬂlxil

1A
VIR

on aura

(] s @7 odtr !

r\j+1+t
)’
et, par conséquent, pour x appartenant & un certain voisinage de l'origine,

J+1 .
—)ﬁx(—-)x( x P

lYJ(x) X (f ° @z)(x), = j=m) !

-
GEH
Si 28c<r , ce qu'on réalise, r et C <étant fixés, pour § assez petit, ceci
est le terme général d'une série convergente indépendante de x . Y est donc con-
time. Le méme raisomement montre qu'elle est de classe Ct « En effet :

W(rixr o) = 2 o Pyl P(e, o ¥
L J O<Ba 4

- ZCB O“BYgxy x (g, Lo @)
Ospso r<’§[

B £

ol Yo est une fonction comnmue qui ne dépend que de ¢, mais pas de Jj , et qui
est amalytique, donc bornée sur un voisinage de ll'origine.

On voit donc que y=u+Y ol u est une distribution et Y de classe Ct.

Si les singularités des données sont d'une certaine forme, on a pu préciser la par-
tie singuliere de la solution. L'unicité de la solution résulte du théoréme de
Cauchy~Kowalewski.

Ce résultat a été démontré dans [9] pour des systimes dits de type (H), qui sont
en fait des systémes fortement hyperboliques [11]. Dans le cas d'un opérateur
scalaire, ceci imposait & toutes les caractéristiques d'étre simples. On obtient
ici le résultat pour des caractéristiques de multiplicité quelconque (mais constan-
te) et sans hypothése d'hyperbolicité (puisque 1la fonction y est fixée), quand h
est bien décomposable.

On peut méme préciser davantage dans le cas particulier ol le support singulier
de fo est l'origine. On montre alors, en reprenant le raisonnement précédent,
que y est de classe C° sauf pour les x tels que mz(x) =0, clegt-a-dire

T {
sur U st , ©% le support singulier de la solution est contenu dans le support
Z=1

singulier des données.
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5, APPLICATION DANS LE CAS COMPLEXE AU PROBIEME DE CAUCHY ANALYTIQUE AVEC DES
DONNZES POSSEDANT DES SINGUIARITAS POIATRES OU LOGARITHMIQUES.

I1 est bien évident que le theoréme 1 permet de généraliser au cas des caracté~
ristiques de multiplicité quelconque (mais pour un opérateur scalaire bien décom—
posable seulement) les résultats de [15]. On reprend les notations de cet article,

Soit f_ = définie dans C et appartemant & n(p,a) ([15]) (peC et
qeN), clest-a-dire :
£(g) = c® x Pq(log z) (Pq polyndme de degré = q)

si p ntest pas un entier <O

Il

1
e

fo(g) c®? Pq__1(log c) si p<O et q

(pe2)

£.(¢)

Oon sait ([15]) qu'on peut construire une suite (fj) (pour j€Z), avec

0 si p<O0 et q=0. (pei)

fj ¢ n(p+j,a) , telle que pour tout j€Z , on ait f;] = f

J=1

Les caractéristiques n'ayant pas toutes le méme ordre de multiplicité, il faut
étendre la définition de H(p,q).

DEFINITION, Soit y une fonction holomorphe sur le revétement simplement comnexe
T )

du complémentaire par rapport & un voisinage de a dans E de U s* . On dit
4=1

que

¥ € H(pyyevssp, 59) (avec (pyyeeesp s2) € € x )

si elle est de la forme

—

T ) T P
o) = Y [T Plaslos () + 5 (68T % x B, (xslog oA(x)
4=1 4 4=Ty +1 e

Pé(x:log o' (x)) .

.

les 1, premiers P, ne sont pas des entiers négatifs, les T-7; derniers sont

1

des entiers négatifs (et q = 1, sinon les deux derniers termes de la somme sont
remplacés par
.

> B() .

3 =
L=T; +1

Pq(x;g) désigne un polyndme en [ de degré =gq , a coefficients amlytiques enXx.
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A

et

PROPOSITION II. Le probléeme de Cauchy

n(y) = v
B(O)Q,Y(O:X') = b&(x') bour 0 =g <t

HA

tel que Vv ¢ H(p=t+1,.e.,p-t+130) et, pour O
une solution et une seule

@<t, b ¢ H(p~»3q) posséde

¥ € Hip=hy+1,eee,pmn +150)

si h est bien décomposable et si 1l'équation en A
2
L1 H (o5),grad y(o)) = 0
8=

posséde T xacines complexes distinctes.

Remarque 1.~ Si toutes les caractéristiques sont simples, tous les o, walent 1,

£
et on retrouve le résultat de [15] (dans le cas particulier d'un opérateur sca-

19:11'9) .

Remarque 2.~ S5i les caractéristiques sont au plus doubles, on trouve un résultat
qui généralise [6] (les singularités sont de forme plus générale).

Toutes les démonstrations qui suivent sont exposées en détail dans [15] 3 j'en
donnerai donc seulement un bref résumé.

IEMME VI, Si la série

o]

Z AI(x) x g—?—

3=0

converge au voisinage de 1vorigine, et si £« h(p,q) , alors

[ee]

P COPRERNOTS

J=0

appartient & H(p-u,q)

On a en effet

. . . a .
£.(0) = ¢ x Py(log ©) = P70 x Zo p2 x (log ¢)*
=
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donc formellement

@0

. ® . 9 . :
LA x (g 0 @) = 2, A 3 (o(IPI e oI [10g 9 ()T
r=0

j=0 J:O
q ® . . .
- 3 e x{jzio A (x)pI* x tqa(xna}x (108 9()T" -

On montre comme dans [15] que la série
i pa 7 x [9(x)3Y x A% (=)
J=0

converge sur un voisinage de ll'origine et, par conséquent, on a

@

S A x (£, o @)(x) = [0(x)IP™ x P_(x5log 9(x) € H(p-usa) .
J= q

J:
Soit maintenant v € H(p-t+1,es0,p~t+13q). (Supposons par exemple que (p~t+1)
ne soit pas un entier négatif 3 on aurait une étude analogue dans ce cas.)

On a
v =505 v, (e)les cpﬂ(xnr} x PP
=1 r=0 !

On pose

p~t+1

f-—‘b+1(€) =g x (log g)r ’

et & partir de f o

on construit une suito (fj) . Onaura f_ ¢ h(p,q)
(puisque * =gq) &

On résout le probléme de Cauchy h(y) = v, avec, pour 0<%,
6(o)a/:‘\'r(o’x’) =0
Dtaprés le théordme 1 et le lemme VI, il y a une solution

Yy € H(pmpy #150eespp, 1 5a) .

Soit
q
F=0 Yy 3
r=0
¥ est solution de n(¥) = v , avec des données de Cauchy nulles sur ¥ =0 ’
et ¥ ¢ H(pmy +15000,00 +150) » OBLE 1
TCiRE

AEAYIQUES PURES

O OTTIESMITITN MY ITRIFTND
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On a
P 2 r
k) 1) = t 1 1)73
oa(x ) = [e(x")37 x ;O Ba,,r(x ) x [log y(x*)1" .
- P-o r , N
On pose b .. = () X Ba/,r x (log ¥)” et on résout le probléme de Cauchy
3
n(y) =0
a(o)uy(o,x') =0 pour O0=u<t et u#o

B(O)QB’(OsX') = boz,r(x') .

I1 y & une solution dans H(p=iy +1,eee,0u +150) «

On refait le méme raisonnement pour chaque b (0=sa0<t et 0=1r<ygq),

9
et on additionne les solutions obtermues et ¥ . Le y trouvé est une solution du
provléme poséd. Il résulte du théoréme de Cauchy-Kowalewski que clest la seule, ce

qui termine la démonstration de la proposition II.

L¥énoncé des résultats démontrés ici a été publié dans [13].
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