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QUEINUES REMARQUES SUR LES INEQUATIONS VARIATTIONNELLES

par Jacques-Louis LIONS

Introduction

On domme ici quelques remarques sur la résolution des inéquations variation-
nelles (au sens de [15]) :

(i) la_méthode de pénalisation (N°1) permet de retrouver les résultats essen-

tiels de la théorie & partir des résultats "standard" sur les équations et permet sur

les exemples dtobtenir des résultats de régularité (N°2)

(ii) 1la méthode d'interpolation non lindaire (cf. [9]) permet de déduire des

résultats de régularité "intermédiaires" des résultats du N°2

(iii) la méthode du “"changement de l'espace pivot", bridvement évoquée au N°4

(cf. détails dans [13]) permet de résoudre de nouveaux problémes unilatéraux (inter~

venant en Mécanique).

1. Méthode de pénalisation dans les indéguations stationnaires.

1.1s Soit V un espace de Hilbert sur B et soit a(u,v) une forme bilindaire

continue sur V § on suppose que
(1.1) a(vev) 2 ovi? , «>0 , ¥V veV (|lv]l = norme de v dans V).

Soit X un ensemble fermé convexe de V et soit v — L(v) une forme lindaire conti-

mie sur V .

On sait (cf. [18],[15]) qutil existe wucK wunique tel gque

(1.2) a(u,v=u) =z L(v-u) ¥V veK .

Remarque 1.1,
I1 s'agit 13 du résultat le plus simple relatif aux inéquations variationnelles

statiommaires. On peut remplacer " V Hilbert" par un espace de Banach et supprimer
la lindarité de llapplication u ~>a(u,v)(1). cf. [1], [5] et [11].

Notre but est ici de montrer le résultat (1.2) en "approchant" 1'inéquation par

une famille d!équations.

1.2, Opérateur de pénalisation.

On introduit ltespace dual V! de V (non nécessairement identifié & V)5 on

(1) De manidre 3 essentiellement étendre aux indguations les résultats établis dans
(8] pour les éguations.
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désignera par J 1ltisomorphisme canonique (opérateur de dualité) de V- V! , on

appelle opérateur de pénalisation relatif a K tout opérateur 3 de V - V! ayant

les propriétés suivantes :

"

$ transforme les bornés de V en bornés de V! ,
(1.3) 3 est monotone - i.ee (Blu) = g(v),u-v) = 0(1) s ¥V u,veV ,

£ est hemi-continue - i.ce A - (p(u+\v),w) est continue, V u,v,wcV,

(1.4) K= {vveV , s(v) =0} .

De tels opérateurs existent. Par exemple, si Py est 1l'opérateur de projec-
tion de V sur K, alors

(1.5) 8=3,(T-27)

est un opérateur de pénalisation relatif a K ,

Remarque 1.2, lLa notion s'étend au cas des espaces de Banach réflexifs(z)g
cf. [9].

1.3. Hquation pénalisée dtapproximation.

Comme v -» a(u,v) (resp. v -» L(v) ) est continue sur V, ona :
(1.6) alu,v) = (au,v) , Lzc(VyV') , L(v) = (f,v) , £V,
et (1.2) équivaut & ¢ veK vérifie
(142 Dis) (su=f,v=u) = 0 , ¥ v€K .

On considére 1l'équation
(1.7) Au + 1-B(u ) = f R ueV , >0,
€ € £ €

Le terme %-B(ue) est le terme "pénalisateur".
On a alors les résultats suivants :

THEOREIE 1.1. L'équation pénalisée (1.7) admet, pour tout e > O , une solution
ue unlgue.

THEORMME 1.2, Lorsque ¢ -0, on a
(1.8) u - u dans V faible,

£
u d&tant la solution de (1.2 bis)(s).

—

(1) si £Vt et weV , (f,v) désigne leur produit scalaire.
(2) Le cas non réflexif nécessiterait l'usage d'opérateurs multivogues.

(3) On démontre par la méme occasion 1l'existence de ucK solution de (1.2 bis).
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Le théordéme 1.1 est conséquence de la théorie générale des opératecurs monoto-
nes (ef. [16]).

Remarque 1.3,
On peut résoudre (1.7) sans que A soit nécessairement lindaire s on peut

ainsi résoudre par la méthode présente les cas évoqués & la Remarque 1.1 § cf. [9].

Pour la démonstration du théoréme 1.2, on vérifie d'abord que
(1.9) u_ demeure, lorsque ¢ —» 0 , dans un borné de V ,

(1010) (B(ue)yug) Ce e

HA

On peut alors extraire une suite, encore notée U s telle que

(1.11) u - W dans V faible

et dtaprés (1.7) (plu) = e(f - du) ) :

(1.12) () - 0 dans V' faible .

Utilisant (1.10),(1.11),(1.12) et 1a monotonie de § , on vérifie que

(1.13) B(w) =0
et donc, d'aprés (1.4)
(1.14) weK .

Soit alors w¢K 3 donc B(v) = O et donc on déduit de (1.7) que
1
(AuE - f,v—us) = E~(B(v) - B(ue)sV‘us)
d'ol grice & la monotonie de § :
(Aue—f,v~u8) z0
et donc

lim [au ,v) - (£,v=u )] = lim. inf.(au ,us)
e »0 & € €

soit
(aw,v) = (£,v=w) = (aw,w) §

donc weK et vérifie (iw-f,v-w) = 0 , donc, cette inéquation admettant au plus une

solution (vérifice+ion immédis+:) ona w =u et le résultat.

z
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2. Bxemple et application.

2.1. Le_probléme.
Soit Q un ouvert borné de R" de frontidre T réguliére. On désigne par
3d/on la dérivée normale &4 T orientée vers 1llextérieur de Q .

Pour g donnée sur T (on précisera dans quel espace), on cherche u solu-
tion de

(2.1) -u+u=0 dans QO .
uz0 sur T,

(2.2) p %}%g sur T,

.

Ce probléme entre dans le cadre (1.2) ou (1.2 bis) de la manidre suivante.
Utilisant les espaces de Sobolev, on prend :

V =H(Q), (les fonctions sont prises & valeurs réelles),

K={viveV, vZ 0 pup. sur T},

n
su Jv
a(u,v) = & [ &= & ax+ [, uvax
2 da o S =l ’

1
L(V) = (f9v) = fl“ gva , gEI'fg(F) .

Alors (2,1) (2.2) équivaut a

(2.3) { uek

a(u,v=u) = [ g(v-u)a’ | v vek .
U
Donc
1 .
(2.4) pour gH2(I') , 1le probléme (2.1) (2.2) admet une solution u
unique, dans H (Q) .
En outre, si 1l'on pose
(2-5) u = G(g)
on a
(2.6) ) - e = olea]
! 3%/l = Jé"‘é'*,} _L *
‘ TR Q) H3()

2.2, Le probléme pénalisé,

On choisit g par :
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(2.7)

Le probléme pénalisé (1.7) est alors

(2.8)
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()yv) == uw var,
r

v
o

0 si u

-1 si u

A
(@]
.

o0

1 -
a(ue,v) - E.IF u_ev dl' = IF gvar , v veHE ()

ce qui équivaut a

(2.9)

(2.10)

-Mu +u = 0O dans Q ,

dn e g T & suwr *

Le probléme (2.9) (2.10) est donc le probléme pénalisé approché du problime

(2.1) (2.2).

Dlaprés les théordémes 1.1 et 1.2 on sait que :

(2.11) u_

existe et est unique dans H (Q) ,

(2.12) u_-~u dans ®(Q) faible, lorsque ¢ - O,

2434 Applications de la pénalisation.
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On peut utiliser la pénalisation pour l!'étude de la régglarité(1) de la solu~
tion du provléme (2.1) (2.2). On a dlabord :

(2.13) si

gI? (') alors ueﬂs/zﬁn) .

En effet prenons, ce qui est loisible, V = —u; dans (2.8) . Comme

- + - - - -
a(u_,=u’) = a(u_ - u_ o, =u) = a(u_yu)) 20,

on déduit de (2.8) que

dtou

(2.14)

el .
I (r)

B2

= . =
*(T)

(1) Pour une
cf. [4] o

étude systématique de la régularité, par des méthodes différentes,
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On peut donc extraire une suite encore notde u, telle que
1 -
(2.15) Tu —nh dans I°(r) faibvle.

Alors (2.9) (2.10) donnent & la limite

- Au +u=0 dans Q ,

(2.16)
B _gin e o, ed
= 8+h sur s gt () o
On en déduit, dtaprés [14], que (2.13) a lieu.

Autre résultat de régularité,

On a :
(2.17) ei gsH%(F) alors uwel (Q)
et
(2.18) la(g)|] = ofgl|
B (Q) H(T)

Pour la démonstration de (2.17), on reprend la démonstration de la régularité

de u_ par la méthode des translations paralldles & la frontidére, comme dans [17].

Remarque 2.1,
Pour dlautres exemples et applications, cf. [9].

3. Interpolation non lindaire.

Ltapplication g - G(g) introduite en (2.5) a les propriétés suivantes (cf.

(2.6) (2.18) ) :

r ;; .
G applique H () - F(Q)

(3.1) < et
bHG(g)hHE@?) = CﬂgﬂH%(F) ;
(¢ appliqgue H3(r) - E(q)
(3.2) {d et
L_HG(g) - G(g*)ﬁzﬂ(a) = Cﬂghg*ﬁﬂfg(r) .

Sous les conditvions (3.1)(3.2) on peut interpoler "entre" ces deux résultats
(1a structure hilbertienne est ici imutile ; cf. [9] pour un résultat général) et
lton obtient :
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THEORKLE 3.1, L'opérateur G défini par (2.5) appligue ES(T) dans H/2(q) ,

-1=s=1.,

Remarque 3.1,

On retrouve ainsi le résultat (2.13), en premant s =0

4. Changement d'espace pivot.

Le probléme (2.1) (2.2) est un exemple de probléme de "mécanique unilatérale"
(cf. [7]). Voici un autre type de probléme (mécanique unilatérale avec frottement(1):
on cherche u solution de

(4.1) -Au +u=Ff dans Q.

!EEH

< o
Sal =& sur r,

ou
(4.2) A Lie

HA

0O sur T,

/My Ly o
i u(}an: g) =0 sur T .
Nous montrons dans [13] que, si g:I°(T'), ce probléme admet une solution unigue
dans H(Q) (en fait dans H5/2(Q) ).

On se raméne pour cela au cadre du N°1,1 mais en prenant le produit scalaire
des deux membres de (4.1) avec des fonctions test convenables, le produit scalaire
étant pris dans H (Q) au lieu de IF(Q).

Clest la méthode du changement de llespace pivot.

Remarque 4.1,
Dlautres exemples que (4.1) (4.2) sont donnés dans [13].

Remarque 4.2.

Dtautres applications du "changement d'espace pivot" ont été domndes dans [12].

5. Inéguations dt'évolution.

la méthode de pénalisation est applicable aux inéquations d'évolution intro-
duites dans [15] (ef. [1], [2], [3], [11]).

On a pu ainsi étudier dans [10] des problémes d'inéquations variationnelles
dtévolution pour les opérateurs de Navier Stokes et certains opérateurs nyperboli-

ques non linéaires.

(1) Ce probléme a &té posé par C. Duvaut.
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Remarque 5.1.

De nouveaux provlémes dlindquations d'évolution, pour des opérateurs paraboli=-

ques (problémes 1lids a la mécanique), sont étudiés dans [6].
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