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UNE REMARGUE SUR IES IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Bernard MALGRANGE (Grenoble)¥*

1. INTRODUCTION

Soient X un ouvert de R® et = (resp. 6) le faisceau des germes de fonc-
tions de classe €7 (resp. analytiques) sur X , & valeurs complexes. Pour tout
point afX , a = (g ,.,.,a.n) , Gésignons par F_ 1l'amnneau des séries formelles

£ ol 154 $ 3 . o
el[x o ,,..,xn—an]] et par £ +— I 1'application ¢ - F, (ou o, - Fa) g
"série de Taylor en a ",

Soit M ¢ Hom(X50%,6°) une matrice & coefficients amlytiques sur X ; le
résultat suivant est conmmu (Malgrange [1]) :

Soit £ ¢ 2(X)P ;5 pour qu'il existe & ¢ £(X)? vérifiant Mg = £ , il faut
et il guffit qulen tout point acX , la condition suivante soit satisfaite :

C(a) s+ ILexiste v, € FL el qulonait : £ =My, . |

I1 est facile de voir sur des exemples que la conclusion reste vraie si l'on
fait seulement 1'hypothdse que C(a) est vérifié en "suffisamment de points a ",
Par exemple, si X =8, un f ¢ c(B) est de la forme x g si et seulement si
ltona £(0,x,) = 0 y par conséquent, il suffit ici d'imposer C(a) pour un en-
semble dense sur la droite x = O. D'une fagon générale, posons la définition
suivante :

DEFINITION 1.1, Un _sous—ensemple Y de X sera dit " M-dense " si tout
fee(x)P, wérifiant C(a) en tout point aeY , est de la forme Mg , avec
ge e(x)? . [autrement dit, si lo condition " v a€Y , C(a) " entraine " V aeX ,
C(a) "J.

Le but de cette note est de donner une caractérisation des ensembles M-densesy

lloutil essentiel est un argument de "semi-continuité de la dimension", déja uti-
1lisé dans des questions analogues per Tougeron [1] (voir 1'Appendice de cet arti-
cle). Cette question m'avait été posée par F., Pmam, ce dont je le remercie avec

pla.isir-

2. CARACTSRISATION DES ENSEMBLLS I~DENSES

Désignons par L le conoyau du morphisme de faisceaux M : o - P s en ten-
sorisant par £ , on ovntient une suite exacte 3
q P '
et — ¥ — L®:z ~— 0

o

*) 3 paraltre dans les "Inventiones".
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et, par partition de ltunité, une suite exacte pour les sections :

4x) - P - rxX,Lez) - 0.
&

On déduit de 1la que la propriété " Y est ! dense" ne dépend en fait que de

L, et peut slexprimer ainsi :

"Soit ¢ ¢ I'(%X,L %U) § Dpour qu'on ait ¢ =0 , il faut et il suffit que,

vacY, llimege $, de ¢, dams I © F =1L per ltapplication (identité ®
O, %
gérie de Taylor en a) soit nulle",

Posons V = supp(L) = {a€X|L, # 0} ; en tout point aeX-V, la dernidre condi-
tion est trivialement vérifide ; par conséquent, on peut supposer (quitte 3 rem-
placer Y par YN V) que l'ona Y cV , ce que nous ferons désormais. Pour
tout point a<V , soient P . (1 =is4(a)) les idéaux premiers de 0, asso-~

? .
ciés a L (Bourbaki [1]), et soit V, ; 1le germe en a de sous—ensemble analy-
9
tique~réel de X défini par P . (i.e. le germe des zéros de P, .). Désignons
a,1 2,1

encore par Va le germe de V en a y, la proposition suivante est bien connue :

PROPOSITION 2,1, On a Va,i SV, et V, = LlJ va,i (1=is2(a)).
Rappelons sa démonstration j soit 0 =N L, ; une décomposition primaire ré-
9

duite de 0O dans La y avec I .
g.l.

faisceau analytique cohérent de L , défini au voisinage de a , tel qu'on ait

(1), =L, ;5 onmaencore 0=N1L , donc l'application diagomale L -@(L/L;)
?

est injective, d'oh V_ =U supp(L/Li)a. Tout revient donc & montrer qu'on a

(L/L3)g = Ty 5

un idéal ‘b .
a

imai our . y soit L. un sous-
primalire p ‘pa’l g i

clegt-a-dire qulon est ramené au cas ou La est coprimaire pour

Dans ce cag, on sait qu'il existe une suite de compoaition

La = La91 o La,Z D eee 2 La’p+1 = O

soit monogeéne et isomorphe i O‘a/a . idéal pre-

a,i’? S\}a.,a.

a,v = *pa s Dpuisque La

contient un sous~module monogéne isomorphe a O’a/qaa s soient L., des sous-
e

JE

telle que La o, i+

niexr de S’a contenant 'Ba s on peut aussi supposer

faisceaux conérents de L , définis au voisinage de a , vérifiant ('f.i)a =L .,

a,i
on a encore, au voisinage de a , Li/Li_L1 ~0/3. , S}i un faisceau cohérent
T ok
dtidéaux vérifiant ( 9.) = Q. . ; par suite, on a, avec P= s
i‘a Qg P

supp(L), =V supp(Ly/Ly ), = J supp(0/25), = suep(9/p),

ce qui démontre la proposition.
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Remarque 2,2, Ia décomposition précédente de Vé ne doit pas &étre confondue
avec sa "décomposition en germes irréductibles" ; les deux décompositions n'ont

presque aucun rapport pour les raisons suivantes

Diune part, les Vé . he sont pas forcément irréductibles ; ensuite il se

gL

. x_a_- - i 3 3 ~ ]t i _D .
peut que llon ait V, C:Vé,j , Dbour # 3, soit que l'on ait Pa,i Ba, 3

9J.
("composantes immergées" de la décomposition primaire), soit encore simplement

parce que en amalytique~réel, le "Nullstellensatz" est faux. Naturellement dans
le cas amlytique~complexe, de ces troisg accidents,; seul le second peut se pro-
duire,

THEOREME 2.3, Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Y est lN~dense ;

b) Pour tout point a€V et tout i = 4(a) , ona vony, £y
9

(autrement dit : soit Vé ; un représentant de vV,  ; au voisinmage de a 3 alors
~ ] g
V. .NY estadnérent a a ),

a,i

Démontrons dtabord a) = b) . Raisonnons par llabsurde, et supposons qutil
existe un point af€V et un i tels qulonait V, ., NY = ¢ 5 il existe @ ,
Hd
section de L au voisinage de a +tel que le noyau de l'application

f b fp: Oé - La

gsoit égal a wa,i $ au voiginmage de a , soit P le faisceau cohérent d'idéaux
de O tel que (q}i)a =3, 5 llapplication f - f domne encore une suite exac-
te 0 - . - O - L; 1l'application naturelle L ~ L g'a est injective

(parce que, pour tout b, g, est fidélement plat sur O, , cf. Malgrange [1]

b
ou, plus simplement, parce que llapplication composée

Lb - Lb<® & - Lb‘a i
0% ° Gf ?

est injective, F_ étant fiddlement plat sur O] cf. Bourbaki [1]) s on peut

)
donc congidérer ¢ comme une section au voisinaze de a de L®: , dont le ger-
me en a est #0 5 soit yes(X) , égrl & 1 au voisimage de Y , et a support
compact ; si le support de | est assez vpisinde a , {p peut &tre considéré
comme une section de L ® ¢ sur X entier ; si de plus supp(y) N ﬁé,i nNY =0,
0

~

&
V, ; un représentant convemable de V_ . au voisimage de O , on aura (wq)b
? 7~ ]
pour tout <Y § a fortiori (ww)b = 0 , mais (¢p)a #0 , ce qui montre que Y

nlest pas ii—~dense.

Démontrons maintemant ) = a) . Le théoréme étant local, il suffit de le dé-
montrer au voisimage dtun point acX fixé, Nous allons procéder nour cela en

deux étapes :
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Etape 1

Supposons qulon ait L = 0/ 3, 3 faisceau cohérent d'idéaux, avec ea/ 3,

réduit, i.e. Sa. intersection dl'idéaux premiers § soit f une section de

o

au voisinage de a , vérifiant, pour tout point bEY voisin de a

fe 3 =
*p ¢ b%, F‘o ( 3.0) *
b
Il guffit de montrer qulon a fa £ 3& : en effet, dlaprés un théoréme classique

de Cartan-Oka, en tout point c¢V , assez voisin de a , CD’C/S“c est réduit, et
par conséquent, le méme raisonnement, appliqué & c¢ au lieu de a , montrera

o ~ z Y z
quton a fce Jo s ce gui est le résultat cherché,

HA

R On & J, =N Pa,i (1=4i=4(@)), donc, par platitude de F, sur O :

S’a =0 B3 § POT hypothése, on a, pour chaque i : Y N Va i # 0 5 ceci montre
? H

qutil suffit de traiter le cas ol Sa est premier, et, plus précisément, de dé-

montrer le lemme suivant :

IEMME 2.4, Soient I un faisceau cohérent d'idéaux, avec ga premier, Y un
sous—ensemble de V = supp(0/8) , avec Y #¢ , et £ une sectionde & au

~ A - ) e
voisinage de a , yérifiant v veY : f¢ % 3 alors, ona fe ‘:')a .

Pogons k = dim O’a/ Sa y on sait que, en fout point b€V voisin de a , on
a encore k = dim ef.o/ S'b , donc k = dim Fb/ Sb . Pour tout point beX , voisin
de a , soit ’}-Cb 1tidéal de F’o engendré par .‘Sb et Ifb s on sait (Tougeron
[1]) que 1a fonction b +— dim F.D /}C.b est semi-continue supérieurement au voi-
sinage de a (en un point ou i}, = F, , on pose par exemple dim Fb/}(‘.b =-1) 3
par hypothése, pour bEY , ona =3b , donc, puisque Y est adhérent & a,
on aura dim Fa/l{a z k.

N
Dtaprés un théoréme de Nagata-Zariski, ‘33 est premier (voir par exemple
une démonstration due & Serre, dans ialgrange [2]) ; d'autre part, on a .
A A
o 1. " - . - , 1 z . » =
dim Fa/ga,\' k, et 3 > I_ 5 il en résulte qu'on a nécessairement i, Sa )
dtou faeg

o 7 Ce qui démontre le lemme et achéve la premiere étape.

Btape 2 : le cas général :

Soit agV , et soit ¢ une sectionde L® ¢ , au voisinage de a , véri-
Vg
fiant, pour tout €Y voisin de a 3 Py = 0 . Pour établir le théoreme il suffit

de montrer qulon a :;Ba =0 ., Bn raisonnant comme dans 1l'étape précédente, il suf-
fit de traiter le cas ou La est coprimaire pour un certain idéal fpa . Repre-
nons alors les notations de la proposition 2.1., fin de la démonstration. Nous al-
lons démontrer, var récurrence descendante sur i (1 = i = p+1) , le résultat
suivant :
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LEME 2,5, Il existe &; o analytique au voisinage de a , avec 8 a,{‘pa R
- ?
possédant la propriété suivante : si & est une section de Li ® £ au voisi-
=0

mge de a , vérifiant, V beY : c:ob , ona g =0.

Pour i = p+1 , le résultat est trivial, puisque ip+1 = 0 . Supposons alors
le résultat acquis pour i+1 ; et démontrons-le pour i 5 soit ¢ 1l'image de o

dans l'espace des sections de (Li/ii-m) ge ~ S/Qia s si Qi =9, par la

premiére étape, ona ¢ =0 , donc en fait p est une section de Li (no-

® £
+1 o
ter que, par platitude de € sur O , 1llapplication

I,®¢e¢ » I;®c

vl
est injective y on peut donc considérer le premier comme un sous-faisceau du
second) j dans ce cas, le lemme est vrai avec 8; = 83,1 ° 5i au contraire
’Q',a # ‘Ba. y il existe h amalytique au voisinage de a , avec hae Qi,a et

1

ha. ¢ ipa § onaura hfy = 0 au voisinage de a , donc hp est une section de

T, e lemme sera i avec g. = hg,
1+1®‘/ et le lemme sera vrai ave 8; hgl+1 .
o
Achevons maintenant la démonsiration : soit ¢ une sectionde L ® 2 au voi-

v
ginage de a , vérifiant, Vv beY , Py = 03 ona gy¢-= 0 , donc en particu~

- ’: "A - 12 ’ . o
lier g, a%g = 0 . Come g, N ¢ P, » 1'homothétie g, a L, ~» L est )
injective § par suite (platitude de F_ sur G’a) 1'homothétie &, , : La -1
?

est aussi injective § par suite on a Cpa =0, ce qui démontre le théoreme.
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