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PROBLÈMES AU BORD DE TYPE MIXTE

POUR DES ÉQUATIONS PARABOLIQUES OU HYPERBOLIQUES

par Giuseppe DA PRATO

Introduction

Dans cet exposé on va étudier certaines équations différentielles hyperboliques
et paraboliques en utilisant la théorie des semi-groupes.

Lions [13] a étudié le problème mixte relatif à l’équation des ondes dans IP

en utilisant le théorème de Hille-Yosida sur les semi-groupes de classe C 0 [~ 8~
et Mizohata a généralisé ces résultats aux équations hyperboliques strictes dans

La [16].

Néanmoins il y a des problèmes que ne peut étudier par le moyen des semi-

groupes de classe Co , par exemple les problèmes mixtes relatifs aux équations de

Sohrödinger et des ondes dans LP (p 4 2) ou à des équations dévolution d t ordre

supérieur par rapport au temps [15], [ 2 ~ , [8].

Dans les deux premiers chapitres on va étudier deux types de semi-groupes généra-

lisés, les semi-groupes de croissance n (4] et les R-semi-groupes [5]~ [7~.

Dans le troisième chapitre on montrera qu’un grand nombre de semi-groupes relatifs

aux équations dîfférentiellez paraboliques et hyperboliques sont diun de ces types
et on donnera quelques applications.

On utilisera les notations suivantes :

X est un espace de Banach complexe (norme ll JI), est l’algèbre de

Banach des opérateurs linéaires continus sur X munie de la norme usuelle. Si L

est un opérateur linéaire dans XD L est le domaine de L, p(L) et a(L) sont

respectivement l’ensemble résolvant et le spectre de L et si 03BBep(L) , R(À,L)
est le résolvant de L [11]. Si nEN, Ln est la puissance n"me de L do do-

Itaine :

on pose enfin
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Chapitre I

SEMI-GROUPES DE CROISSANCE n

’~. Définitions .

DÉFINITION [ I.1 ]. Un semi-groupe de roissançe n, n entier non négatif dans

l’espace de est une application fortement continue G de ~+ dans

telle que:

b) est borné dans ]0,1] .

et G( t)x = 0, V telR 
+ alors x = 0.

d) Le sous-espace vectoriel engendré par

est dense dans X.

Un semi-groupe de croissance o est un semi-groupe de classe e o et vice-versa.

Dans la suite du paragraphe , G est un semi-groupe de croissance n sur X .

DÉFINITION [ 1 .2 ] , Le infinitésimal A de G est l’opérateur linéaire
dans X défini a,r ô

pour tout x tel ue la limite existe.

On démontre [4J les propriétés suivantes :
a) D A est dense dans X et A est fermable.

b) Si xzD. alors on a

c) G est à croissance exponentielle à l’infini ; à savoir il existe et

o)~R tels 

Remarquons que l’inégalité (Io4) entra îne l’existence de la transformée de
Laplace de 

2. Spectre d tordre n.

B est un opérateur linéaire fermable dans X .
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DÉFINITION [1-31. B est de type n , s’il existe une fonction analytique

S(X,B) définie sur un ouvert non vide Pn(B) de C à valeurs dans ;(x,x) telle

que :

a) DB est stable par rapport à S(l,B) pour tout et si XEDB on a :

b) Si xED B n+ 1 on a ,

c) Si et S(k,B)x = 0 alors x = 0 .

On supposera à savoir qu’il d’extension propre

de S(X,B) satisfaisant à a), b) et c) ; on dira alors que S(X,B) est le

résolvant d’ordre n de B, que Pn (B) est ltensemble résolvant d’ordre n de

B o (B) est le spectre d’ordre n de B.

Si B est fermé et de type o , alors on a 1

Remarquons que si B est de type n, nElN, et non de type n-1 et 

alors S(~, B)x n’appartient pas à D B pour tout XEX (autrement (x-B) 
appartiendrait à l(X ,X) et B serait de type n-1).

Observons finalement que si B est de type n , alors il est aussi de type
n+k pour tout kEN et pn+k(B) ~ p n(B).

Le contraire est faux ; par exemple,il peut arriver que a 0 o(B)=C et o1 (B) = C
(ChaP- III § 5 ~ .

3. Le théorème de caractérisation.

Le théorème suivant donne une caractérisation de la transformée de Laplace de

t G(t), G semi-groupe de croissance n.

THÉORÈME [1.1]. Si G est un semi-groupe de croissance n, alors son générateur

infinitésimal A est de type est contenu dans un demi-plan ReÀ  w

et le résolvant d’ordre n de A S(A,A) est égal à la transformée de Laplace
de G.

vérifie les majorations suivantes 1

Vice-versa si B est un opérateur linéaire fermable de type n, tel que son
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résolvant d’ordre n vérifie (1.8), alors il existe un semi-groupe de croissance n

G unique tel Que. si on appelle A son générateur infinitésimal et le

résolvant d’ordre n de A , on a S (03BB ,A ) = S(03BB,B).

DEMONSTRATION. On donne seulement le principe de la démonstration, les particula-
rités sont contenues dans 141-

La partie directe du théorème est une simple conséquence de ltinégalité (1.4) .
Pour démontrer la réciproque définissons d’abord les opérateurs approchants Bi :

Si n : 0, les B. sont les opérateurs définis par Yosida [17].Si n = Op les sont les opérateurs définis par Yosida [171.

Observons que Bix tend vers Bx pour tout 

Définissons successivement les semi-groupes approchants Gi :

Du développement

et des inégalités (1.8) il s’ensuit ~ 1

En vertu de cette inégalité et du théorème de Banach/Steinhaus, il suffit de démon-

trer la convergence de la suite pour tout xED 00. Pour cela il suffit
i B.

de faire dans l’identité:

la substitution a = B.t , p = et l’appliquer à un élément 
i j B

Il s 1 ensuit alors converge fortement vers un opéra teur borné G (t)
et on peut vérifier facilement que G : t - G(t) est un semi-groupe de croissance
n dont la transformée . de Laplace est égale à S(k B).

Remarque. En générale si A est le générateur infinitésimal de G, nous n’avons

pas légalité A = B .
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4. Semi-groupes de croissance n analytiques.

DÉFINITION [I. 4]. Nous dirons semi-groupe de croissance n G est analytique
si G est prolongeable dans un secteur "--Ï

à une fonction z - G(z) telle ue :

où 

Le théorème suivant donne une caractérisation des semi-groupes de croissance n

analytiques.

THÉORÈME [I. 2]. Si G est un semi-groupe de croissance n analytique, alors son

générateur infinitésimal A est de type nq 9 P (A), est contenu dans un secteur
et la norme du résolvant dtordxe n de A S(A ,A) vérifie9

l’inégalité suivante :

(I.,9) V 

Vice-versa si B est un opérateur linéaire fermable de type n , tel que son résol-
dtor&#x26;e n vérifie (I.9),alors il existe un semi-groupe de croissance n ana-

lytique G unique tel si on appelle A son générateur infinitésimal et
le résolvant d’ordre n de A, on a 

DÉMONSTRATION. partie directe est une conséquence de l’ identité 1

où

La partie inverse est une conséquence de l’expression suivante de la transformation

inverse de Laplace [4].

où

Exemple. Si B est générateur infinitésimal d’vn semi-groupe distribution analy-

tique [14J, ~3~~ il existe un polynôme p de degré n et un secteur S e tels que

on démontre alors,que le résolvant d’ordre n+1 de B vérifie la majoration (1.9)
[4].
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5. Problème de Caucl%V,

On démontre 141 le théorème :

THÉORÈME [I.3]. Soit B un opérateur linéaire fermé dans X satisfaisant aux

hypothèses du Théorème fl.11 et soit G le semi-groupe de croissance n associée

Alors Le problème de Cauchy s

f(t) est tel Que f(t)EDBn+1 et f(t) est continue, admet
B B

une solution ’unique u une fois diff’rentiable à valeurs dans X , La solution

u(t) se représente par s

est analytique et f = 0, alors u(t) est et
-r
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Chapitre II

R-SEMI-GROUPES

1. Définitions .

R-semi-groupe dans X est une application f ortement conti-
nue H de telle ue :

a) H(t)H(s) = H(s)H(t) = H(t+s)H(0) , V 

b) H(0) est injectif et est dense dans X Si de plus il
existe deux nombres FI et w tels ue

alors nous dirons lue G est de croissance exponentielle.

Si~ G(t) == H(t)H" (0) est un semi-groupe de classe 0... Si

G est un semi-groupe de croissance n, A son générateur infinitésimal et 

le résolvant d’ordre n de A, alors H(t) = est un R-semi-groupe

pour tout 

Soit j un semi-groupe distribution régulier exponentiel [141, U son générateur

infinitésimale p un polynôme de degré n et o~R tels que :

Alors on démontre [5] que H(t) = G(6 t)R n+2 (lo - U) 1 Re (6t masse de Dirac
concentrée en t) est un R-semi-groupe.

DEFINITION [II.2] . Soit Do le sous-ensemble des éléments x de X tels que

H(t)x soit derivable pour t = 0, alors le générateur infinitésimal A de H

est 1 t o2érateur 1

où

On démontre [5] que A est fermable.

2. Spectre module un opérateur.

U est un opérateur linéaire dans X de domaine Du dense dans X et B un

opérateur continu dans X injectif et tel que soit dense dans X~ V ndN~

Supposons en plus que si alors et UBx = BUx.

FINITION [ II.5’ ] . On dira qu’un élément X.EC est résilier pour U  (mod. B)
existe une fonction analytique dans un voisinage de X o

telle que s
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a) Si et on a

b) Si et alors et on a

On appellera ensemble résolvant p ~U~ de U (mod.B) l’ensemble des éléments

réguliers pour U (mod. B), de U le complémentaire de

PB(U) dans/ C .

Finalement on dira que la fonction analytique sur ~~. ~’~~ est le résol-

vant de U ~mod. B~.

On démontre [5] l’identité suivante :

qui généralise l’identité du résolvant.

3. I~e théorème de caractérisation.

Le théorème suivant donne une caractérisation de la transformée de Laplace
d’un R-semi-groupe :

H e s t un R-semi-groupe de croissance al ors

est contenu dans un demi-plan Rel  w , et le résolvant, (mod. 
de A est à la transformée de Laplace de 

De plus vérifie les majorations suivantes s

Vice-versa si U est un opérateur linéaire fermable dans X et B un opérateur

linéaire continu dans X tels- soit contenu dans un W

et que eu) vérifie les alors il existe un 

exponentiel H unique tel ~ue H(O) =13 et que 9 si A est in.fini·

tésimal. on a ~(À’U) = 
DÉMONSTRATION. On donne seulement le principe de la démonstration, les détails sont

contenus dans [5]. La partie directe du théorème est une conséquence de (II.1);
pour démontrer la, réciproque on définit les R-.semi-groupes approchants H  (t) :
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formellement on a H ~t~ = (cette expression n’a pas de sens
n

parce que n’existe pas en général).

En utilisant les majorations(II.2) on démontre que la série est uni-

formément convergente et que lion a :

On démontre ensuite l’identité

d’ où on déduit que la suite est convergente pour tout (DU) (qui
est dense dans X par hypothèse) .

Alors en vertu de l’inégalité (11.4) et du théorème de Banach-Steinbaus,il s’ensuit
que [%(t)J converge fortement vers un R(semi-grouge H (t). Si F (À) es t la

n n

transformée de Laplace de HnCt), on a l’identité:

d’où on déduit que (qui converge vers la transforme de Laplace de

X( t ) ) converge vers 

4. analytiques.

DÉFINITION [II.4]. On dira qu’un R-semi-groupe H est analytique si H 

longeable analytique dans un secteur

en une fonction z-~G(z) telle ue :

où KeR 

Le théorème suivante [6J donne une caractérisation des R-semi’-groupes analytiques.

THÉOREME [ll.2]. Si H est un X 

infinitésimal alors 0H(O)(A) est contenu dans un secteur 
- H 0 a

et la norme du résolvant (mod. vérifie suivante :
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Vice-versa si U est un opérateur linéaire fermable et B un opérateur linéaire
continu dans X tels ue contienne le secteur et vérifie

( ll , 6) alors il existe un R-semi-groupe analytique H unique tel que, si A est

son générateur infinitésimal. on a RB(03BB,U) -RB (l,A).

5. Problème de Cauchy,

On démontre [5] le théorème :

THÉORÈME [11.3 ]* Soit U un opérateur linéaire fermé et B un opérateur continu
dans X satisfaisant aux hypothèses du Théorème et soit H le R-semi-groupe
associé.

Alors le problème de Cauchy :

où f(t) est tel et UB -1 f(t) est continue admet une

solution unique u une fois continûmee-t différentiable à valeurs dans X.

La solution u(t) se représente par :

Si de plus G est analytique et f = 0 alors pour tout tER+.
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Chapitre III

APPLICATIONS AUX ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

1. Notations.

Si Q est un ouvert de R , est l’espace vectoriel des fonctions

indéfiniment différentiables dans Q et le sous-espace vectoriel de 6(o)
des fonctions à support compact dans n.

LP(n), p ’~ ~ ~ est la complétion de 0 (a) par rapport à la norme

a = t~..,c~ ~ est un multi-indice à composantes entières non négatives y on
n

pose 
-

et si 

(resp. I~’p(~) ) y p &#x3E; 1 , kEl-IJ est la complétion de 15(Q) 
par rapport à la norme s

2. Equations de Schrödinger et des ondes dans un ouvert borné,

Soit n -un ouvert borné de R de frontière 3~~ de classe C et A un opé-

rateur différentiel d’ordre 2m :

à coefficients de classe C  dans n .

On appelle la forme sesquilinéaire attachée à A :

et on suppose que :
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On appelle encore A la réalisation de 1 t opérateur différentiel (III.1) sous les
conditions d.e Dirichlet dans le domaine de A est :

On va maintenant étudier les problèmes mixtes relatifs respectivement à l’équation
de S chrödinger et des onde s :

Les identités :

montrent que pour avoir des majorations pour R(X ,àJl) et R(À ,3) dans le demi-plan
Re~ &#x3E; 0 il faut connaître le comportement de dans 

Pour p ~ 2 la majoration suivante est bien connue :

et pour p &#x3E; 1 on démontre ~2~ que &#x3E;

où est une fonction de 8 qui n’est pas connue.

On démontre le lemme s

LEMME existe un nombre positif N tel que :

où

et k est un entier tel que 
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DÉMONSTRATION. On donne le principe de la démonstration, les détails sont contenus
dans [6],

Soit et u la solution du problème :

Puisque ÀU - FELP(O) il s’ensuit que u est solution aussi du pro’olème t

et que l’on a

ici et dans la suite c représente une constante convenable.

En vertu dlun théorème de Sobolev, si P # 2n4 (on suppose ici n &#x3E; 4m) u ap-

partient à Lp(0) et llull p ~ cllull 
n-4m

partient à Lp(Q) et llullp » 
Avec ce choix de P, on obtient alors : ,

Alors si p = on a démontré le lemme, par récurrence et en utilisant lep 4m
théorème d’interpolation de Riesz, on prouve (III.8) pour tout p.

De ce lemme il s’ensuit que

et donc que iA est générateur infinitésimal d’un semi-groupe distribution, donc

d’un R-semi-groupe.

Du théorème [II. 3 ] on déduit alors [6] le

T1lÉ0 Le problème mixte :

où

et est continue our tout a tel que a~2m([o(p)] +3) admet une solu-

tion unique u une fois continûment différentiable à valeurs dans 3

Ici et dans la suite si [q] est le plus grand entier non supérieur à q.

Pour Inéquation des ondes on se place sur l’espace somme directe :
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et on démontre [6] la majoration : 1

Il s’ensuit alors le théorème :

Posons

alors le problème mixte :

où

et iPf(t) est continu pour tout a tel ue admet une solution

unique u deux i’ois continûment différentiables à valeurs dans 

Remarque  Les majorations (III.8),(III.9)ne sont pas les meilleures parce qu’elles
ont été obtenues en utilisant le théorème d’immersion de Sobolev ~ en conséquence

les résultats des théorèmes [III.1] et [III.2] ne sont pas les meilleurs possibles.

3. Équations de Schrödinger et des ondes pour le laplacien itéré dans Rn.

On pose 11..:= (-1 m A étant le laplacien dans R et on va chercher des

majorations pour la norme du résolvant plus précises 

La solution de l’équation

est donnée pe,r u = F. A. ~ f 9 où * représente le produit de convolution et F k
la solution fondamentale de ~-Â 2 . 1

On démontre 8 que utilisant alors, de l’inéga-
lité de Young, llull1 ~ llFlll1llfll1 et

évaluant exactement q on obtient alors [8] :
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En vertu de l’ inégalité :

et du théorème dlinterpolation de Riesz on obtient alors :

où Mt &#x3E; 0 et a(p~ est donné par :

et il s’ensuit :

S étant l’opérateur matriciel (£ §,) sur l’espace Du théorème

~II ·3~ . on déduit alors [7] les théorèmes : z

Le problème de Cauchy :

ou

et est continue pour tout a tel que a/ # 2m([o’(p)]+l)~ admet une so-

lution unique une fois continûment différentiable a valeurs dans 

Le problème de s 
’

ou

et DCtî(t) est continu -pour tout a tel admet une solution

unique u deux fois continûment différentiables à valeurs dans 

4. Équations dtordre supérieur.

Q est un ouvert borné de R y avec une frontière de classe e. r est le

cylindre dans ô
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On va étudier un problème mixte attaché à l’équation:

u fonction définie sur r, Ao constant non nul et Ak’ k = 1 ,..l opérateurs
différentiels à coefficients de classe Coo dans 0 d’ordre d = 2mk/1
d pair, d~=2m ~ k=1~2~...~).

On se donne un système d’opérateurs différentiels sur à coeffi-
J x 1

cients de classe C d’ ordre respectif b . ‘ 2m-1 , tels = 

on appelle r ~ m la fermeture dans du sous-espace

vectoriel de 
J -

On fait l’hypothèse suivante :

(A) Il existe un nombre réel 0 tel que n/2  6  TT et que

est un problème elliptique régulier dans le sens de Agmon-Douglis-Nirenbez-g [1 J..

On pose u.. = k = 0,1, , ...l-1, , l’équation (111. 13) équivaut alors au système :
le ~t k

qui peut s’écrire

où

On pose finalement

plus grand entier tel que b ~ 2m-kd



17

On démontre [2] l’inégalité

il s’ensuit alors que U est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de croissan-
ce n ; en utilisant le théorème on obtient alors [6] :

THÉORÈME problème mixte :

J2È F = admet une solution unique t fois continûment dif-

férentiable à valeurs dans 

Rema UOO Grisvard [12] a étudié un problème analogue -

par des méthodes différentes.

5. Un système

On va donner un exemple de semi-groupe de croissance n tel que, si A est son

générateur infinitésimal, on 

On utilisera pour cela un système dtéquations à dérivées partielles non ellipti-
que dans Lp  (1i9 ) .

Soit x : LP(Rn) , nEN, et A r opérateur matriciel sur X :

~ à laplaciendans 0 y

défini sur 3 à6 (,,n) . ~A est ferma’ble et on appelle encore A sa fermeture.

En utilisant l’inégalité de Young, on démontre que A est générateur infinitésimal
d’un semi;4roupe de croissance m-1 (et non de croissance m-2) analytique et tel

~.A. ~ = fi - .
En plus si m &#x3E; 2 , on a j(A) = C.
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