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PROBLEMES AU BORD DE TYPE MIXTE
POUR DES EQUATIONS PARABOLIQUES OU HYPERBOLIQUES

par Giuseppe DA PRATO

Introduction.

Dans cet exposé on va étudier certaines équations différentielles hyperboliques
et paraboliques en utilisant la théorie des semi~-groupes.

Lions [13] a étudié le probléme mixte relatif & 1l'équatien des ondes dans I°
en utilisant le théoréme de Hille-Yosida sur les semi-groupes de classe Co [18]

et Mizohata a généralisé ces résultats aux équations hyperboliques strictes dans
I [16].

Néanmoins il y a des problémes que l'on ne peut étudier par le moyen des semi-
groupes de classe Co s, par exemple les problémes mixtes relatifs aux équations de
Schrédinger et des ondes dans LP (p # 2) ou & des équations d'évolution d'ordre
supérieur par rapport au temps [15], [2], [8].

Dans les deux premiers chapitres on va étudier deux types de semi-groupes généra=-
lisés, les semi-groupes de croissance n [4) et les R-semi-groupes [5}, [7].

Dans le troisidme chapitre on montrera qu'un grand nombre de semi-groupes relatifs
aux équations différentielleam paraboliques et hyperboliques sont d'un de ces types
et on donnera quelques applications.

On utilisera les notations suivantes :

X est un espace de Banach complexe (rorme {| ||), £(X,X) est ltalgdbre de
Banach des opérateurs linéaires continus sur X munie de la norme usuelle. Si L
est un opérateur linéaire dans X,D;  est le domaine de L, p(L) et o(L) sont
respectivement 1'easemble résolvant et le spectre de L et si Aep(L) , R(A,L)
est le résolvant de L [11]. Si neN, L est la puissance n%me de L do do-
maine :

ne=1
D = {xeX 5 xeDy , IxeDy ,uue, L7 xeD;}

on pose enfin
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Chapitre I

SEMI-GROUPES DE CROISSANCE n

1. Définitions,

DEFINITION [I.,1]. Un semi-groupe de croissance n , n entier non négatif, dans

l'espace de Banach X est une application fortement continue G de B+ dans
£(X,X) ielle que :

a) G(t+s) = G(t)e(s) , V¥ t,seR .

b) “tnG(t)H est borné dans ]0,1] .

¢) 81 xeX et G(t)x = 0, V B alors x = O

d) Le sous~espace vectoriel engendré par

U {yex 5 y=G(t)x, xexX}

teB+

est dense dans X,

Un semi=groupe de croissance o est un semi-groupe de classe Go et vice=versa,
Dans la suite du paragraphe, G est un semi-groupe de croissance n sur X .
DEFINITION [ I.2 ], Le générateur infinitésimal A de G est l'opérateur linéaire
dans X défini par :

(1.1) Ax = 1am Hblx=x

mo 27

pour tout x tel que la limite existe.

On démontre [4] les propriétés suivantes :
a) D, est dense dans X et A est fermable.
b) 8i x:D, alors ona

(1.2) lim G(t)x = x ,
$-0
(1.3) 9§§%2§ = 46(t)x = G(t)Ax , ¥ xe,

c) G est & croissance exponentielle & 1'infini ; & savoir il existe MeR, et
weR  tels que :
(L.4) %6 ()| = Me¥t .

Remarquons que 1'inégalité (I.4) entraine l'existence de la transformée de
laplace de + G(t).

2. Spectre dlordre n.

B est un opérateur lindaire fermable dans X .
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DEFINITION [I.3]. B est de type n , neN, s'il existe une fonction analytique

EN

s(n,B) définie sur un ouvert non vide pn(B) de € & valeurs dans ¢(X,X) telle
que :

a) D]3 est stable par rapport & S(?\,B) pour tout Mpn(B) et 81 xeD_, ona 3

B
(1.5) BS(A,B)x = S(A,B)Bx ‘

b) Si X€DBI’1+1 on a :
(1.6) S(,B)(-B)* ' x = (A-B)™'S(,B)x = x o

c) Si =xeX, }\epn(B) et S(\,B)x =0 alors x =0,

On supposera S(A,B) maximal, & savoir qu'il n'existe pas _d'extension propre
de S(\,B) satisfaisant 3 a), b) et c) 5 on dira alors que S(A,B) est le
résolvant d'ordre n de B, gue pn(B) est l'ensemble résolvant d'ordre n de
B et que o (B) est le spectre d'ordre n de B.

Si B est fermé et de type o, alors ona

S(A,B) = R(\,B) , o (B) = o(B) et o (B) = 0o(B) .

Remarquons que si B est de type n, neN, et non de type n-1 et )\spn(B)
alors S(\,B)x n'appartient pas & Dy pour tout xeX (autrement (A-B) S(r,B)
appartiendrait & £(X,X) et B serait de type n-1).

Observons finalement que si B est de type n , alors il est aussi de type
o)
n+k pour tout kel et pn+k(B) pn(B) .

Le contraire est faux ; par exemple,il peut arriver que oo(B) =C et o (B) #¢€
(Crap. III §5).

3. Le théoréme de caractérisation.

Le théoréme suivant donne une caractérisation de la transformée de lLaplace de

t"G(t), G semi-groupe de croissance n.

THEOREME [1.1]. Si G est un semi-sroupe de croissance n, alors son générateur
infinitésimal A est de type n»n , 'Jn(A) est contenu dans un demi-plan Rel < w

et le résolvant dlordre n de A S(A,A) est gl 3 la transformée de laplace
de G.

(1.7) SOLA)x = =, [ o7 P ta(t)xdt, ¥ xex, Reh>w .
"0
De plus, S(A,A) vérifie les majorations suivantes :
k
(1.8) }]d S(Q'A)gl = el =T+ ReA>ow, keN.
ax n!(Reh-w)

Vice~versa si B est un opérateur linéaire fermable de type n, tel que son
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résolvant dlordre n vérifie (I.8), alors il existe un semi-groupe de croissance n

G unique tel que, si on appelle A son générateur infinitésimal et S(A,A) le
résolvant dlordre n de A, ona S(\,A) = S(A,B).

DEMONSTRATION, On donne seulement le principe de la démonstration, les particula-
rités sont contenues dans [4].

la partie directe du théordme est une simple conséquence de 1tinégalité (I.4).

Pour démontrer la réciproque définissons d'abord les opérateurs approchants Bi H

n+2

1 . . . .
B, = — (i7°s(i,B) - i) , el

$1 n=0, les B, sont les opérateurs définis par Yosida [17].

Observons que Bix tend vers Bx pour tout XGDEm .

Définissons successivement les semi-groupes approchants Gi :

Bit .
Gi(t) =e * idv, teR

9

Du développement

it
-—== o .nk+2k .k
Gy(t) = e SN N S T )

=0 k!(n+1)k

et des inégnlités (I.8) il s'ensuit :

< N
HGi(t)” =1 +=, teR

ol

En vertu de cette inégalité et du théordme de Banach-Steinhaus, il suffit de démon-
trer la convergence de la suite {Gi(t)x} pour tout xeDBw . Pour cela il suffit
de faire dans 1l'identité :

k n %
0 n - (- -0 2 . {1
R ORI Sy R
k=0 25! Y

+ eBsea(1-s)}ds(a—B) , «,peR
la substitution o = Bit y B = Bjt , 1,J€N et l'appliquer & un élément XGDﬁn .

I1 s'ensuit alors que {Gi(t)} converge fortement vers un opérateur borné G(t)
et on peut vérifier facilement que G : t —» G(t) est un semi-groupe de croissance
n dont la transformée . de laplace est égale & S(),B).

Remarque. En général,si A est le générateur infinitésimal de G, nous n'avons
pas 1'égalité A =B .



G. Da Prato, Problémes au bord de type mixte, chap. I 5

4. Semi-groupes de croissance n analytiques.

DEFINITION [I. 4]. Nous dirons qu'un semi-groupe de croissance n G est analytique

si G gest prolongeable dans un secteur =

Se={>\eC;]argM<b , A #0}, 0<o8 =n/2,

N

8 une fonction z - G(z) telle gue @

”znG(z)H = geRez s TV 2zeS,

1
o KR, et wck

Le théoréme suivant donne une caractérisation des semi~groupes de croissance n
analytiques.

THEOREME [T, 2], Si G est un semi-groupe de croissance n analytique,alors son
générateur infinitésimal A est de type n, pn(A). est contenu dans un secteur

oSy 5 welk, m/2 < 8 <7 et la norme du résolvant dlordre n de A S(A,A) vérifie
1'inégalité suivante :

(1.9) [S(L )] = M/ [h=w] , ¥ NeS o o

Vice-versa si B est un opérateur linéaire fermable de type n, tel que son résol=-

vant dtordre n vérifie (I.9),alors il existe un semi-groupe de croissance n ana-

lytiqgue G unigque tel gque, 8i on appelle A son générateur infinitésimal et
S(\,A) le résolvant d'ordre n de A, ona S(A,A) = S(A,B).

DEMONSTRATION, Ia partie directe est une conséquence de 1'identité

SO0 A)x = T, . e 2'6(z)az
P

Ip = {reC 5 A = Te™?, zeﬁ+}, 0=p<6,

Ia partie inverse est une consgéquence de l'expression suivante de la transformation
inverse de laplace [4].

n 1 t
£76(t) = -mjr &t s(h,B)ar ,

r=r,Ur_ et r, = [xeC s x=fre*l(”/2+e),o-§fr<+m} .
Exemple. Si B est générateur infinitésimal d'un semi-groupe distribution analy-
tique [14], [3], il existe un polyndme p de degré n et un secteur S, tels que :

IR ,B)| = polyn ([A]) , ¥ AeS,

on démontre alors,que le résolvant d'ordre n+l de B vérifie la majoration (I.9)

(4].



6 G. Da Prato, Problémes au bord de type mixte, chap. I

5. Probléme -de Cauchy.

On démontre [4] le théoréme :

THEOREME [I.3}.  Soit B un opérateur lindaire fermé dans X satisfaisant aux
hypotheses du Théoréme [I.1] et soit G 1le semi-groupe de croissance n associé.

Alors le probleme de Cauchy :

du

it - Bu + £(t) , u(0) = uo ’

o u,,d)Bm1 s F(t) est tel que £(t)eD o1 & rad f(t) est continue, admet
B

une solution unigue u une fois différentiable & valeurs dans X , la solution

u(t) se représente par :

u(t) = 6(t)uo + fz G(t-s)f(s)ds .

Si en plus G est analytique et f = 0, alors u(t) est apalytique dans tR+ et
u(t)GD s V 'bGB-_I_ .
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Chapitre II

R-SEMI-GROUPES

1. Définitions,

DEFINITION [II.1]. Un R-semi-groupe dans X est une application fortement conti-
me H de H_ dans £(X,X) telle que :

a) H(t)H(s) = H(s)H(t) = H(t+s)H(0O) , V t,seﬁ+

b) H(0) est injectif et H'(0)(X) est dense dans X V nell. Si de plus il
existe deux nombres M et w tels que

(11.1) JE(E)] = 1, v beR,

alors nous dirons que G est de croissance exponentielle,

si H(0)(X) = X, alors G(t) = H(’(;)H—1 (0) est un semi-groupe de classe C,6 « Si
G est un semi~-groupe de croissance n , A son génératemr infinitésimal et S(\,A)
le résolvant dlordre n de A, alors H(t) = S(Ao,A)G(t) est un Resemim-groupe
pour tout )\oepn(A).

Soit 9 un semi-groupe distribution régulier exponentiel [14], U son générateur
infinitésimal, p un polyndme de degré n et weR tels que 3

IIR(L,U)| = P(é?\]), V¥ Rel Z w »

Alors on démontre (5] que H(t) = %(s t)Rn+2

concentrée en t) est un R-semi-groupe.

(Ao,U), Re A= g (zs,G masse de Dirac

DEFINITION [II.2]. Soit Do le sous-ensemble des $léments x de X tels que
H(t)x soit dérivable pour t = 0, alors le générateur infinitésimal A de H

est 1'opérateuxr

Ax = Hf1(O)H’(O)X, Vv xeD,
ou
D, = {x€Do, HY(0)xeH(O) (X))

On démontre [5] que A est fermable.

2. Spectre modulo un opérateur.

U est un opérateur lindaire dans X de domaine DU dense dans X et B un
opérateur continu dans X injectif et tel que B(D Um) soit dense dans X, V nelN.
Supposons en plus que si xeDU y alors BxeDy et UBx = BUx.

DEFINITION [II.3 J. On dira qu'un &lément hroeC est régulier pour U (mod. B)
8'il existe une fonction A - RB()\,U), analytique dans un voisinage V(Ao) de Ao
telle que :
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a) 8i x<X et AeV(ho) ona
R_B(k ,U)Bx = BRB(}\ ,0)x ,

b) Si xcX et AeV(ho) alors RB()\,U)XGDU et on a
R_B()\ ,U0)(A=U)x = Bx .

On appellera ensemble résolvant pB(U) de U (mod. B) l'ensemble des éléments

réguliers pour U (mod. B), spectre cB(U) de U (mod. B) le complémentaire de
pp(0) dams C .

Finalement on dira que la fonction analytique sur pB(U)’ B.B(k ,U) est le résol-
vant de U (mOd.. B)o

Si B=1I,alors ona H_B()\ ,U) = R(},U) , pB(U) = o(U), OB(U) = o(U),

On démontre [5] 1l'identité suivente :
BR:B()\?U) = BB.B().L,U) = (U"'}\)RB()\ ’U)R-B(“’9U) 9 v >H.Upr(U)

qui généralise ltidentité du résolvant.

3, Le théoréme de caractérisation.

Le théoréme suivant donne une caractérisation de la transformée de Iaplace
d'un R-semi-groupe :

THEOREME [ II.1]. Si H est un R-semi-groupe de croissance exponentielle, alors
GH(O)(A) est contenu dans un demi-plan Rel < w , weR, et le résolvant (mod. H(O))
de A est égal & la transformée de laplace de H(t) :

2t
RH(O)(A A)x = fo e "V H(t)xdt , V xeX .

De_plus RH(O)()‘ JA) vérifie les majorations suivantes

dkRH(O)()\,A)!

_ Mk !

(L1.2) I =
aX 7 (Ren—w)E

i

9 Reh > w ’ kN

Vice~-versa si U est un opérateur lindaire fermable dans X et B un _opérateur

lindaire continu dans X tels que oB(U) soit contenu dans un demi~plan Re\ = w

et que Rp(1,U) vérifie les majorations (I1.2), alors il existe un Re-semi-groupe
exponentiel H unique tel que H(0) = B et que, si A est son générateur infini-

tésimal, on a RB()‘ ,0) = R'.B()‘ A).

DEMONSTRATION, On donne seulement le principe de la démonstration, les détails sont

contenus dans [5]. Ia partie directe du théoréme est une conséquence de (II.1);

pour démontrer la réciproque on définit les R-semi-groupes approchants Hn(t) :
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© k =] k+1
o 0 - e T G 0,

2
formellement on a Hn(t) =B e(n R(n,A)-n)t (cette expression nta pas de sens

parce que R(n,A) ntexiste pas en général).

En utilisant les majorations (IX.2) on démontre que la série dans (II.3) est uni-
formément convergente et que l'on a :

°

wt

(1I1.4) 1=, ()] , Vnel .

1A

Me

On démontre ensuite 1l'identité
(11.5) (H,(t) = £ (+))F = t{(w°Ry(n,U) - nB)
’
- (2Ry(m,U) - mB)) j’o B (ts)E (t~ts)ds

d'od on déduit que la suite Hn(t)x} est convergente pour tout x:B° (DU) (qui
est dense dans X par hypothése).

Alors en vertu de 1'inégalité (II.4) et du théoréme de Banach~Steinhaus,il s'ensuit
que {Hn(t)} converge fortement vers un R-semi-groupe H(t). Si Fn(x) est la
transformée  de Iaplace de H (t), on a 1'identité :

L

B B n
Fn(x) =%m ' ()\+n)2RB()\:\-n » 0)

d'ou on déduit que {Fn(k)} (qui converge vers la transformée de Iaplace de
H(t) ) converge vers B.B(k ,U)

4. R-semi-groupes analytigues.

DEFINITION (IT.4]. On dira gu'un R-semi-groupe H est analytique si H est pro-
longeable analytiquement dans un secteur

S, = {reC 5 larg 2| <8, A £ 0},0 <o =1/2

en une fonction z - G(z) telle que :

12%8(2)]| = Ke“Re? ¥ zeSy

’

L=

ou KelR_'_ t wk .
Le théoréme suivant [6] donne une caractérisation des R-semimgroupes analytiques.

THEOREME (II.2 0. Si H est un R-semi-groupe analytique sur X de générateur
infinitésimal A , alors O‘H(O)(A) est contenu dans un secteur S, , weR ,
/2 <9 < T et la norme du résolvant (mod. H(0)) vérifie 1'inégnlité suivante :
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(11.6) [Bygg0y (14| = TTP-%T , VohewtSy

U est un opérateur linéaire fermable et B un opérateur linéaire

Vice~versa si
continu dans X tels que pB(U) contienne le secteur w+S, et RB(A,U) vérifie

(11.6) alors il existe un R-semi-groupe analytique H unigue tel que, si A est

son générateur infinitésimal, on a RB(x,U) = RB(x,A).

5. Probléeme de Cauchy.

On démontre [5] le théordime :

THEOREME (IT.3 J. Soit U un opérateur linéaire fermé et B un opérateur continu

dans X satisfaisant aux hypothtses du Théordme [II1.27] et soit H le R-semi-groupe

associé.

Alors le probléme de Cauchy

du
at

ou uoeB(DU), £(t) est tel que f(t)eB(DU) et UB'1f(t) est continue admet une

solution unigue u une fois continfment différentiable & valeurs dans X.

Tu + £(t), u(0) = wo,

°

la solution u(t) se représente par :

u(t) = H(t)B_1uo + J‘t H(t=s) B"1f(s)ds .
0

DUm pour tout th+ .

Si de plus G est analytique et f = 0 alors u(t)e
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Crapitre III
APPLICATIONS AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
1. Notations.

Si Q est un ouvert de R° , nelN, €(Q) est l'espace vectoriel des fonctions
indéfiniment différentiables dans Q et DH(Q) 1le sous~-espace vectoriel de e(Q)
des fonctions & support compact dans Q.

1’@Q), p> 1, est la complétion de D(Q) par rapport & la norme

Iy = [aG® a0/,
Q

= (04 yo ,...,an) est un multi-indice & composantes entidres non négatives, on

pose o
‘O‘/l = 121 R
et si wed(Q)
¥ 1 ag"‘! u n
u = -i" ’ (Xl ,3{2 ,ot.,xn)€B

S n
OXllaXégoo‘ an

Hk;p(Q) (resp. Hlf’p(Q) ), p>1, kel est la complétion de &£(Q) (resp. H(Q) )
par rapport & la norme :

“u

o = | 5, 1970

iC(‘:

2. Bquations de Schrddinger et des ondes dans un ouvert borné.

Soit O wun ouvert borné de B™ de frontidre dQ de classe C et A un opé-
rateur différentiel dtordre 2m :

(1I1.1) Au = -l b "‘(a»a:rj Dsii) , ud@)
oi=m
)

B_.

N

Ty

I

& coefficients de classe ¢” dans Q .

On appelle jz'(u,v) la forme sesquilinéaire attachée & A ¢

(11%.2) Au,v) = - z f a, DBu v ax , u,ve H(Q)

l
;»‘3

_g___

et on suppose que :

(111.3) - A(u,u) = Vi, v ued (@) .
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On appelle encore A 1la réalisation de 1l'opérateur différentiel(¥IE.T) sous les
conditions de Dirichlet dans ILP(Q), le domaine de A est :

D, = H°P(Q) n #RP(q)

On va maintenant étudier les problémes mixtes relatifs respectivement & 1'équation
de Schrddinger et des ondes :

(IT1.4) Lo, o) =u
LH-Q M=o, v-&
(II1.5) u(0) = u, ,
ut(0) = vo
Les identités
R(A,iA) = =iR(=-ir,A) , R(\,®8) = (2 >%)R()@ A) Rex > 0

montrent que pour avoir des majorations pour R(A,iA) et R(A,3) dans le demi-plan
Rek > 0 il faut connaitre le comportement de |R(A,A)]| dans C-R_ .

Pour p =2 la majoration suivante est bien connue :

1

(II1.6) IR LA), = 3] cos 672 ° reC-R_, 0 = arg )
et pour p>1 on démontre [2] que :
(I1L.7) RO, = T_g.?-l , AeC-R_, © = arg A
i
o M(6) est une fonction de © qui n'est pas connue.
On démontre le lemme ¢
IEMME [III,1].I1 existe un nombre positif N tel que @
. 142 )o(®)
| P =
(III.8) ‘!R(A,A)”P = Nm 5575, MCR_, 0 =arg)
ol
= n(p~2)/(4mp) si p = 2n/(n~4mk)
o(p)

= (k#1)(1+p)(p=2)/p (p > O arbitraire) si p > 2n/(n-4mk)

et k est un entier tel que 4 mk = n < 4m(k+1).
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DEMONSTRATION, On donne le principe de la démonstration, les détails sont contenus
dans (6],

Soit f:Lp(Q) et u 1la solution du probléme :

.

Au - Au = £ | ueﬂg(Q) .

Puisque Au = fngQQ) il s'ensuit que u est solution aussi du probléme :

Au =2 -f, ucHo (Q)
et que 1l'on a
[l = oM+ 12,3

ici et dang la suite c¢ représente une constante convenable.

En vertu d'un théoréme de Sobolev, si p =
. . <P
partient & I5(Q) et Hqu s cHuH2m92 .

n . .
e (on suppose ici n > 4m) u ap-

Avec ce choix de p, on obtient alors :

IIA
A

SN

1+)
c! ”f”p ¢

c{Hpr + cosx; 2 ”fHZ}

A

cos 6/2
n

e on a démontré le lemme, par récurrence et en utilisant le
théoréme d'interpolation de Riesz, on prouve (III.B)pour tout p.

Alors si p =

De ce lemme il s'ensuit que

[IR(,18)) ) = (1 + M)"(P) , Re) > 0
et donc que iA est générateur infinitésimal d'un semi-groupe distribution, donc

d'un R-semi~groupe.

Du théoréme [II.3] on déduit alors [6] le

THEOREME [IITI.1]. Le probléme mixte :

Y- iAu + T, u(0) = uo

OJ|O/
ot

neei2mlo®@I3)5p (o) - p()e2mllo@IB)ie () | v

+

et DYf(t) est continue pour tout o tel que |o'

1A

2m([o(p)]+3) admet une solu~
tion unique u une fois continfiment différentiable & valeurs dans @) .

Ici et dans la suite si qeR, [q] est le plus grand entier non supérieur & g.

Pour 1téquation des ondes on se place sur l'espace somme directe 3

x = B9P(q) » 1P(Q)
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et on démontre [6] la majoration :

(111.9) RO B = N(“mg)cw Reh > 1

o , , ¥>0.,

Il stensuit alors le théordme :

THEOREME [ IIT.2]. Posons

= ([20(p)1+3)/2 si  o(p)  est impair
x(p)
= ([20(p)]+4)/2 si  o(p) est pair

alors le probléeme mixte
A2
ocu
5E C At L

u(0) = wo, u'(0)

Vo

oK (P) 3P () voer2mX(P)P () £(1)er22x(P) 1) ()

et D¥f(t) est continu pour tout o tel que lo| = 2mx(p), admet une solution
unique u deux fois continfment différentiables & valeurs dans LP(Q) .

Remarque. Les majorations(III.8){III.9ne sont pas les meilleures parce gqutelles
ont été obtenues en utilisant le théoréme d'immersion de Sobolev ; en conséquence

les résultats des théordmes[IIL1]et[IIT.2] ne sont pas les meilleuwrs possibles.

3. E'quations de Schrddinger et des ondes pour le laplacien itéré dans R",

On pose A = (=1 )m-1 A%, A étant le laplacien dans R™ et on va chercher des

ma jorations pour la norme du résolvant plus précises que (III.8), (III.9).

Ia solution de 1l'équation

Mo-Au=f , £ ®") , rcC-R

- 7

est donnée par u = FK * £, ol ¥ représente le produit de convolution et F}\

la solution fondamentale de A-A : )
n m-1 eigx n
Fo(x) = (2n)™ (1) as xR .
)\ ‘f n §!2m+)\ >

=Y 1 . ’
On démontre [8] que si AeC-R_ ,alors F, el (B™) sen utilieant alors,de 1%inéga-
1lité de Young ,Huih = |in1{1}|3‘.‘”1 ot

‘en évaluant exactement H]i‘)\:}1 , on obtient alors [8]

. . 1
(I11.10)  |ROA)|, = W/ (jr| (cos 9/2)(n+ )/2 , O=argi, >0,
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En vertu de 1'inégalité :
IROLAN, = 1/(]A] cos 9/2),

et du théoréme dtinterpolation de Riesz on obtient alors :
(1rr.11) RO A, = 10/ (cos 8/2)%P))

o M'>0 et ofp) est donné par :

=9;1;l-%-3-, si 1 <p<2

o(p)

o R(p) - B2 i o=
_p_1(n1) ==, si p=z2

et il slensuit :

1A

RO 1)1 M1x|°‘(p)"1/(Rex)°‘(P), Re\ > 0 ,
(IIT.12)

1RO\ 43)| 2Mm"’(1°)"1 /(rer)(P), Re) > 1

I,
® étant 1lopérateur matriciel (g (]):) sur 1'espace HUPER™) @ IP(®™). Du théordme
@I.3]. on ddduit alors [7] les théordmes :

1A

H

THEOREME [III.2]. Le problime de Cauchy :

du

o ()™ %+ £, u(0) = u

uoe2Ble@) )o@y iy Pulle(@) )@y |y g

+ 9

et DYf(t) est continue pour tout o tel que |of = 2m([a(p)]+1), admet une so-
lution uwnigue une fois continfment différentiable & valeurs dans IP(R™).

THEOREME [I1I.4]. Le probléme de Cauchy :

N2 __
%#: (-1)In 1Amu + f,
u(0) = u, u'(0) = vo ,

hY
ou

T eere0) 1) pgay L m(la(@)141) iRy e(v)em(la(@]) e o &
+4-

et DYf(t) est continu pour tout o tel gue lo| = m([«(p)]+1), admet une solution
unique u deux fois continfiment différentiables & valeurs dans IP(R").

4. gguations dlordre supérieur.

Q est un ouvert borné de IRn, avec une frontiére de classe Cm, I' est le

cylindre dans Bn+1 H




16 G. Da Prato, Probldmes au bord de type mixte, chap. III

r = {(x,t), %, teR}

On va étudier un probléme mixte attaché & 1'équation :

) Sk,
(III.13) oA L =0, Ll
k=0 3t

u fonction définie sur I, A, constant non nul et A, k= 14000yt oOpérateurs
différentiels & coefficients de classe C  dans Q dlordre d = 2mk/1 (m,%,delN,

dpair, d~€=2m ) k=1,2,ooo,)?/)-

On se donne un systéme d'opérateurs différentiels sur Q: {B (x,D )}1 a coeffi-
cients de classe C° d'ordre respectif b. = 2m-1 , tels que b, = b3+1 J=T1yeee,m3
on appelle Hk’p(Q $ {BJ} ), *=m, la fermeture dans Hk’p(Q) du sous~espace

vectoriel de Hk’p@Q)
{‘U.‘C (Q) B U.(X) = O Vxe , J = 1,0..,1‘} .

On fait 1'hypothése suivante :
(A) I1 existe un nombre réel © tel que m/2 <9 <7 et que (J%$,{Bj}? , ) ol

L

a ik kd
(III.14) chp(x,DX,Dt) - 150 e P a, , Dp

est un probléme elliptique régulier dans le sens de Agmon=-Douglis-Nirenberg [(17..
k
On pose W = 9 ; Jk =0,1,.0.,0-1, 1'équation(III.13)équivaut alors au systéme :

ot
f 8tﬁ
1 1]k+1 9 k=o, 9000’2-2 9

£2=1

- 1
St TR, E Aok Y
L =0

qui peut s'écrire

z'(t) =

Z= (uO ,u ,.oo,uz_.])

21
U(uo,..o,u£_1) = (ul ,uz ,.oo,u£_2!-1/A kzo Z"kuk)

On pese finalement

X = @ g0k P {B 1), m_ plus grand entier tel que b = 2m-kd
k=1 m,

L]

L DU HZm-(k—‘l )d,p(Q {B 3m)

L_1
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On démontre [2] 1'inégalité

!JZ-Z
9

(1I1.15) IR U)Y = M|

1A

VA€o0

il s'ensuit alors que U est générateur infinitésimal d'un semi-groupe de croissan~
ce n 5 en utilisant le théordme [I1.2] on obtient alors [6] :

THEOREME [III.5].Le probléme mixte :
£ k

A = teR xen
L~k k ! +? i
k=0 ot

P Bju(t,x) =0 , teﬁ+ s %X 3 J=0,15ee0.m

akug t,%)

ot

o F= (f 25 geessf f 1)5]10)z s admet une solution unique ¢ fois continfiment dif=-
ferentlable 4 valeurs dans I*(Q).

o-_-'fk(x), k=o’ ,...,2‘1, XfQ .

Remarque. Grisvard [12] a étudié un probléme analogue

£ k
(fk = O, k = O,..-,Q-J ) 2 Az.k a—BLt-f{'J-Cl = f ] f€Lp(F) )
k=0 ot

par des méthodes différentes.

5. Un systéme,

On va donner un exemple de semi-groupe de croissance n tel que, si A est son
générateur infinitésimal, on a o(4) =

On utilisera pour cela un systéme d'équations & dérivées partielles non ellipti-
que dans IP(R™).

-

Soit X = IP®™) ® IP(R™) , neN, et A 1l'opérateur matriciel sur X :

A 52 )m
A = mell , A laplacien dans R®
( 62 - A)m
3% 1 /
def:.nl sur :f)(lR ) @ B @Y. est fermable et on appelle encore A sa fermeture.

En utilisant 1'inégalité de Young,on démontre que A est générateur infinitésimal
d'un semi+groupe de croissance m-1 (et non de croissance n-2) analytique et tel
ue o, @) =8_.

En plus si m>2, ona o(A) =
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