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ZONES D'ANALYTICITE DES SOLUTIONS ELEMENTAIRES

par ¥F. TREVES

. Je vais décrire rapidement certains résultats obtenus en collaboration avec
Monsieur M. Zerner, du Département de Mathématiques de Nice. Ces résﬁltats ne
stappliquent qu'a des opérateurs différentiels (sur mn) a coefficients constants.
I1 s'agit de montrer que, pour une classe de tels opérateurs, on peut construire
des solutions élémentaires qui sont des fonctions analytiques en dehors d'un cer-
tain cdne algébrique de R (distinct de R" entier et dépendant, bien entendu !,
de ltopérateur différentiel). Le résultat en question est bien connu dans le cas
des opérateurs strictement (ou fortement) hyperboliques, grice aux travaux de
Leray, Mizohata (qui 1'étendent aux systimes & coefficients analytiques) : dans ce
cas, le céne algébrique en dehors duquel la solution élémentaire est analytique

n'est autre que le cdne bicaractéristigue. Le résultat est connu aussi dans le cas

des opérateurs différentiels, en fait des systémes a coefficients analytiques, pa-
raboliques (au sens de Petrowsky) 5 sur ce sujet, voir les travaux de Kotaké. Le
cdne algébrique "singulier" est dans ce dernier cas lthyperplan t = O, Ceci est
encore vrai dans le cas de 1'équation de Schrédinger, pour laguelle la solution
élémentaire se construit directement de fagon élémentaire, Enfin, d'apres Ggrding,
il ne serait pas difficile de vérifier que tout opérateur différentiel de la forme
P(3/3x), ot P est un polyndme homogdne réel sur R” dont le gradient est el-
liptique (i.e. & caractéristiques réelles simples), possdéde une solution élémen-
taire qui est analytique en dehors du cdne bicaractéristique, c'est-a-dire du cdne
qui est la réunion des droites x = t grad P(g) (teR) lorsque §an varie en
vérifiant 1'équation caractéristique P(E) = 0. Clest 1'étude de ce dernier type
de polyndmes qui est & l'origine du travail que je vais décrire 3 il s'est agi
tout dtabord de supprimer la condition que P soit homogéne. Nous verrons que le
résultat est encore vrai (dans la définition des cbnes caractéristiques et bica-
ractéristiques, il faut naturellement remplacer le polynéme P par sa partie
principale Pm , clest-a-dire la partie homogéne de degré meaximum, m, de P ;
ainsi donc, et ceci dans toute la suite, le degré de P sera noté m).

Enfin, il nous faut bien signaler que le résultat est aussi connu -~ depuis
assez longtemps ~ dans le cas elliptique : ici, le cOnes en dehors duquel les solu-
tions élémentaires (dans leur totalité) sont analytiques, se réduit & 1'origine.

Cette note se subdivise en quatre parties : 1°) énoncé du critdre obtenu ;
2°) exemples d'applications ; 3°) esquisse de la démonstration ; 4°) conséquences

de l'existence d'une solution élémentaire qui est analytique dans certaines zones.
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1°, Enoncé du critére fondamental

Nous considérons un polyndme P & n variables, a coefficients complexes j;
P(a/ax) sera 1'opérateur différentiel que l'on étudie. On considére aussi un se-
cond polyndme Q€C[X1,...,Xn], de degré d, homogene s la variété des zéros réels
de Q, { xeR™; Q(x) = 0}, sera le cdne algébrique en dehors duguel la solution

élémentaire construite sera analytique.

. . . 1 ’ ..
THEORMME 1. Supposons qu'il existe une application C', v : R® »R”, bornée ainsi

que toutes ses dérivées premidres, avec |v(§)| =1 si |g| 21, et des constan-
tes py Toy 8, C, C> 0 telles oue l'on ait, pour tous T = 1o, E€R , le] =z oT,
(1) |P(g + itv(g))lz e,

grad P(E+1TV(E)), < r |0
(2) lalr P(e+itv(g)) - C(T+‘§‘) '
(3) et pour tout n-uple B de type Q (voir ci-dessous), B # O,
(B) (erirv(e
8|\ B2 (eriTv(e)) o(|g]-1)
1o Er s = oty le!

Dens ces conditions, le polyndme dlfferentlel P(D) posséde une solution &lé-

rentaire gui est amalytique dans 1'ouvert

{xB"; Q(x) £ 0}
Nous disons qu‘un n-uple B = (Bl”"’Bn) est de type Q si Bj = 0 pour
tout j tel que Q(X) ne dépende pas de la variable Xj' Ia démonstration du

théoréme 1 va se faire par construction : on construira la solution élémentaire E
de la fagon suivante. On prendra E = Eo+h, ou h sera une fonction entiére de

type exponentiel, et BEo, 1la distribution définie par
” U
(4) <Bo , 1> = IS ?{%% @T(g)dg 9
T

ol u est un élément arbitraire de Cz(Rn), 4 sa transformée de Fourier,
u(x) = u(-x), T un nombre réel = 7o,
= {geﬂn 5 Im ¢ = 7v(Re )} ,
(g) #(r™ Re ), avec : |
¢ CE®Y), 0=g=1, g€) =0 si le| <o, #(g) =1 si |g| >2p

2" . Exemples d'applications

-2°.1.~ Opérateurs & partie principale réelle et & caractéristiques réelles simples

Dans ce cas, donc, P (g) est réel pour tout geﬁn et grad Pm(g) ne stannu-
le @ans R ) que si € = O. Montrons d'abord ce qu'il convient de prendre comme
polyndme homogéne Q. Un raisonnement élémentaire d'algeébre montre que, sous les
hypothéses précédentes, la réunion des droites t grad Pm(g), lorsque Pm(g) =

(et € #0), et de ll'origine (car les droites précédentes peuvent ne pas exister !
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clest le cas elliptique), constitue un cbne algébrique, donc 1l'ensemble des zéros
réels d'un polyndme homogene (qu'on peut évidemment prendre & coefficients réels
- comme clest toujours le cas d'ailleurs, lorsqu'on veut appliquer le théoréme 1)
qui sera notre polyndme Q.
Quant a l'application v, on prendra
grad P (&)
v(e) = X Pm(gjl' pour ]gl =21,

Le fait que les conditions (1), (2), (3) du th. 1 soient satisfaites découle de la

N

propriété suivante, facile & vérifier :

(5) Il existe ¢ > 0, = 1 tels que, pour tout 7 = 1 et tout geﬁp, lel = pr,
. -1
|P(g+itv(e))]| = c¢(‘§‘+7)m .

Bien entendu, le cdne qui contient les singularités de la solution élémentaire
construite, c'est-d-dire la réunion des droites + grad Pm(g), avec Pm(g) = 0,
est le cBne bicaractéristique de P(D).

Ainsi se trouve couvert le cas strictement hyperbolique, les équations ultra-
hyperboliques, ainsi que les elliptiques, méme a coefficients complexes comme on
le voit en remplagant P(D) par P(D)F(D).

2°,2,.~ Polyndmes différentiels semi-elliptiques

Exceptionnellement, dans ce paragraphe, m désigne non pas un entier mais un

n-uple (u&,...,mh) dtentiers = 0 5 si p est un autre n-uple, on pose
n
‘P : m‘ = 321 pj/mj y
et on choisit m assez grand pour que
PX) = = ax’.
|pem|=1
Si 1'on peut de plus choisir m tel que Pm(X) = by a x® ait comme unique

!p:m| =1
‘ ” . ’
zéro réel 1l'origine, on dit que P(D) est semi-elliptique ; m est déterminé sans

ambiguité puisqu'alors m, est exactement le degré de P par rapport & X. .
On posera [g!m = lg11nh+u..+&gn{mn (geCn). Supposons que P(D) soit semi-
elliptique de "multi-degré" m ; alors, il existe des constantes ,C > 0 telles

que, pour tout g,qﬂeﬁn vérifiant |§[m = P‘ﬂlm9 on ait :

(6) T+ 1g|™ + 0™ = c(1 + |P(g+in)]).

Notons d(g) 1le degré du polyndme P(Tg) par rapport & l'indéterminde T et Vf
le sous-espace vectoriel de R" formé de O et des £ # O tels que d(g) soit

minimum sans &tre maximum. Il résulte alors immédiatement du th. 1 et de (6) que

P(D) posséde une solution &lémentaire analytique dans le complémentaire de VP .

Les polyndmes différentiels elliptiques, paraboliques et antiparaboliques

(au sens de Pétrowsky) sont semi-elliptiques. Tout polyndme différentiel semi-
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elliptique est hypoelliptique (voir Hérmander [1], Th. 4.1.8). Dans le cas parabo-
lique ou anti-parabolique, le sous-espace vectoriel V? est 1lthyperplan t = O.
2°.3, Le polyndme différentiel de Schrddinger

I1 est bien connu que l'opérateur différentiel
1
76/6t) + (3/om ) +eoot (3/0x P

posséde une solution élémentaire amalytique pour t # O, par exemple
. /

4 2
B -G 1) oo 2l

o Y=0 pour t<0 et Y=1 pour t = O, Convenons d'écrire xo au lieu de
t, et Eo pour la variable correspondante aprés transformation de Fourier. On
peut vérifier (mais c'est plutdt pénible !) que les conditions (1), (2), (3) du
th. 1 peuvent &tre satisfaites pour un choix convenable de v. Bien entendu,
Q(g) = €0 . Bornons-nous & signaler qu'on peut prendr?

v(go,g) = (alge,g),8)al(ge,8) + [g|2177,
avec a(Eo,E) = (1+€%)¢(a)’ o
0=¢g=1, g(a) =0 pour o

go/(1+]g]®), et # une fonction ¢® de a réel,
0 et @(e) =1 pour o = -1.

v

3°. Principe de la démonstration du théoréme 1

On se rapporte & la formule (4) qui a un sens, et définit bien une distributio

-~

sur R, & cause de (1). On remarque que u = P(D)v,

< EBo,i> = J‘S 9(c)2 (0)ag = v(0) - [ b (x)v(-x)ax,
T
ol Iy est une fonction entitére de type exponentiel. En prenant pour h une so-
lution, fonction entidre de type exponentiel, de P(D)h = h , on voit que Eo+h
est une solution élémentaire de P(D). Il suffira donc de montrer que Eo est
analytique en dehors du céne d'équation Q(x) = O. Pour cela, il suffira de prouve
que, pour tout ouvert borné (Q de Rn, il existe des constantes AM,N = 0O et un
entder k =1 tels que, pour tout n-uple p, |p| 2N, et toute fonction
ueCm(Q),
(7)0 l@kxpleE u>! < Mxp‘H ' A!p”x‘
oy = p! f e |u(x)|ax .

L'entier k sera choisi (voir p.15) de manidre & vérifier |p|e(k-4)/4 = |p|+n+l
pour tout n-uple p, |p| = n+l.

I1 faut souligner le fait que E. dépend du choix de T 5 pour bien marquer
cela, on écrira Eo(t). En réalité, nous choisirons + une fois pour toutes (1
sera grand). En supposant |p| > v, on a, évidemment,

Bo(r) = Bo(|p]) + (Bo(7) = Eo(|p|)) -
A partir de cette remarque triviale, la démonstration sleffectue en deux étapes :

on commence par prouver (& l'aide du th. de Stokes et de majorations évidentes) que
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si vz,

< Bo(r) - Bo(r1),02(@/Pla) 5| 5 21 oy llemet 2 ixl g g,
ol la constante M!' ne dépend que de l'ouvert Q et du nombre , qui définit ¢
(voir th. 1). L'estimation précédente entraine aussitdt que la différence
Eo(1) = Bo(|p|) vérifie une inégnlité du type (7). Reste & prouver que ceci est
vrai aussi pour Eo(|p|). C'est la partie un peu "dure" de la démonstration. On
pose désormais t = |p|. Par intégrations par partie (et & 1'aide de la formule de
Leibniz), on commence par établir 1l'identité suivante, ol R est un polyndme arbi-
traire, f(g) = QP/P(g) :

(8) J ] £(c)R(-p )a(0) e (0)ag = To + A Iy s
t

ou 1'on a posé :
Io =J‘S [r(p)(0)I0(e)e (e
t

I, = 'ql!'fs (-Dg)q'{[R(Q)(Dg)f(g)Jﬁ(g)}d@t/\dgl/\...Ad/g\j/\.../\dgn ,
t

ot g #0 et ot j, entier compris entre 1 et n, et q!' sont choisis une fois
pour toutes de manidre & vérifier D% = Dq'Dj (le chapeau dans le produit exté-
rieur signifie, comme d'labitude, que le terme couvert doit &tre omis). Ia formule
(8) est & peu prés évidente ; on majore séparément les quantités Io et Iq pour
g4 # 0. Ces dernidres sont faciles 4 estimer, car le support de d@t se projette
dans un compact de ll'espace réel ; bien entendu, le diamdtre de ce compact dépend
de t = |p|. Dans 1l'estimation de Iq , @ # 0, on applique les formules de Cauchy
en intégrant sur un n-cycle qui "tourne" A une distance ¢t du compact
8, N (supp d@t).

Reste & estimer |Io| 5 c'est ici que les calculs deviennent un peu pénibles.
On prend évidemment (comme on l'aura fait pour I, a £0), R = &lol 1o it
que Q (et donc aussi R) est homogéne intervient ici pour la premidre fois (mais
de fagon essentielle !) et nous permet d'appliquer un lemme qui donne 1'expression,
pour toute fonction d”g et tout polyndme homogéne H & n variables, de
g H(D)(1/¢g) : 1 ) (v) (@) @)

g HD)(QD = T U (R, BN (R,

laf =k

ou n est le degré de H, g(v) est le vecteur dont les composantes sont les

g(P) avec [p‘ =v, et ol les UZ sont des polyndmes universels, clest-a-dire ne
dépendant que de ®, o et du nombre de variables, soit n, mais non des coeffi-
cients de H ni de g. En outre, UZ(X(Q),G..,X(V),...) jouit de diverses pro-

priétés d'homogénéité par rapport aux X v , nommément

(9) (T xC) L m®) L - Tl“‘u’;(x(z),...,X("),...).'
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on a de plus U = (-1)* «t, UZ =0 si |af =1, et
(10) HU’;“ = & - |o| + 31,

ot 1la norme d'un polyndéme U, ||U], en un nombre quelconque de variables gj est le

mximum de |U| sur le cube unité ‘gj] =1 de 1'espace complexe.

(n applique ces renseignements & la majoration, sur S de

R@)2)| = 11 @) (B

On applique la formule de Leitniz & plusieurs reprises, et finalement on se raméne

t’

z . ’ k
& majorer la valeur absolue de quantités complexes du genre (ol 1l'on a posé Q = Q,
pour simplifier )

e de;pl_r(P(e) (1) 50) <Utpi>P<1

Z, = 5 geoe)Qy < Yooy P )
prise sur S, ; dans 12 sommation précédente, o = (01,...,0‘ ) estun |p|-uple
de n~uples o5 3 cs =s8!/(oytees o !’) @ =sr; T est de type Q (voir p.4)
et <p (i.e., x5 s py pour tout j = 1,...,n) 3 la sommation s'effectue par rap-
port & s sur l'ensemble des n-uples de type Q de longueur = kd|p| (4 = deg Q),
et par rapport & o sur l'ensemble des (cl,...,c| ‘) vérifiant gl+...+olp! = 8.

I1 ne reste plus qu'a appliquer (2), (3), (9) et (10) et & compter sur ses doigts:
si la longueur d'un n-uple o, est < k/2, le polyndme @'°J/ aura au moins

k/2 facteurs Q et on pourra appliquer (2). Dtautre part, le nombre v(s) de
n-uples o (faisant partie de o) de longueur < k/2 vérifie

Is| = %(p| - v(o))-

Compte tenu de ceci, on obtient

(11) !Zr‘ = NQP’+1 ?:TETQe‘p’(k-4)/4 ch(kd‘p] 543 )'t kdlpi+r

avec la méme convention de sommation que dans la définition de Zr « On impose
|plo(x~4)/4 = |p|+n+1, ce qui fixe k 3 enfin, on majore la somme, dans (11), en
appliquant la formule de Stirling et en n'oubliant pas, fait essentiel !, que

= |p|. Ceci nous domne enfin :

sup ((1+]e)™ | (PFz |y =P (g - me g,
gesy

et par conséquent, ce que nous voulions :

n+1 - Pl i+1 '
zxszgt {(+]g])™ |r(D )(Ty)l} = 1 ? pt.

4°. Conséquences et compléments

Le fait qu'un polynéme différentiel P(D) possdde une solution élémentaire E

qui soit une fonction analytique en dehors d'un certain ensemble algébrique a des
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conséquences intéressantes sur la régularité des solutions arbitraires. On sait ce
qu'est le support singulier d'une distribution T (noté supp sing T) : clest le
plus petit fermé en dehors duguel T est une fonction ¢”. De méme, introduisons

le support singulier analytique de T, noté supp singan T : cfest le plus petit

fermé en dehors duquel T est une fonction analytique. On pourrait introduire
les supports singuliers de T par rapport aux diverses classes de fonctions Cm,

par exemple, par rapport aux classes de Gevrey. On obtient facilement le théoréme
suivant (cf. Schwartz [1], Ch. V, th. XII) :

THEOREIE 2. Soit une distribution T dans un ouvert 5 soit x°e¢(; arbitraire.

On_suppose qu'il existe une solution élémentaire F de P(—D) et un ouvert rela-

tivement compact Q' de O contenant x°, tels que les faits suivants soient
vrais

(12) P(D)T est C° (zesp. amalytique) dans Q' ;
(13) les ensembles

supp 8ing T et aQ' N (x° + supp sing F)
(resp. supp singan T et 3Q' N (x° + supp sing an F))
gont disjoints.

Alors T est € (resp. analytique) au voisinage de x°.
Comme cas particulier, on obtient le résultat bien connu que si P(~D) (ou

P(D), ¢a revient au mdme) posséde une solution élémentaire qui est C” (resp.

analytique) dans R"\[0}, P(D) esthypo-elliptique (resp. hypo-elliptique analy-
tique, i.e., elliptique). Lorsque P(D) est quelconque (non nul) et que le
support singulier (resp. le support singulier analytique) de T ne rencontre pas

3, si P(D)T est C” (resp. analytique) dans Q', il en est de méme de T.

Supposons que la partie principale de P(D) soit & coefficients réels et que
les caractéristiques réelles de P(D) soient toutes simples. Soit T le cdne
bicaractéristique réel de P(D). Alors, si P(D)T est C° (resp. amalytique)
dans Q' et si T 1'est au voisinage de a3Q!' N (x° + T), T 1'est aussi au
voisinage de x° : on peut dire que la régularité se propage le long du cdne bica-

ractéristique réel de 1'infini (ou presque) jusqu'au sommet de ce cdne.

Soit toujours P(D) & partie principale réelle, mais ne supposons pas néces—
sairement que toutes les caractéristiques réelles de P(D) soient simples. Congi-

dérons un vecteur caractéristique de P(D) qui est simple, soit EeR", € # O.

On a done Pm(g) =0 et grad Pm(g) # 0. Alors dlaprés Zerner il existe une

solution u de 1'équation homogéne P(D)u = O dans tout 1l'espace, ¢® dans R°

m+1 co

mais non C ', C en dehors de la droite d'équation x = t grad Pm(g) (th1),

et dont le support singulier est exactement égal & cette droite. Soit E une so=-

lution élémentaire quelconque de P(D) ; je dis que 1l'une au moins des deux demi-
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droites x = t grad Pm(g), t2 0, oubien t =0, appartient au support singu-
lier de E. Posons F =E ; si mon assertion était fausse, je pourrais construire
un ellipsoide 3Q' dont la frontiére ne rencontre la droite bicaractéristique ci-
dessus qu'en deux points au voisinage desquels I est c” s mais il résulterait

alors du th. 2 appliqué avec T = u, que u devrait &tre ¢® au voisinage de O,

ce qui est absurde.

I1 n'est pas exclu que des raisonnements de ce genre permettent de construire
des polyndmes différentiels P(D) & caractéristiques réelles simples (mais non &
partie principale réelle) dont aucune solution élémentaire n'a son support singu-
lier contenu dans un ensemble algébrique - ce qui indiquerait les limites des
extensions concevables du th., 1.

Signalons enfin le fait suivant ¢ supposons que la partie principale de P(D)
soit réelle et que ses caractéristiques réelles soient toutes simples ; supposons
de plus que P(D) ne soit pas elliptique. Alors il existe au moins une solution
élémentaire E de P(D) telle que supp sing E = R™. Cela résulte facilement des
raisonnements de Zerner [1].
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