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QUELQUES RESULTATS DE VISIK SUR LES PROBLEMES ELLIPPIQUES NON LINEATRES
PAR LES METHODES DE MINTY-BROWDER

par

J. LERAY et J,L. LIONS

Dans des notes aux Doklady de 1961 puis dans un travail récent détaillé,

Visik [3] a donné une méthode générale de résolution pour certaing problimes ellip=-

tiques non linéaires [cf. hypothdses du § 2]. M. Visik montre 1'existence d'une
solution de certains problemes aux limites

1°) en construisant une solution approchée en dimension finie ;

2°) en passant & la limite par utilisation d'inégalités a priori et de
résultats de compacité.

D'un autre c8té, Minty [2] a observé - et appliqué & des équations intégrales -
que des hypothéses de monotonie convenables permettent d'éviter les résultats de
compacité ; Browder [1] a ensuite observé que les idées de Minty pouveient s'ap-
pliquer asux équations elliptiques considérées par Visik et a développé cette idée
dans une série de travaux, sans srriver, semble-t-il, & un énoncé contenant tous
ceux de Visik.

L'obtention d'un tel énoncé est 1l'objet de cet exposé ; le parsgraphe 1 donne
un résultat "abstrait" général, le paragraphe 2 des exemples.

Notons que, de toutes facons, les résultats donnés ici ne dispensent pullement
de la lecture du travail de Visik, notamment en ce que, avec des hypothéses sup-
plémentaires sur les coefficients , M. Visik obtient des informations supplémen-

taires sur la régularité de la solution.
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M. L. Schwartz (qui nous a suggéré de remplacer dans (1.1) Re(a(v),v) par
(A(v),v) ) nous a communiqué une démonstration d'un résultat moins général que
le Th. 1 mais sans hypothése de séparabilité sur V. Des résultats de ce type,

avec des démonstrations différentes se trouvent également dans Minty.

§ 1. Résultats généraux

1. Soit V un espace de Banach séparable et réflexif, sur R ou C ; soit (1)

V' son dual (ou anti-dual). Soit Il #  (resp. I H ») la norme dans V
(vesp. V') ; si veV, v'eV', (v',v) désigne la valeur de v' en v.

Une application, en général non linéaire, d'un Banach X dans un Banach Y
est dite bornée si elle transforme ensembles bornés de X en ensembles bornés

de Y.

Le but du § est de montrer le

THEOREME 1. Soit v - A(v) un opérateur borné de V - V', continu de tout

sous-espace de V de dimension finie dens V' faible. On suppose gue A est

coercitif au sens suivant :

(1.1) PP CCa i) E
MR

Alors, si l'une des hypothéses I,II ci-aprés a lieu, A est surjectif.

Hypothése I.
A(v) est monotone i.e. Re(a(u) - A(v), u~v) >0 VYuveV.

Hypothése II.

I1 existe une application bornée : u,v - A(u,v) de V XV -7V' telle que

A(u,u) = A(u) VueV, vérifiant les conditions :

1) Le dual d'un Banach séparable est séparable : V' sera donc séparable.
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(1) (Continuité et monotonie en v) : VueV, v - A(u,v) est continue

de toute droite de V dans V' <faible, et
Re(A(u,u) - Au,v), u=v) >0 Yu, vev;

(ii) (continuité de A(u,v) en u) : Soit up_ une suite telle que
uy »>u dans V faible et (A(up_,u¥k) - A(ukl,u),up-- u) » 0 ; alors
VveV, A(uH ,v) = A(u,v) dans V' faible.

(iii) (continuité de (A(u,v),u) en wu) : Soit u, une suite telle que

b

uy dens V faible et A(uu,v) - v' dans V' faible ; alors

(A(UH,V),UP_> - (V',u) .

2. Le cas ou V est de dimension finie.

Lorsque V est de dimension finie, on montre le résultat en utilisant
seulement (1.1). Par changement de norme (ne modifiant pas 1'hypothése) on se
raméne au cas ou V = V! E (cas réel pour simplifier) ; soit By
la boule ||vll<X de bord S¢ = {v l[[vH= K} . Grice & (1.1), pour K

quelconque, on peut choisir R assez grand pour que

(2.1) (A(v),v) >KrR , Vves

R (changer A en =-A =i nécessaire) .

Alors pour €] 0,1 [, et veS, , ona:

‘(8 Av) + (1 =0) %v,v) |> Kkr
donc

1O alv) + (1 - )"V” Vvesy ,

. s K
et donc le degré topologique sur BK de 1la restriction de 9A + (1-0) R I
a By (I = identité sur V) est égal & 1, d'ol le résultat.

Note. Si V = _QN , on commence par déformer A, pour obtenir (2.1) : cf.

Browder.

3. Solutions approchées W

Soit Wyeeo W oo Une suite de V telle que, pour tout m, Wy oee W
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soient linéairement indépendants et que, Vm désignant l'espace engendré par

Wyees Wy Lmj Vm soit dense dans V,

On va vérifier :
f étant donné dans V', il existe umevm tel que

O L) =) Vaey,

En effet, si 91... ﬁmeV' avec (8i,wj) = 5:‘2 , définissons
P e 2(V';V') par

et
1 - t
PV = jEl (v ’Wj)aj .

Alors (3.1) équivaut i

Bm(um) =Pb,

Bm(v) = Pm(A(v)) .

3 L 3 t .
Si V’m est l'espace engendré par 81...9 , Bm applique Vm dans Vm H

m
comme (Bm(v),v) =(a(v),v), 1la condition analogue & (1.1) est satisfaitej;d'ol

en
(3.1) /appliquant 2.

4, Passage & la limite.

De (3.1) résulte que
[aCa) o) | = (e [ < el iimgl
dtol, utilisant (1.1) (les ¢ désignent des constantes diverses) :
g | S
Alors || A(um) “* <c, et V étant réflexif, on peut extraire Uy telle

que
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(4.1) uPL = u dans V faible,

A(wy) > X dans V' faible.
Appliquant (3.1) pour m = i, on en déduit que X = f. Done

(4.2) Aluy) - £ dans V' faidle.
Comme “A(uu ,u) ” £c¢, on peut supposer (par nouvelle extraction -
*

mais on ne change pas les indices) que

(4.3) A(up‘,u) - u' dans V' faible.

Vérifions que

(4.4) (A(u “,up_) - A(uu,u),uu-— u) - O.
En effet
(Aay g duy) = (£uy) » (£,0)
et d'aprés (4.2) :
(a(uy,uy)ym) = (£0) ;
dtapres (iii)
(alay ) ug) - (2w
et enfin d'aprés (4.3),
(Awy,w)yn » (u 0.
Tout ceci entraine (4.4).

Draprds (4.1) (4.4) et (ii)

(4.5) A(uu,v) - A(u,v) dans V' faible
et
(4-6) (A(uuyv);uy) - (A(uav)su) .

Mais alors on a ¢

(4.7) X‘{L= (A(u“ ’uii) - A(up. ,V),uu v (f = Alu,v),u-v) .
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Mais d'apres (i), Re X‘{L > 0. Donc (4.7) domne :

(4.8) Re(f - A(u,v),u~=v) >0 Vvev .

Posant v=u=-Aw, A>0, weV, il en résulte
Re(f - Alu,u =Aw),w) >0 VweV et A>0;

faisant tendre A vers O , en utilisant (i), il vient

Re(f - Alu),w) =0 Vwev

donc
f = a(u)

ce qui démontre le théoreéme.

§ 2. Applications 3 un type d'équation aux dérivées partielles

contenant 1'équation d'Euler du calcul des variations.

1. Notations.
n , . 2
@ = ouvert de R°, borné ; les fonctions considérées sont & valeurs

réelles

W?(Q):{ulD“ueLp(Q), !m[ém}, 1<p<m j;

bl = (7 %2 (o'
b

jxl<m

ﬁ?}(Q) = adhérence dans W?( ) du sous-espace des fonctions & support compact
dens  ;

0

W(Q) v ci(R),

V fermé dans Wﬁ(Q) , inclusions strictes ou non ;

Vt, dual de V, n'est un espace de distributions sur € que si

V= %Pm(Q) .
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Notons que V est séparable et réflexif.
On suppose que
(1.1)  1l'application identique est compacte de V - wg"(Q ).
Cette hypoth&se a par ex. toujours lieu si V = %I;( ) et elle a lieu si

V= WI;(Q ), @ ayant la propriété du céne.

Les fonctions A '’

g

Soit N, (resp N2) le nombre de dérivations D' dans R d'ordre < mef

(resp. d'ordre = m) ; soit Ad(x, N, %) une famille de fonctions (|| < m)
N, N

définies sur QXB 1x§_{ 2, & valeurs dans R ; ces fonctions sont de Carathéodory

le€e ¢

N N
pour presque tout x € %, 7,% A o((x, n,%) est continue sur R . R 2;

N

N
pour ‘tout U,EG_R1><_1§2, x = AO((X,TI,Z,) est mesurable.
On pose :
Pu= olu, [plok}

“e

Su = {u,Du,...,Dm'1u }
Aa(x,éu,Dmv) 1 x - A“(x,é u(x),D%(x)).

On suppose que

VuéWnI;(Q), veWI;(Q), on a
(1.2)

1.

i

(e m 1.1
Ao((x,éu,D v)éLp,(Q), o o

D'aprés M.A. Krasnosel'skii [Topological methods in the theory of non linear
integral equations ; Pergamon, 1964 ; traduction de 1'édition russe de 1956 ]

on peut donner la condition nécessaire et suffisante pour que (1 .2) ait lieu.
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Notons seulement ceci, de vérification facile : (1.2) a lieu si @

(1.3)  |a (=n,8) [<elin P2 1Pk k()] kel (R) .
On peut améliorer (i.e. augmenter) 1'exposent de |N| dans (1.3) en utilisant
les inégalités de Sobolev,

L'opérateur A.

Pour u, weV, on définit

(1.4) alu,w) = Lo j Ao((x,éu, D"u)D%w dx
lxl<m 7 Q

ce qui a un sens puisque Ao((x, 5u,Dmu)€Lp,( Q) et meeLp( @). La forme
w - a(u,w) est linésire continue sur V, donc de la forme
(1.5) a(u,w) = (&(u),w), A(w)eVv' .

Le probldme aux limites.

Pour f domné dans V', on cherche u dans V satisfaisant &

(1.6) Alw) = ¢
ou, ce qui revient au méme
(1.6") a(u,w) = (f,w) VweV .
C'est un probléme avec conditions aux limites de Dirichlet (resp. Neumann,
o]
resp. "mélées") si V = ﬁ;(Q) (resp. W?(Q), resp. W?(Q) cvc Wx;(Q) avec

inclusions strictes).

On suppose que (1.1) et (1.3) ont lieu, ainsi que

(2.1) ig&l%ﬁ)ll - o si llvll » o ;



J. Leray et J.L, Lions, Quelques résultats de Visik.,.. § 2 -9-

Z A (X,'ﬂ,i)i /[}{14_1&'13-1] - o si 2> ®
(2.2)1 {o¢ l=m x (o
X fixé, p.p. dans Q , et pour |n| borné,
|<x32=m [Au(x,ﬂ,a*)-Am(x,n,{)l[&:‘-E,a]>o si g*¥#y
(2.2),

p.p. dans §

Conclusion : il existe u eV solution du problime aux limites (1.6).

Remarques.

1) I1 est facile de donner des conditions suffisantes pour que (2.1) ait

lieu. Par exemple, 1l'hypothése

) Ao((x,n yE)E > ]ap pour |&|> constante,
|&®f=m &

et les inégalités de Sobolev impliquent que (2.1) a lieu quand ) est suffisam-

. . . o m
ment petit et régulier et que V=W p(Q) (car alors

lall ~ (5 0%al® )P ),
LP(Q)

| x¢|=m
2) On peut remplacer (sans changer la conclusion) (T} & ) par L et (2.2) par
(2.3) oo [, T) —a (& T 0L -TX) 205
lXl<m

on prendra alors A(u,v) = A(v) ; ce cas est plus simple & établir que celui de

1'énoncé du Théorime 2.
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3. Lemmes.

LEMME 3.1, Si uu*u dans W‘;'1(Q) fort et vew';(Q), ona
A“(x, 6up‘,Dmv) = Ag(x, Su,D%)

dans Lp, fort. Cf. Krasnosel'skii, loc.cit. en 1.

LBME 3.2. Soit gel (Q), gy €L (Q), leyl (Q)Ses 1<a<m; s

gy, * & p.p., glors gy > g dans Lq(Q) faible »
Démonstration. Soit
E(N) = f x |xeQ,le () -elx)ct1 vyu } ;

E(N) croit avec N et mes(E(N)) = mes 2 ; alors l'ensemble des
fonctions Y. , € Lq,(Q), nulles {p.p.) hors de E(N) , est lorsque N = o,
dense dans Lq,(Q ). Or

f on0)le, @) - slx > 0

lorsque VY - ® (@N fixée) ; d'ou le résultat.
LBOGE 3.3. Seit uy uei(Q), u, [<e, wy >w dans V gfaible. Oppose:

Fy = Kz, 5>ulJL ,Dmuli,Dmu) = [Ao((x, G“w”m“u) -

jokl=n
m &« o
- Ao((x, éup‘ ,Du)][D uy = D "u]
et l'on suppose gue
m
fQ F(x, 6up. ,D uP',Dmu)dx » 0
Alors

(3.1) A«(x,ﬁuu,bmuu) > 4 _(x,0u,0%) dans L.(Q) faible.
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Démonstration.

Gréice & (2.2)2, FH = 0 3 donc de toute sous-suite de {}L} on peut extraire

une sous-suite { \)} telle que
(3.2) éuv(x) = Qu(x), FV(X) > 0 p.p. dans Q .

Fixons X non exceptionnel dans (3.2) et tel que k(x) <o (k donné dans
(1.3)) ; notons 1 = Su(xz), ny= 5uv(x), L=D%(x) et ¥* 1'une quelcon-

que des limites de Dmuv(x) =§ . Alors

P02 B alany,E )y (e P+ g + 1)

et si 1'on avait |&* |= 0, alors, vu (2.2)1, on aurait Fv(x) - o
contrairement & (3.2). Donc ({* t< ®..

Alors (3.2) et la continuité en M ,% des A impliquent

10?:111 [A(x(x,‘r; » £ - Ao((x,'q » £ Lz; - CQ‘] =0

done, vu (2.2)2,
E*x =g
Donc
A (x, Suy(x), 0%, (x) = A (x, Su(x),D"(x)) p.p. dans Q,

et, vu le Lemme 3.2,

m .

(3.3) Ao((x,é Uy ,Dmuv) = A (x,0u,D u) dans Lp,( Q) faible.
Pour que de toute suite extraite de { {.L} on puisse extraire une suite

dormant lieu & (3.3) (donc avec une limite indépendante de la suite extraite),

il faut que (3.1) ait lieu.
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4. Démonstration du théoréme 2.

I1 est commode de poser

2, (wyv,w) = 12 A Q((x, Su,0%)D “w ax ,
(Kl=m = O
az(u,w) = J A“(x,é u,Dmu)DQ(w dx

(o< me1

Q
Alors
a(u,v,w) = ay (u,v,w) + a2(u,w)
définit A(u,v)€V' par
alu,v,w) = (alu,v),w) .
I1 est facile de voir que tous ces opdrateurs sont bornés. L'hypothése (2.1)
est évidemment équivalente a (1.1) de sorte que pour montrer le théoréme il

suffit, en vertu du théoréme 1, de vérifier que les hypotheses II, (i), (ii),

(iii) ont lieu.

Vérification de (i).

On a

(a(u,u) - Alu,v), u-v) = [a1 (u,u, v-v) - a, (u,v, u-v)]
et ceci est >0 d'aprds (2.2) ; il reste & montrer que
a(u,v,' +>\v2,w) > alw,v,w) si A0, uwv,weV.

Cela résulte de ce que

me1

Ao((x, (3111"111,Dm(v1 + Rv2)) - A(X(x, S u,Dmv1)

dans Lp,(Q.) faible (il y a m8fie convergence dans Lp' fort !) ce qui suit

par ex, du Lemme 3.2.
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Vérification de (ii)
Soit Wy une suite telle que u&L »u dans V faible et
(A(uu,u W - A(u“,u),u“- uw) - o.
Avec les notations du Lemme 3.3, »
(Aluy ,uy) = alug ,u),uy -u) = j F, dx
R o
et donc, d'apres le Lemme 3.3
A(x(x,LSu@b,Dmu ) - Ao((x,éu,Dmu) dans LP,(Q) faible,

et, pour |®l=m, A Q((x, (3ukL,Dmv) > A o((x, Su,D") dans Lp,( Q) faible
(et méme fort). Donc
a(uu,v,w) -3 a(u,v,w) Vwev

done A(u“ ,v) > Alu,v) dans V! faible, c.q.f.d.

Vérification de (iii)

Soit wy » u dams V faible, A(up ,v) > v' dans V' faible., Alors

(Lemme 3.1) Ao((x, Su,, ,0™) -—>A0((x,<§u,Dmv) dans LP,(Q) fort, donc

&L ?
(4.1) ay (uQL ,V,u P-) > a, (u,v,u).
Par ailleurs

e - <o B %=l (o)

letlg me1
et donc, dtapres (1.1), az(ukL - u) = 0.
GrAce & (4.1),
a2(up.,u) = (A(u &’L,v),u) - a, (uH ,vou ) = (vtyu) - a, (u,v,yu),
donc

az(uu,u l‘J.) = a2(up. Sy u) + aZ(uH su) = (v',u) - 2, (u,v,u).
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Alors
(A(U‘-p~ 9"),‘1&,(_) = a (u p_:vyup_) + aZ(up-’u{J‘) - (V'yu)’

et (iii) suit.

5. Remarques.
1) Dans le cas ou les coefficients AO((X, N, £) ont une croissance
plus rapide gue polynominmie, il faut remplacer les espaces de Sobolev w’;( Q)

construits & partir de Lp(Q) par des espaces analogues construits & partir

d'espaces d'0rlicz sur G .

Noter aussi que les A _ n'ont pas tous forcément "méme croissance" ; on

peut donc &tre conduit & introduire au lieu de Wz( Q) des espaces

wga(9)=§uiﬂ“ueLp

(), lxlgm, p g_@;g@_wa};
remarque analogue encore en remplagant Lp « (Q) par un espace d'Orlicz
dépendant de o . Pour tout cela, cf. Visik [4].

2) Si la frontidre " de Q est assez réguliere, on peut également

introduire dans (1.4) des intégrales de surface.

§ 3. Application au systéme de Navier-Stokes

(cas stationnaire : vitesse tangente aux parois)

I1 s'agit du probléme de Dirichlet, qui régit les écoulements visqueux

stationnaires

_9» _ o ,
Aui ox w D ow =f ,div.u=0 dans‘ Q

i

u = Yy (donng) sur DN (vord de Q ) ;

i=1%..0n 3u= (u1,.=., un) 1 O C gn ; ) borné.
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Notations.

W= W, ..., ¥ (n fois) ;
V={wlwe((Q)?, aivw= o};nm?: | D, v, |%ax
ki “Q © ot

H={f|fe(L,(QN", aiv £ =0}

VCHCV' ; V! =dual de V ; H est identifié & son dual,
On suppose © § deux fois différentiable ;
On se donne yé(w;(ﬁ))n , dont la trace sur @ £ est donc définie ;

pour
u=-YV€V, va-YeV, weV,

on pose

n
1.1 JVyW) = » Dw, (D ) dx
(1.1) a(u,v,w) i,§=1 (Dv )+ ’5—1 j u, (D, v, Jw;

en écrivant donc a(u,v,w) au lieu de a(u-Y,v-Y,w). La fonction
trilindaire u-Y,v-Y,w - a(u,v,w) est continue sur V xV xV gsi la di-

mension n < 4, car le théordme de Sobolev donne alors u we(L (QN?, done
(1.2) a(u,v,w) = (a(u,v),w), ou alu,v) e V'.

2) Preuve que A(u,v) wvérifie 1'hypothése II du théoréme 1.- Vérification
de (i) : v - a(u,v,w) est continue sur V.
Insuite

(alu,u) - A(u,v),u-v) = alu,u,u=v) = a(u,v,u-v) = }-.;..; (D (u -V, ) Dk(u vy )

car

v, ), dx = ) (w.)zdxzo;
£t & [ e

par Stokes, puisque div u = 0 ; ce résultat s'énonce :
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(2.1) (A(u,u) - A(u,v),u=v) = fuv® .

-u)")o N

Vérification de (ii) : Vu (2.1), si (A(up,u{l) - A.(upL,u),uH

alors ulL_) u dans V fort ; donc
a(uti,v,w)'% a(u,v,w) H

donc
A(uH yv) > A(u,v) dans V' faible.

Vérification de (iii) : Soit u, »u dans V faible ; alors

p
uﬁl,k_—)uk dans L2(Q) fort, .

up.,k est borné dans L, (Q) .

De toute suite extraite de {uu} en peut donc extraire une suite § u v}

telle que

u}),k(X) -3 uk(x) PeDe
évidemment

uy,k » uw  dans L4(§2) faible,

Uy ok u)%i > w ou, dens Lz(Q) faible.
Done

u{L,k > u . dans L4(Q) faible ;

LTI up"i »u u, dans L2(Q) faible .

Done

Alu ) » A(u,v) dans V' faible ;
W,v

(g Jon =) > (alam)u-y) -
Voici prouvé (iii) et méme bien plus.

3. Condition pour que A soit coercitif.~ Puisque nous notons a(u,v,w)

ce que le § 1 noterait a(u-Y,v-Y,w), il s'agit de chercher sous quelle

condition
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: (Alu,u),u-Y)
o1 -
(3.1) “uﬂlimco Tl = .
On a
(A(u,u) y U= T) = a(u9u’u" X)
n n
- i,§=1(Dk PEICRL RN j ;;k(])kui)(ui-}’i)dx
n n
- D O ) s B | B ¥y = ¥
car
1 2
EIQ e (o= YD (u- vy )ax = 5 E jQ Dy (u;- Y ;) ax = 0
par Stokes, ) )
(A( ) ’ -
Soit { up} une suite telle que el :H ! tende vers sa
fagl

limite inférieure (up_- ‘{eV) ; on peut la choisir convergente dans V faible;
soit U sa limite ; on a (cf. iii) :

LITIRN > U, dens L4(Q) faible,

TR IT - U U, dans L2(Q) faivle ;

done :
vev, U fl<n,
. ,u),u= 1
(3.2) lim.inf. (A(“h‘;)”g L_ oy ii jQ U.U_ D, Y, dx

soit Q(&) 1la partie de @ distante de O & de moins de € .

On prouve aisément ([5], p.38~41) ceci :
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QJ{ ) Uy Uksce:2 lull? (c : indépendant de & et de UEV) ;
(e

Y peut étre choisi tel que

’

Y=0 horsde Q(e), \Dkri S‘%

si Y asur & des valeurs données tangentes 3 O . Sous cette

condition, un choix approprié de £ et <Y , indépendant de U, permet

donc de déduire de (3.2) que

d'ol 1'hypothese de coercivité (3.1), pour ce choix de y .

4. Conclusiong.- Le théordme 1 s'applique donc : le systéme de Novier-Stokes

g _au moins une solution u+€ W;(Q) prenant sur 20 des valeurs données tan~

gentes & 9 @, si n<4.

Note.- [5] prouve ce théoréme pour n <3 et des valeurs au bord, dont
le flux est nul & travers chaque composante connexe du bord : [5] chap. II

donne la majoration a priori permettant d'appliquer la théorie des points

fixes par laquelle il convient de remplacer le chap. I de [5]. Mais la preuve

de cette majoration a priori ne suffit pas 3 établir la coercivité. Pour obtenir

ce théoréme de [5] par la méthode du § 1, il faut sans doute améliorer cette
méthode : faire un emploi moins particulier de la théorie des points fixes,
permettant de remplacer 1l'hypothése de coercivité par celle qu'existe

une majoration a priori.
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Note.- [5] traite le cas ou $ n'est pas borné par passage & la

limite.
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