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LES THEOREMES A ET B

POUR UN POLYCYLINDRE DE DIMENSION FINIE DANS UN ESPACE ANALYTIQUE BANACHIQUE

par

A. DOUADY

si (X, ) est un espace analytique banachique, on notera @X le
faisceau (D(S_)_) sur X . Dans tout cet exposé, S désignera un espace analy-
tique banachique muni d'un point de base s; , et U un ouvert de gn. Nous
nous proposons de démontrer les théorémes A et B pour un compact s, * K,
ou K CU est un compact convexe de la forme K, %X ... ><Kn , et pour un

1

faisceau % qui soit un ) g % U—module admettant localement une résolution

finie.

1. Le théoréme de Dolbeault.

THI*.%OR.@ME 1. Si KCU est un compact convexe de la forme K1 K oeee X Kn ’

K, CC, ona Hp({so}XK,@SXU)=O pour p >0 .
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Démonstration. Pour tout ouvert V de Qn, et pour 1 <1, <,..<i_<n,

1 P
notons @ 5 5 (V) 1l'espace vectoriel des formes f.dEi A A dﬁi
1 9ecey p 1 p
telles que
%
@ E - e n e @ E 0
J1 Jq

soit une fonction continue sur V pour toutes les suites j‘l""’ J. telles

que

< J s < J $ j e ) i ) i = .

1<, < S oet B ¥ afipen 1} =4
On définit ainsi un faisceau & i ; sur _Qn . Posons
1,..., -
P &
Q - . Qi ,..O’ i *
1$11 <...<lp$n 1 P

Si L= L‘I X 0 X Ln C _Qn est un compact convexe d'intérieur non vide, notons

Q i (L) 1'espace de Banach des formes f .dEi Ao A d'z_i telles que
1 gesay P 1 P
la distribution
0%
QZ. ...0%F.
31 Jq

o
sur L so0it induite par une fonction continue sur L pour toutes les suites

j,seeesd comme ci-dessus, muni de la norme
Jqo g ’

s

10Z, +ua OF “ :

sup. .
J1yc-an 31 jq

Posons encore Qp(L) = @ Q evegd (L). On a les propriétés suivantes :
1 L N )
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61 A ~ (Sn
(a) H Qi1’...,ip(L) = Q (L1) Ee soe IE Q (Ln) ’
ol &, =1 pour iefiy,on, 1} et O sinon.
(31 6n
Quand on plonge @ (L1) 8 oo 8Q (L) dans Q . (L), la
n 1,.0" 1p

norme induite coincide avec la norme &£ sur le produit tensoriel. On peut en
effet identifier Q1(Li) ) g(Li) et plonger Q"(Li) dans %’(Li) ® S§(Li)

Df . .
par f = (f, -—-:Z.-) Cr on sait que si B' est un sous-espace d'un espace
i

normé E muni de la norme induite, E! 8. F est un sous-espace de E B F
mmi de la norme induite et que ©(L) = € (L,) Be... 8. € (1 ).
61 (Sn
Dtautre part Q (L1) ® ...2Q (L) est dense dans Q . (1),
n 1,..l,lp

comme on le voit en approchant f d'abord par une fonction ft + définie au
voisinage de L par ft(x) = f(ta + (1-t)x), a é&tent un point intérieur 3 L,
puis par un polyndme en les z; et 'z'i par régularisation. Ceci démontre

la propriété (a).

(b) : On a une suite exacte directe

d"
0 » B(L) > (L) = ... QL) =» 0.

Ltgpplication 4" : Q°(Li) - Q1 (Li) a pour noyau l'espace B(Li) défini &
1'exposé précédent. In définissant s Q1 (Li) - Q°(Li) par s(f.dEi) =Px T,
ow ¢(z) =_T'tl; et ot f est prolongée par O sur C =1L, , ona d% s= I,

Le complexe Q*(Li) est donc direct et a pour cohomologie

mo(er(ry) = B(L) , B (@) =0 .

I1 en résulte que le complexe

(L) = @*(L,) B oue B Q*(T)
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est direct et acyclique en degrés >0, et que
Ho(Q*(L)) = B(L1) Beaes B B(Ln) = B(L) ,
ce qui démontre la propriété (b),

(c¢) : Pour tout ouvert V C -_Csn, ona a¥(V) = lim Q®(L) , la limite projective

étant prise sur les compacts convexes d'intérieur non vide de la forme

L‘I X oeoo XLn contenus dans V , limite projective filtrante si V est un

ouvert convexe de la forme V, X 40s X Vn.

1

(d) : 81 K= K, X e XK ©U estun compact convexe, on a
HO(K, QF) = lim Q*(1) ,
limite inductive sur les voisinages compacts convexes de la forme
=L, Xewe L de K dans U,
1 n
Faisons maintenant intervenir S . Notons QIS)(L) (resp. BS(L) 1'espace

vectoriel des germes en s, de morphismes de S dans o®(L) (resp. B(L) ).

I1 résulte de la propriété (b) qu'on a une suite exacte
0 » B(L) = Q1) » ... »qg(x) - 0.

Définissons Q,IS)(V) par Qg(v) = lim Qg(L) corme dans la propriété (c).
On vérifie en utilisant des partitions différentiables de 1l'unité sur gn que
*
le préfaisceau Qg ainsi défini est un faisceau . La méme construction appli-
Id . (9
quée aux BS(L) domne le faisceau Co
) WPy _ 95 i  rs
On a encore H (K,QS) = lim QS(L) comme dans la propriété (d) , et
—9
@S XU(K) = lim BS(L). Par passage & la limite inductive, on obtient une
-9

suite exacte

0 -~ H°(K,(5“S XU) H°(K,Q§) > aee —>H°(K,Qg) - 0.

* Tout préfaisceau fin est un faisceau.
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En remplagant K par un espace réduit & un point, on voit que cette suite

exacte correspond & une suite exacte de faisceaux sur K , qui forment une

résolution fin: de C?S xy ¢ ©t ceci démontre le théortme.
COROLLAIRE 1. Si % est un & g % U—module admettant une résolution finie sur

K (i.e. une suite exacte

& .
0 - éﬁp > f, > F > 0 avec éfi:@l ),

ona HYXK,F) =0 pour q>0 et la suite

0 = H(K,X )~ ... 2H(K F,) > B(K, F) >0

est exacte.

COROLLAIRE 2, Soient F' et F" deux O ~modules \admettant des résolu-

S XU

tions finies ) et ¥ L sur K . Pour tout homomorphisme f de F'!

dans ", il existe un homomorphisme de 4 dans L3 au-dessus de f,

unique & homotopie (aleébrique) pres.

(Cf. exposé précédent)

2. Le théoréme des matrices holomorphes.

Soit L C _Qn un compact convexe d'intérieur non vide de la forme

L1 X ses XLn , et soient L{ et L'1' deux compacts convexes de C tels que

J T e

L, =Liu Ly, L-Li nL-Lj = ¢ . Posons

Li" =L ALy, L' = Lj XL, X0 XL,

définissons de méme L" et L'",
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PROPOSITION 1. On a une suite

exacte directe

0-3B(1) 3 B(L') e BL")

A B(L'") - o0,

ol
\\ e o« (£) = (£15, »7|,)
~ |-
_._il____.-—u - ..e.t_
1

B(f',f") = fnmcn - fﬁLv" ¢

Démonstration. Vu la proposition 3 de 1l'exposé précédent, il suffit de montrer
qu'on a une suite exacte directe
[
o > 3(L) 3 Bup e ) 5 Bum - 0.

Construisons une application linéaire continue :

c: B(L1'") - B(L1') o B(L'1')
telle quen Roao =1, Soit 1 une fonction continlment g—différentiable
g y égale & 0 sur L1 - Lq eta 1 sur L1 - L; , et posons
S) =-§—E— . L'application o définie par o(h) = (® *(®h) =nh ,
% (Oh) + (1-=1hn) , ou  ©(z) =-%—Z- et " Oh est prolongée par O en

dehors de L{", répond & la question. Comme Ker 3= B(L1), ceci démontre la
proposition,

Soit A une algébre de Banach, G 1le groupe des éléments inversibles de
A ; notons B(L,G) 1l'ensemble des f€B(L,A) telles que f(L)C G, c'est-a=
dire le groupe des éléments inversibles de l'algébre de Banach B(L,A).

L'ensemble B(L,G) est ouvert dans B(L,A) et est un groupe de Lie banachique.
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PROPOSITION 2. Llapplication 1y de B(L',G) X B(1",G) dans B(L',G)

définie par Y(f',f") = £ L f'f;i" est une submersion directe surjective.

Démonstration.

(a) Y st une submersion directe : l'application linéaire tangente

T(fl,f'v)(\f) : B(L',A) & B(L",A) - B(L'",A)
est égale a
-1

-1 -1
6f1 0 Of,, o PO (Gfg & Gf") ’

o oy (resp. O f') est la multiplication & gauche (resp. & droite) par f!
ou par 1! }L'" et de méme pour f" , et ou (3 est l'application définie dans
la proposition 1. Comme f est un épimorphisme direct d'aprés la proposition 1
et que 1les autres sont des isomorphismes, y est une submersion directe.

(b) Y est surjective.

LEMME, L'application de restriction p: B(L",G) - B(L'",G) a une image dense.

Démonstration du lemme. D'aprés le Théoreme de Runge, l'application de

restriction (0, : B(L‘1') - B(L1' ") a une image dense. Il en est donc de méme

1
de
- o & . 1 1
p= (31 @ IB(L .o x1) % I, : B(L",a) - B(L'",A) .
2 n
Le diagramme commutatif

‘ exp
B(L",A) = B L1",G)

ol P

B(L'",A) - B(L'",G)

montre que 1'adhérence H de ((B(1",G)) dans B(L'",G) contient 1'image
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de B(L'",A) par exp , donc est un voisinage de O . Comme H est un sous-
groupe de B(L',G) , H est ouvert et fermd.

Soit a wun point de L' , Pour tout heR(L',G) , la famille
(ht)o <t définie par ht(x) = h(tx + (1-t)a) est un chemin qui méne de
1'application constante h(a) & h dans B(L'",G) . Donc toute composante
connexe de B(L'",G) contient une application constante, et toute application

constante appartenant & H , on a H = B(L'",Q) , ce qui démontre le lemme,

Fin de la démonstration de la proposition 2.

Comme Y est une submersion, 1l'image de Y contient un voisinage ouvert
W de 1 dans B(L',G) . Soit héeB(L'™,G) , d'eprés le lemme, il existe un
he B(L",G) tel que p (h")e na' . Onadone h= p(h") w, ou weW se
met sous la forme vy (f',f") , d'oh

h= o), y(£1,") = y(£1,0") ,

ce qui démontre la proposition.

Remargue. On pourrait, dans la proposition 2 , remplacer G par un
groupe de Lie banachique quelconque. Nous ne 1l'avons pas fait pour éviter

d'avoir i décrire la structure de groupe de Lie banachique sur B(L,G).

COROLLAIRE 1. Notons BS(L’ ,G) l'ensemble des germes en s, de morphismes de

S dans B(L',G) , et de mlme pour L" , L'". L'application YS de

BS(L',G) XBS(L",G) dans BS(L'",G) induite par y est surjective.

Démonstration.

Soit he BS(L'",G) . D'aprds la proposition 2, on peut trouver une

section locale de y au voisinage de h, = h(s,), c'est-a-dire une applica=-
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tion analytique o : W - B(L',G) x B(L",6) , ou W est un voisinage de h,

dans B(L',G) , telleque Yy oo =1, M posant f=goh, ona

h= Yg(f) , d'olt le corollaire.

S0it maintenant K ¢ U un compact convexe de la forme K1 X ese X Kn ,

et soient K% et K‘1' deux compacts convexes de C tels que K, =K! VK! .

1 1 1
Posons K{"= K1' al K'1' y KV = K{ XK2 X e0e X Kn , et définissons de méme K"

et X'". En notant @s 4y le foncteur structural de SxU , et G gardant

la méme signification (O S % U(G) est donc le faisceau des morphismes

d'ouverts de S XU dens G ) , ona :

COROLLAIRE 2. L'applicetion y de Ho(so X X', Qg 5 1(8)) % Ho(s, x K", Dg XU(G))

dans Ho(s, x K'", <DS ><U(G)) définie par

, -1
\((f’,f") = f’iso < K" f‘iso « Kt

est suriective.

Démonstration. Pour tout € >0 , et pour 1< i<n, notons Li( 5)
1'ensemble des xeg tels que d(x,Ki) <& , ou d(x,Ki) est la distance de
x & K, ;j notons L{(C) 1'ensemble des X € L‘l( €) tels que d(x,K{) <2¢,
définissons de méme L'{( £) ; et définissons L(e) , L*(e), L"(€), L'(¢g)
comme plus haut. On est dans les
conditions d'application des propo-
sitions 1 et 2 et du corollaire 1
d'icelle. Les ensembles L'(¢€)
forment un systéme fondamental de

voisinages de K' dans gn , donc
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on a
Bo(s, % K'y g, ((6)) = lim B(L'(€),6)
S

et de méme pour K" et K!'". Le corollaire 2 se déduit donc du corollaire 1

par passage & la limite inductive.
COROLLAIRE 3. Soit ¥ wn § S ¥ U-module. S %
libres de type fini, il en est de méme de T

Eso x K

SOXK' “JC‘G.SOXK" sont

Démonstration. On peut supposer K!' et K"

non vides j; comme K est
comnexe, il en est de méme de K'" , donc § , et I , ont méme
s, X K {so X K

tang r. En éderivant O pour O s x y ¢ le groupe des automorphismes de
Grls g s'identifie & Ho(s, x K,GL(C, n)) , et de méme pour K', X",

o =4
K, Soient g' et g" des isomorphismes de @r sur & au-dessus de K!

\ . "’1
et X" respectivement, D'aprés le corollaire 2, l'automorphisme h =g" o &'

r
de G{so % g1 Se met sous la forme

-1
] 1
f }Sox K © flsox g 2
r
ou f' et f" sont des automorphismes de & rlsox Kt et © I S X K respec-

tivement. Les isomorphismes g' o f' et g" o f* de O T gur & définis
au-dessus de s, X K' et s X K" respectivement coincident sur s, % K,
donc se recollexnt en un isomorphisme de O Iiso g g Sur T}so <K qud

démontre le corollaire 3.

3. Les théorémes A et B .

THEOREME 2. Soit K< U un compact convexe de la forme K1 X eee X Kn ,

K& €, et soit T wm O g « y~hodule. On suppose gue pour tout point
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x€ K , le faisceau J~ admet une résolution finie sur un voisinage de x .

(A) Le faisceau & admet une résolution finie sur X ;

(B) On a Hq(K,?) =0 pour tout q>0.
Considérons d'abord un cas particulier :

LEMME, Soient K{ et K',I' deux_compacts convexes de C tels que

K1 = K1' v K’1' . Posons K' = k{ % K2 X aee xKn , définigsons de méme K" ,

5i le faisceau J admet une résolution finie de longueur < p sur K' et

sur K" , il admet aussi une résolution finie de longueur < p sur K.

Démonstration par récurrence sur p . Pour p =0 , le lemme se réduit au

corollaire 3 de la proposition 2. -Soit p =1 , et supposons le lemme démon-

tré pour p-1 . Soient £ x et &L % des résolutions de T au-dessus de X!
et X" vrespectivement. D'apres le corollaire 2 du théoréme 1, il existe des
homomorphismes f : Ny * >& Y et g : L * 9;8 4 au-dessus de Iy définis

sur K'™ =K'n K" . Au-~dessus de K'" , on a le diagramme commutatif

[¢]

L1 o Ly (e1,0)

?|~
Ly oLy~ (0, en)
|1 o I go\
ou f = et g . On peut étendre i' et SLD " en

o] 0
o I v I
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des faisceaux libres sur K , que nous noterons encore ;E_g, ot o 5 + Soient

;Co le faisceau localement libre sur K obtenu en recollant &£ : ool voa
| ¢ ol glyn au moyen de f o “é4 et ¢« £ F 1'homomorphisme surjectif
obtenu en recollant (€ ',0) et (0,e"), Il résulte du corollaire 3 de la

proposition 2 que i o €8st libre. Posons 2 1= Ker€ ; on a
~ 1 " ‘ o~ ! "
T”K' T1®3i et ?11{" o 6’}"1,

ou ]”3‘ =Ker €' et ij!' =Ker £¢" ., Le faisceau T1 admet donc une réso-

lution de longueur <« p-1 sur K' et sur K" , et il résulte de 1l'hypothése

de récurrence qu'il admet une résolution de longueur < p-1 sur K. On

obtient ainsi une résolution de longueur < p de F sur K , ce qui démontre

le lemme.

Démonstration du théoréme soit W = (Wy ) un recouvrement ouvert

de K tel que ? admette une résolution finie sur chacun des WCX' Identi-

fions C" & R, ot soit€ >0 tel que la trace sur K de tout cube de
cbté € de _Zn soit contenue dans l'un des W, . Montrons, par récurrence
sur m, quesi H=Kn (Cx B , o Cc B™™ est un cube de cBté €

?

le faiscean J admet une résolution finie sur H. Cette propriété est vraie

pour m =0 , car alors H/MC est contenu dans 1'un des W+ Supposons la

propriété vraie pour m-1 , on peut mettre H sous la forme H1U LJHk ’

o H, =Kn (cix R,

ci=Cx b+ (i-1)e, b+ icJc ~2n-m+1

z

est un cube de c6té € . Le lemme montre par récurrence sur i que 5
admet une résolution finie sur H1U U}Ii , donc sur H. Faisant m = 2n,

on obtient (A). Le corollaire 1 du théordme 1 denne (B) et le théordme est

démontré.



