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EQUATIONS ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS DISCONTINUS

par

M. Guido STAMPACCHIA

Parmi les équations elliptiques du second ordre

où

(les sommes seront toujours sous-entendues) je vais considérer ici seulement

les équations que l’on peut appeler équations à structure de divergence :

Si les coefficients des équations sont suffisamment réguliers la différence

entre les équations (0.1) et (0.2) est seulement formelle.

Mais si l’on suppose, y comme on va le faire ici, les coefficients mesurables

et bornés, alors les équations (0.1) et (0.2) sont tout à fait différentes.

Jusqu’à présent on ne connaît aucun résultat pour les équations (o.i).

Je parlerai donc des équations à structure de divergence (0.2) et pour

gagner en simplicité je considèrerai la plus simple des équations à structure de

divergence

en supposant que
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L’opérateur L généralise l’opérateur de Laplace (pour v = 1). Le but de

notre exposé est de présenter pour l’équation (0.3) beaucoup de résultats

qui sont classiques pour l’équation de Laplace, tels que le principe du

maximum, l’inégalité de Harnack, les propriétés de la fonction de Green pour

le problème de Dirichlet.

Il faut remarquer que l’on est amené à considérer des équations à coeffi-

_ 

cients discontinus aussi pour étudier des équations non linéaires.

De toute façon, il y a un grand nombre de problèmes linéaires où l’on doit

supposer que les coefficients sont discontinus. Et, d’autre part, y des difficul-

tés du même type se présentent quand on a un problème aux limites dans un ~jj
ouvert dont le bord n’est pas assez régulier, ~t

La différence essentielle entre les opérateurs à coefficients continus et

les opérateurs à coefficients discontinus est que les premiers peuvent être

considérés localement comme de petites perturbations d’opérateurs à coefficients

constants, tandis que cela n’est pas vrai pour les opérateurs à coefficients

discontinus.

Beaucoup de propriétés des solutions des équations à coefficients continus

ne sont pas vraies pour les solutions des équations à coefficients discontinus ;

d’ailleurs les propriétés qui sont vraies ne peuvent pas être déduites par les

mêmes méthodes que dans le cas des coefficients continus.

Pour les problèmes aux limites dans un ouvert suffisamment régulier la

situation est pareille. Quand le bord est régulier on peut réduiro localement

problème à un ouvert dont le bord contient une partie d’hypothèses sur les
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coefficients, tandis que cela n’est pas possible si le bord du domaine

n’est pas assez régulier.

Je voudrais oxprimer ma gratitude à Monsieur le professeur J. Leray

qui a bien voulu m’inviter à prendre la parole à son séminaire, au Collège de

France. Je tiens également à remercier Honsieur GGymonat qui m’a aidé à

rédiger les notes.

1. Quelques définitions et quelques résultats connus.

On considérera toujours des fonctions à valeurs réelles et les espace de

Banach considérés seront toujours dos espaces de Banach réels. Q est un ou»

vert borné de Rn de frontière et de fermeture Q.

~ (Q) est l’ ospace dos fonctions indéfiniment dérivables à support dans

Q , avec la topologie usuelle.

, 

est l’espace (de Banach) des fonctions continues dans Q , 

normé par

C (Q) cst l’espace (de Banach) des fonctions qui satisfont une condition

d’Hölder avec exposant oc , 0 1, avec la norme

où
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est l’espace (de Banach) des fonctions continues dans Q avec

les dérivées d’ordre  k

C~(Q) est l’espace des fonctions de support dans .

H 1 , P ( Q ) est l’espace (de Banach) complété de C 1 ( Q ) pour la topolo-

gio induite par la norme
1""1 .

est lo complété de C§( Q ) pour la topologie induite par la norme (~%")

est un espace de Banach séparable et réflexif dont le dual

1171 Pt 1/p + 1/pt = 1, est isomorphe à l’espace des distributions qui

sont dérivées de fonctions dans 

Hl1,P(Q) est l’espace des distributions sur Q telles que pour chaqueloc

Q’ 1 ouvert, avec (restriction de u 

Si p = 2 on écrit aussi

au lieu de

DÉFINITION 1 , 1 .- Soit E un sous-ensemble de Q ; on dira que u E H 1 ,p( Q )

satisfait l’inégalité sur E au sons de H1,p(Q) s’il existe une

suite (de Cauchy) do C1(Q) qui converge vers u dans et

telle que u ~ 0 sur E.
2013201320132013t2013~ m

En général cette définition no coincido pas avec la notion de fonction

positive presque partout (p.p.). Si toutefois E est une boule contenue dans
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Q alors par régularisation on a : positive p.p. sur E entraîne positive

au sens de n1 ,p( Q). Evidemment pour kE R on dira que u~k sur E

au sens de n1,p(Q), si U - k a 0 sur E au sens de H~~(Q), et on

dira que u  k sur E au sens de H1 ,p( Q ) si -u a -k sur E au sens

de on dira aussi que u = k sur E au sens de H 1,p(§~ ) si à

la fois u5&#x3E;k et u~k sur E au sens de Hlyp 4
On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1.1.- Si u£H1,p o(Q) et si t G(t) est une fonction uniformément

(c. à d. t" 1) définie pour tE R

Dém, du lemme 1. ~ . On remarque avant tout que l’on 

c, y 1 .. , 1

Soit fu 1 une suite de C1o(Q) convergeant vers u dans H.1 pp (ç? ) et
m 

0 0

soit

Alors chaque v est une fonction continue à support compact dans Q et

lipschitzienne dans Q et donc (v ) é c. à d. C K 
’ 

1 

m xi ri 1 Mx i m

on a donc aussi parce que Q est borné. On a évidemment
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et donc (v ) 
xi 

varie dans un ensemble borné de Lp(Q). On peut alorsm x,

extraire de v m une sous-suite notée encore telle que m converge

faiblement dans H~ ’ p ~ vers G(u). Grâce au théorème de Banach-Saks la

suite .fw~ ~ où

converge fortement dans H1 ,p( Q) vers G(u) ; mais est un sous-

espace fermé de Hlep (p) donc Q ). 
’

, 
c.q.f.d. ~tt

On dira qu’Orne fonction est bornée sur 1 Q par ~)
si au sens de Le plus petit des nombres W tel 

que u~ (D sera le maximum de u sur OQ .

Si G(t) = 0 pour 1 t d et 

b Q
alors la thèse du lemme 1.1 est vraie.

Si u(x) E LP( Q ) et i est un nombre réel &#x3E; 0 , on définit les fonctions

tronquées
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On a évidemment max (u,k), {u}k = min (u,k) et grâce au lemme 1.1

on a :

alors 

ii) si u£H1,p(Q) et u $ $ sur dQ au sens de n1 ,p( Q), alors pour

cha ue k &#x3E; u est dans H1,po(Q).
Considérons l’opérateur différentiel

oû a ij (x) sont fonctions à valeurs réelles mesurables et bornée dans Q
1J

uniformément elliptique, c, à d. il existe une constante

V &#x3E; 1, telle que 
-,An

pour chaque x ~ Q et pour chaque r. E Ô. 19

Rappelons que si alors il existe i = 0, 1 ,... ,n

telles que 11

- t!ais on sait que 0. est un isomorphisme de sur L2( Q) et

considérant le problème

.1.1

et on peut écrire (d’une façon non unique) T = r (f) avec

i=1 1 
i 

1 = 1 , ... , n. 
i=1 1

i 
V I
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DÉFJ1UTION 1, 2..- Soit i’ E; H-1 ,2( Q) ; · alors la fonction est dite(Q ) 9 la, u £ H’(Q) est dite
une solution de 1’équation

si pour toute çp «e 1 (P) on a

DEFINITION 1.3.- Une fonction 1 (Q) est une solution locale de (1.2)

si pour toute cp£D(Q) l’ on a

DEFINITION 1.4.- Une fonction U’EH1 ( Q ) est dite une sous-solution de (1.2)

si pur avec ~(x)~0 sur Q on a

DÉFINITION 1.5.- Une fonction u a H1loc ( Ç? ) est dite une sous-solution locale

de (1.2) si pour toute et positive sur p on a

1
DÉFINITION 1.6.- Une fonction u e H1 ( Q ) est dite une supersolution locale

de ~ 1 i 2 ~ si -u est une sous-solution 



9-

2. Une généralisation d’un théorème 

Soit X un espace de Hilbert réel et soit U un ensemble convexe et

fermé de X ; soit X’ t le dual fort de X, la dualité entre X et X’ t étant

notée , &#x3E;. Pour chaque peint u E U soit V u le cône convexe qui projctte

de l’origine de X l’ensemble U-u. Donc

’e

Il est évident quo u eU (c. à d. il existe une boule de centre u contenue

dans U) si et seulement si u = X.

Il est aussi évident que si U est une variété linéaire affine (c. à d a

parallèle à un sous-espace vectoriel V) alors V = V = U-u.
u

On a le théorème suivant [29]. )
THÉORÈNE 2.1.- Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue sur X x X o’

à de

Pour tout f donné il existe un et un seul u E U tel que

Evidemment si u é u (ou bien si U est une variété linéaire affine de X)

alors si v 6 V aussi -V E V et 1 t inégalité (2.3) devient
u u

Si U = X alors le théorème 2.1 est le théorème de Lax-Hilgram. Désignons

le u 6 U qui vérifie (2.3) avec G(f; a,U). On a avant tout le lemme

suivais l’unicité :
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LEMME 2J.- Dans les mêmes conditions du théorème 2.1 soit u 1 = G(f1 ;a,U),
U2 = alors on a

On a par hypothèse :

et puisque 
i 

et ui -u2 c- Vu2 on en déduit que :

d’où en soustrayant et en utilisant (2.2) on a :

d’où le lemme. c.q.f.d.c q .d.

On peut démontrer l’existence dans l’hypothèse supplémentaire que

a(u,v) est symétrique, d’une façon précise.

2.2.- Dans les conditions du théorème 2.1. soit de lus a(u,v) = a(v,u)

sur pour chaque il existe un u £ U tel 

vraie.

Dém. Posons

et soit
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On a d borné inf6rieurement ; en effet :

Soit une suite telle que alors (u ) est unef un} une suite n n n n

suite de Cauchy de X.

En effet a(u,v) étant une forme bilinéaire symétrique positive sur X

on a l’inégalité de la médiane, et puisque

on a

U étant fermé il existe u 15 U tel que et de plus grâce à

(2.1) on a aussi

et I(u) -&#x3E; I(u) ; donc I(u) =d.
n

Soit maintenant VE U-u, alors u U pour tout 0 5 6 1, et

la fonctions e IVB-&#x3E; I (u+ C v) a un minimum pour £ = 0. Donc

pour tout v E U-u, c. à d.

évidemment la même inégalité est vraie pour toutue 
u
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Feur démontrer le théorème 2,1 il faut se débarrasser do la condition de

symétrie sur a(u,v) faite dans le lemme 2.2. Posons

de telle sorte que

Evidemment et (3 (u,v) sont deux formes bilinéaires continues sur

XXX est coercitive avec la même constante c de la formule

(2.2) ; posons 
,

Considérons la forme bilinéaire continue sur X dépendant du paramètre

réel t &#x3E; 0 : 
À

il est évident que a t(u,v) est coercitive avec la mtme constante c de

la formule (2.2) indépendamment de t.

LEIBIE 2.3.- Soit T 0 et supposons que pour tout f ex 1 il existe

u6U unique 

alors pour y ~.1 existe ü e U 

tout t avec
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Dém. On sait par hypothèse que le lcmmc est vrai pour t =l. Soit t fixé

t +to ot soit T : ;’ -&#x3E; U l’application que à fait cor-

respondre 1 t unique u E U tel que

Soient alors grâce au lemme 2.1, 

T est donc une contraction et il existe alors un point fixe u e U tel que

Démonstration du théorème 2.1. 
’

Grâce aux lemmes 2.1 et 2.2 l’hypothèse du lemme 2.3 est vérifiée si

°’i°° = 0 ; alors (2.7) est vraie pour 0  t ~ t, ; pour T to l’hypothèse

du lemme 2.3 est donc vérifiée et ~2.7~ est vraie pour 0 6 t 6 2to’ et

ainsi de suite jusqu’à rattraper la valeur t = 1

c.q.f.d.

COROLLAIRE 2.1.- Soit a(u,v) une forme bilinéaire 

x X et soit a(u,v) éoercitive sur 

de X, c. à d.

Soit U un ensemble convexe et fermé contenu dans une variété linéaire affine
-- ... e -

jparallèlc à il existe alors un et un seul u E U tel que
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Dém. Soit ge X - XO tel que : U c Xo + g ; alors l’ensemble U( 1) = U-g
est convexe et fermé dans X, ; de plus pour tout on a

est le cône convexe qui projette de l’origine de X. l’ensemble
..., 

u-g

Par hypothèse, grâce au théorème 2J il existe C X 0 tel que

(il faut observer quo pour g fixé dans ;C, 4’ fBA-&#x3E; a(g, est par hypo~-

thèse une forme linéaire et continue sur ~~~ ~ ; si l’on pose u = ~-g

on a alors

c.q.f.d. 1
3. Quelques applications duu théorème 2.1.

1. Considérons le problème de Dirichlet non homogène

avec et g dans l’espace des traces des fonctions de H 1 ( Q )

(Rappelons que 1 t on dit que u, vE H1( P ) ont la même trace sur dans

x ( Q ) si 

Soit alors U la variété linéaire (affine) de n1(Q) des fonctions

ayant la même trace g sur 3 ~ . Il est bien connu que la forme
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est bilinéaire et continue sur et coercitive sur H§(Q )
et on utilisant le corollaire 2.1 on obtient donc Inexistence de la solution

du problème de Dirichle t non homogène.

2. Soit E un ensemble contenu dans Q; considérons l’ensemble

convexe et fermé U de des fonctions u qui satisfont l’inégalité

u ~ 1 sur E au sens do Ho ( 0 ) .

Evidemment la forme

est bilinéaire continue et coerci tive sur H1o(Q) x H§(Q).i 0 0

Il existe alors une et une seule telle que

il est évident que V 
u 

contient le cône des fonctions v 0 sur E au

sens de H 0 1 (Ç),).
Il est naturel de savoir si u = 1 sur E au sens de Hl 0 ( ç~ ). On

a évidemment on démontrera que u .

En effet, puisque U E- Vu’ on a
u

mais il résulte aussi de (3.3)
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et on a :

Puisque a(u,v) est une forme linéaire avec la topologie

usuelle et, de plus, est positive sur le cône des fonctions positives sur

,D ( Q) grâce à un théorème do Schwartz [20, t.I R.29].-il existe une

mesure positive telle que

Puisque u = 1 sur E et a(u,v) = 0 si v a le support dans E,

on déduit que le support de p. est Cette mesure est la capacité

de E par rapport à la forme a(u,v) et à l’ ouvert Q . 

3. On démontre la proposition suivante : 

PROPOSITION ~.1. Si u et v sont 

L 

w = 

est une sous-solution de l’opérateur L. 

Dém. Soit U l ’ ensemble dans

et 9 (x) = w(x) sur U est convexe et fermé. Grâce au corollaire 1
2.1 il existe une et une seule f1 eU telle que

Evidemment V C H~ ( Q ) contient le cône des fonctions 4JE;i) ( Q )

avec Ç (x)  0 alors de (3.5) on déduit

et Q est donc une sous-solution de l’opérateur L.
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Si l’on pose (, == on a 11 s: t:. En effet [ = max(u, 11) é U

grâce à la définition de U ; de plus t - 11 eV 11 ~. ~~ ~ · on a donc

11ais, puisque u est une sous-solution de l’opérateur L, 

on a aussi :

d t où 1 = ? , Alors u = w entraîne n = u = w puisque 11  u  ’0 .

Evidemment et de plus et, grâce à ~ ~, ~ ~

mais, puisque v est une sous-solution de l’opérateur L, si v ~ v,

on a aussi :

donc a (w -1’)’ B’1 - TI)  0 d’où w = n presque partout dans (pour la

mesure de Lebesgue)
c.q.f.d.

On a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.1. Si u est une sous-solution de l’opérateur elliptique LJ

pour tout k réel

est une sous-solution de l’opérateur L. 
~1- 5.
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4. On démontre la suivant :

THÉORÈME 3J. Sort une sous-solution de l’opérateur elliptique

L, on a :

Démonstration. Soit O = max u, grâce au corollaire 3J
dQ

est une sous-solution de l’opérateur L. Alors

avec %l(x) &#x3E; 0 dans Q et aussi en prolongeant par continuité

et donc

Avec le même raisonnement , on obtient : ~

THÉORÈME une supersolution de l’opérateur elliptiQue
wwrr.r

L ; alors on a :
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4. Hajorations dans LP des sous-solutions.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

tp( t) une fonction définie pour 110n négative et

non décroissante telle gue si h &#x3E; k b If 0 

C, Q(, r3 étant des constantes positives.

Alors fl &#x3E; 1 l’on a

~

(ii) l’on a

1

ou

Dém. On considère la suite

de (4.1 ) l’on a
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On démontre par récurrence sur s que

Le cas s ~ 0 est évident.

Supposant vraie l’inégalité (4.7) pour s, on la démontre pour s+1.

En effet de (4.6) on a

et grâce à (4.3) l’on a

et, pour s -&#x3E; + oo , on a le résultat. 1
Q(

(ii) On considère la suite k 
s 
= ko + s(ce) ; de (4.1) on tire

et

Soit h &#x3E; ko et soit s un entier tel que
.

alors

ou

(iii) On pose :
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et on obtient de (4.1~

par conséquent, si h = 2k on a :

et, pour tout entier s :

où

La fonction ~(t) es t donc bornée et alors de (4.8) découle (iii).

c.q.f.d.

Soit L l’opérateur défini dans le § 1 (on peut observer que pour

démontrer le résultat de ce § on utilise seulement l’inégalité de gauche

de ~1,~~, c. à d. :

et soit u(x)e H1(P) la solution du problème de Dirichlet pour l’équation(x)£H 0 )

c’est-à-dire
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ou, ce qui revient au même

THÉORIE 4.1. Soit la solution d 1 avecTHEOREME 4.1. Soit ) la 

il existe alors une constante K = K(p,n) telle 

~~.) si p &#x3E; n on a :

(ii) si p = n on a :

Dém. Pour k réel &#x3E; 0 considérons la fonction

alors, grâce au lemme 1.1  veH~(Q). (En effet, la fonction

est uniformément lipschtizienne).
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Grâce à ~4.11~ et au fait que si v 4 0 alors v = u , on a :

xi x~

de (4.9) il découle

et grâce à l’inégalité de Cauchy on a

où

Grâce aux inégalités de Sobolev pour les on a :

où S est une constante qui dépend seulement de n (on peut démontrer que

~ étant la mesure de la sphère unitaire dans e).
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En utilisant l’inégalité de Hbldor, on a :

et de (4.15), (4.16), (4.17) on tire :

où, ce qui revient au même

Soit maintenant h &#x3E; k &#x3E; 0 ; alors A(h) C A(k) et dans A(h) on a

h ; on obtient donc :

En conclusion, l’on a :

où

Grâce au lemme (4.1~, où lf(k) = mes A(k),

on déduit :
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si alors

(ii) si p=n (c. à d. alors

mes Q

ou

et, par conséquent, d’après un argument standard

alors

Pour démontrer complètement le cas (iii) nous utiliserons le théorèmes

d’interpolation de Marcinkiewicz. 
--

Considérons l’application où

f . = est linéaire et, grâce à (4.20), du typefi = (0,...,0,f i

faible (p,p*) si 2 p  n ; alors G est aussi du type fort (p,p*)

si 2  p  n ; le cas p = 2 est une conséquence immédiate des inégalités

de Sobolev. 
c.q.f.d.

Introduisons la définition suivante : 
’

DEFINITION 4.1. Pour p réel &#x3E; 1 on dit ue faible s’ il

existe une constante A &#x3E; 0 telle que
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la plus ta constante A étant la norme de f dans L?(Q) faible.

On démontre facilement les inclusions algébriques et topologiques :

1

DEFINITION 4. 2. Pour p &#x3E; 1 s 1 il existe une

constante B &#x3E; 0 telle que pour tout ensemble mesurable K c Q l’ on a :

Il

la norme de f étant le plus B1 / e-0

est un espace de Lorcntz.

On a la proposition suivante : 
-

PROPOSITION 4.1. Pour p &#x3E; 2 Ï-P(Ç~) est isomorphe a Q ) faible.

Dém. Soit fELP(Q) faible pour p &#x3E; 2 (alors f E é ( Q ) ) et soit K

un ensemble mesurable C Q . Alors pour tout a &#x3E; 0 l’on a :

En choisissant l’on a :
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Soit on a :

donc

d’où

Le cas (iii) du théorème 4.1 peut ~tre su’bstïtué par la proposition

suivante :

PROPOSITION 4.2. Soit solution de :f.,E LP( Ç?),- .. "&#x3E;W.. " « "-&#x26; a ." 1

2  p  n, alors faible et il existe K = K(p,n) telle

Démonstration. Il faut changer très peu dans la démonstration du théorème

4.1. Au lieu l’ on a : 
-

on répète alors le même raisonnement qu’avant et l’on obtient au lieu de (4.20, 
1

d’où (4.21 ).
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On peut se demander si une inégalité du type suivant est vraie :

avec q = q(p).

Dans le cas des coefficients réguliers (4àa~) est vraie pour q = p

et elle découle du théorème de Calderon-Zygmund.

Dans le cas des coefficients discontinus on peut démontrer que la

fonction q(p) dépend de ’ et l’on peut seulement dire que q(p) &#x3E; 2 ; de plus

on peut donner des exemples qui montrent que q(p) -&#x3E; 2 si 1 -&#x3E; 0. Tout ceci

est démontré par N. Heyers 

Il est bien connu que l’opérateur L est un isomorphisme de H1,2
sur H -1,2 ; l’opérateur qui à fait correspondre

est l’isomorphisme inverse de L et il est noté avec G.

Si ~ est l’espace des fonctions qui vérifient la condition (4.13) 

on peut alors énoncer le théorème 4.1 de la façon suivante : 1THÉORÈME 4.lt 2pn G est linéaire et continu de 

dans 

(ii) Si p = 2 G est linéaire, et continu de dans

üi Si p &#x3E; n G est linéaire et continn de ~ ~’p~ ~ ~ dans

DÉFINITION 4.3. Pour f 6 Li (P) on définit 1’ opérateur G*f = u utilisant

la relation
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Alors du théorème 4.1’, (i), (iii) on a par dualité :

PROPOSITION 4.3. ( i ) Si

et de plus

Dans la proposition 4.3 (ii) on ne peut pas prendre r = mais on peut démon-

trer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.4. Si alors

Démonstration. Grâce à l’inégalité de Young (v. [5J p.111) on a pour

tout C9 &#x3E; 0

alors si l’ on pose dans (4.23)

K étant la constante du théorème 4J ; ; on a :
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par hypothèse. Alors grâce à la définition de G* on a

avec n’ avec n’ f = 1 * = iY-1 c.q.f.d.

Remarque 4.1. Plus loin on démontrera que sous des hypothèses convenables de

régularité sur Q alors on a G linéaire et continu pour p &#x3E; n de È-1,p ( P)
dans C~(Q) ; par dualité alors G* est linéaire et continu de l’espace ~

des mesures à variation bornée (sur Q) dans n1 ~(Q) avec r  n"1 ’* En

particulier on a pour 5 la fonction de Green G* à Q), r 

(Voir n09). 
y Y n-1

4.2. On a donné une définition de solution que l’on peut dire

(vraiment) faible du problème de Dirichlet dans Q L u = f aussi quand

fE LP( Q ) pour (ou bien quand f est une mesure à variation bornée).
n+l

Cette solution a été définie par dualité de la solution faible variationnelle.

On peut se demander si Lu = f avec avec P  2 est équivalent

La réponse est négative comme nous le montre l’exemple donné par J. Sprrin [21 ].
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5. Majorations locales des solutions.

Considérons l’opérateur elliptique

et supposons dans ce paragraphe

Sans perdre de généralité on peut supposer aussi n &#x3E; 2.

On suppose, pour simplifier, que a.. = a... Autrement il faudrait
-LJ J3-

supposer aussi

Soit I(x, p) la boule de centre x et rayon P ; on pose

On a les résultats suivants :

THEOREME 5J. Soit u(x) une sous-solution locale de (5.1) : si xéo

.2i alors il existe une telle ue

COROLLAIRE 5.1. Soit u(x) une supersolution locale de (5.1) ; si x£Q
et I(x,R) C Q on a alors: -.
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En effet -u est alors une sous-solution et de (5.3) découle (5.4) ; enfin

évidemment on a : é

COROLLAIRE 5.2. Si u(x) est une solution locale de Lu = 0, on a alors :

Avant de démontrer le théorème 5.1 il faut démontrer le lemme suivant

semblable au lemme 4.1.

est une fonction réelle non négative définie pour

h &#x3E; k et non croissante en h p fixé et non décroissante

our h .

c, 0 , P , y étant constantes positives avec B &#x3E; 1 ; alors pour tout

Démonstration. On considère les suites

et lton démontre par récurrence sur s que
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La (5.9) est vraie pour s = 0. On la suppose vraie pour s et on la dé-

montre pour s + 1. En effet de (5.6), (5.8) et (5.9) l’on a

Alors si s ~ +00 on a (5~7) 
n d

LEMME 5.2. Si v est une sous-solution locale non négative de l’operateur

elliptique L et si a £C1o(Q)0 

Démonstration. Par hypothèse l’on a

Alors en posant cp = a2 v on a

en utilisant (5.2) et l’inégalité de Cauchy on obtient alors ~5.~0~.

COROLLAIRE 5.3. Avec les mêmes hypothéses du lemme .2 on a

où S est une constante qui dépend seulement de n.

En effet en utilisant l’inégalité de Sobolev pour les fonctions de

H~(Q) on a, grâce au lemme 5.2:
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COROLLAIRE 5.4. Avec les mêmes hypothèses du lemme 5.2 on a
?

1 S foend seulement de n.

En effet y de l’inégalité d’Hôlder on a

Démonstration du théorème 5.1, u étant une sous-solution la fonction

u = u _{u~k est une sous-solution non négative (Prop. 3.1). Soit

avec a = 1 dans Q(x, p) et CX = 0 hors de Q(x,R) où

~  R (il faut remarquer que, grâce aux hypothèses, on a I(x, P) pour

du corollaire 5.4, on tire

où ; on a aussi

Si l’on pose
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on obtient alors

Soient §,n deux nombres &#x3E; 0 que l’on fixera plus avant. On a 

On choisit ~ et TI de façon que

0 doit alors satisfaire l’équation 8 ~~c~ ~ ~ = 0 qui a une racine

on peut alors fixer et en posant

alors : 
-

~5.1~~ peut s’écrire

où
. 

1
; grâce au lemme 5.2 on a pour B., -2.P 

avec où K dépend seulement de n et -~ .
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J B

THEOREME 5.2. Dans le théorème 5.1 au lieu de 5.3 on a :

k. est un nombre réel quelconque,

On répète la même démonstration du théorème 5.1 jusqu’ à obtenir (5.14) ;

on utilise alors le lemme 5 , ~ avec ka au lieu de 0 et on obtient (5.15).

THÉORÈBE 5.3..ê..Q!i et soit mve sous-solution

de 5.1 telle ue u  au sens de sur-
Alors est valable si ko &#x3E; êJ? . J

Il suffit de remarquer que la démonstration du théorème 5.1 est encore

valable dans ce cas si l’on suppose k~ &#x3E; Î de façon que u - soit

nulle et que le lemme 5.2 soit valable 

Considérons maintenant les solutions de l’équation elliptique

avec f . 1 E Zp~ ~ ~ , p &#x3E; 2. On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 5.4. si u(x) est une solution locale il existe

une constante i~ ~. K~ ~ ,n~ telle que si l’ on ait,. si
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avec

Démonstration. Soit v la solution dans de l’équation (5.16:

et posons :

u = v + w

où w est une solution dans Q(x,R) de Inéquation Lw = 0. Grâce au

théorème 4.1 (i), (iii), on a si 2~ p n : :

et si p &#x3E; n

Grâce au corollaire ~.2, on a

en utilisant l’inégalité de Holder, on n si 2 ~ p  n
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et si p &#x3E; n

On a aussi 2-- p  n

et donc de (5.19), (5.20) et de l’inégalité

on obtient (5.17).

Si p &#x3E; n en utilisant (5.19), (5.21) et l’inégalité

on obtient (5.18).
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Avec la même démonstration on a :

THEOREME 5.5. Soit et soit u(x) une solution de Sur
1 les inégalités valable si x - x 0

c-t RRo *

6. Une famille_de sous-ensembles de Q.

DÉFINITION 6.1 Soit Q un ouvert de R une constante positive

On dénote par la famille des ensembles E C 

chaque v f: C (Q) nulle sur E, l’on ait :

1
Si E£P(B,Q), et v=0 est valableSi EE’:Np,0.), et v = 0 sur E, ( 6 , 1 ) est valable

presque partout dans

On admet içi le théorème suivant 1

THEOREME 6, 1 . Si v é H1 ( Q ) Qt v = 0 sur E avec E é 9 ( fl , Q ) , ilTHEOREME 6.1. Si ) ...,.,.,..,..-r.,- E £ P(B,Q), il
existe alors une constante p1 telle que

En effet le théorème 6.1 est une conséquence do la déf. 6.1 et du

résultat suivant de la théorie du potentiel.
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"Soit o une mesure positive à support compact et soit

le potentiel engendré par ~L . Il existe alors une constante C = C(n), telle

que

Pour la démonstration do ce résultat on peut voir A. Zygmund [30 ] ou

G. Stampacchia [23 ; Appendice].

THEOREME 6.2. Soit Q un ensemble convexe. Soit M(9) la famille des

sous-ensembles de Q tels

Il existe alors une constante r3=~(n~Q) 

Dém. Soit v e C ( Q ) nulle sur E ; · si alors la formule (6.1 ) est

évidemment vraie. Soit x ~E - on considère la fonction r~,-&#x3E; v(x + r £ )

avec où Sn est l’hypersurface de la sphère unitaire, Soit

Pour 

et si R est tel que x + R£ éE l’on a
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et, donc, si d là est la mesure sur S n , puisque lx-ti n-1 drd w = dt,
l’on a : 

-

Il suffit alors de démontrer que la mesure (n-1 )-dimensionnelle de L ,soit
est bornée inféricureeont. En effet, on a :

Donc

De (6-4), il découle alors

c’est-à-dire

THÉORÈME 6.3. Soit et soit

stil existe deux constantes kQ et 8 , avec 0  9  1, telles q ue

alors, si 9 
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avec 

Dém.

Grâce aux théorèmes ~, ~ et 6.2, en posant 0-:::: h - 1c -c et en faisant ~-~ ~,

l’on a :

dtoù lo théorème 
c.q.f.d. 

1d’où le théorème 

En utilisant l’inégalité do Schwartz on a :

COROLLARE 6.1. Sous_ mêmes hypothèses

DÉFINITION 6.2. Un ouvert borné ost dit B~(Q)- admissible s’il

existe deux constantes p 2t Po PPo ~1 

ait : 
’

On peut aussi dire que Q est H~(Q)- admissible si pour tout p Po

et et pour touto nulle sur 

on a : 1 1 B 1
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DÉFINITIon 6.3. On dit qu’un, ouvert borné Q do # est de classe S~

s ’il existe deux cons tantes 0~1 ot Po pour

tout et tout on ait -.

Grâce au théorème 6, 2 q s ’il existe ex avec 0  Éx  1 tel que Q soit

de classe S  , Q est alors H’(P 0 )- admissible.

Avec la même démonstration du théorème 6.3 et du corollaire 6.1 on a le

théorème suivant. t

THÉORÈME 6.4. Soit avec et scit Q

H~(Q)- admissible ; si u(x) est nulle sur alors les for-

mules (6.5) et (6.6) sont valables pour h &#x3E; k &#x3E; 0.

En utilisant les inégalités de Sobolev pour les potentiels on a :

THÉORÈME 6.5. Si v ~, v -= 0 sur E, avec

Q ) , alors il existe une constante (3 t = telle

Où

On démontre maintenant une inégalité qui généralise l’inégalité, bien

connue, de Poincaré.

THEOREME 6.6. Soit 11 un ouvert convexe et borné de Rn et soit u x une

fonction de H1,p(A) (1  p  n) ; il existe alors une constante K = K(n,p) ,
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telle 

où U. est la valeur de u sur A.

Dém. On peut se borner à supposer que parce que, par continuité

l ’ on obtient (6.8 ) si 

Soit y un nombre tel que .

Puisque

et les mesures où Y et sont nulles, sont &#x3E; 1 2 mes A ,y- 2

on a, grâce aux théorèmes 6.2 et 6.5

= K(n,p~ .

tiais, puisque

et, encore, parce que

on 
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COROLLAIRE 6.2. Sou.s les mêmes hypothèses du théorème 6.6, il existe une

ait :

Il suffit d’utiliser l’inégalité de ioôlder, pour déduire (6.9) de (6.8).

7. Continuité hblderienne des solutions.

Lemne 7 , 1 . Soit h ~...&#x3E; y (h) une 

telle ue si ko  k  h  M l’ on ait : -.

où C sont des constantes positives. Alors lim l(&#x3E; (h) = 0 et,de’.""’ 

1- 
’.~"""" 

;

si 

-&#x3E; 

8

Démonstration. Puisque

on a:

en sommant pour s - 1 ,..., N et en remarquant que

l’on a :

d’où (7.2).
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THEOREME 7.1. Soit u(x) une solution locale de l’équation elliptique

Lu==0. Puisque u(x) est bornée (v. Corollaire,5.2) 

Supposons Que :

avec

alors

Démonstration e avec a = 1 1 dans Q(x,R) ; alors,0 a w. a,rv 
.9

grâce au lemme 5.2, on a :

grâce au corollaire 6.1, on a aussi pour h &#x3E; k :

et grâce au lemme 7.19 on a (7.4). 

THÉORÈME 7.2. Soit u(x) une solution locale de, 

Lu=0 ; on pose W(r) = 11(r) - m(r) ; il existe Q  1 

P  p 
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Démonstration. On peut toujours supposer que (7.3) soit vérifiée ; en effet

si (7.3) n’est pas vérifiée, la solution v = -u satisfera (7.3) car

mes (x a u(x) &#x3E; k + mes (x ; -ut x) &#x3E; k~ = Grâce au théorème

5.2 avec ko donné par

on &#x26; :

avec 8 &#x3E; 1. Grâce au théorème 7.1 on peut choisir N suffisamment grand de

façon que

et alors on a

d’où en observant que &#x3E; m(2R) on a

THÉORÈME 7.3. Soit avec une solution de

Lu =0 ; soit de lus u nulle sur Q est H 1( Q)-
admissible, &#x3E; 1 -qu-CI

an peut répéter la démonstration du théorème 7.2 en remarquent que l’on peut

toujours supposer, y en changeant éventuellement u avec -u 9
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alors on utilise le théorème 5.3 au lieu du théorème 5.2.

Il faut maintenant démontrer deux lemmes que l’on utilisera dans la

suite

LEMME7.2. si ©(p) 5 ? o(4 p) avec n&#x3E;1 alors il existe

~~]0~[ et K tels que

Ce lemme est un cas particulier du lemme suivant.

DEMIE 7.3. Si

il existe ~ ~ ~Q,1 ~ tels ue

Démonstration. Soit a tel que 1)  a  1 et soit f tel que

on pose alors on a en posant

donc si ( on a étant donné que

et en général si on a: o
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On a alors le théorème suivant sur la continuité hbldorionne "à l’in-

térieur".

THEOREME 7.4. Soit u(x) une solution locale de Lu=0 ; alors u(x)

vérifie une condition de Hblder dans tout compact C Q ; ; c. a 

existe deux constantes K et À avec 0  ~, 1 t qui dépendent 

de n, telles ques si 0 P R  dist 

1 
n

Soit ve X§( Q(x,8 p)) la solution àe l’équation Lu = n (f.) et l’onE 
1=1 1 i’xi

pose u = v + ’1 où w est une solution de br .= O. Grâce au théorème 7.4

et au théorème 5 *4 on a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 7.. Soit une 

avec p &#x3E; n. Alors il existe deux constantes K et À
i 

.

avec 0  À 19 de, y,n,R9 9 our x 

0 P R  dist (x, () Q) 

Grâce aux théorèmes 7.3 et 7.5 on a aisément le théorème suivant de

continuité hbldcrionne dans ~ :
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une solution de

avec fi 6 LP( Q) et p &#x3E; n ; soit de plus Q Hl ( Q )- admissible. Alors

u vérifie une condition de RéSIder c. à d. constan-

tes K et X avec 0  h 1 qui dëpendent de v et n telles que

8. L’inégalité de Harnack.

Soit Lu = -(a.. u ) un opérateur elliptique défini dans l’ouvert
ij x , x .

n 

ij x 
i j

Q C Rn g où, en supposant plus simplement a.. = a.. f l’on ait :
2013 3-J 

On a alors le théorème suivant démontré par Hoscr [15] qui généralise 
’l

l’inégalité de Harnack.

8.1. Soit u une solution locale do l’équation Lu = 0 . soit

alors il existe une constante

c = c( Ç2 , P 1 ) telle que

Remarque 1. Puisque par homothétie de ~n la constante -y ne change pas,

il s’ensuit que la constante c dépend seulement de la distance de 3Q’ t à

. De plus si S-¿ tt est déduit de Q ~ 1 par une homothétie, la môme

constante qui intervient dans (8.2) intervient aussi pour les solutions sur

Qu.
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Soit u une solution-.positive de Lu = 0 et soit pE R ;

alors la fonction v = uP satisfait linéaire.

Donc v est uno sous-solution de L si p0 ou p &#x3E; 1 et v est une

supersolution de L si 0  p  1.
à .4

Démonstration. Puisque

c’est-à-dire

d’où (8.3)
~ 

c.q.f.d.

LEUME 8.2. Avec les mêmes du leme 8,1_, on a si p 4 1/2 et si

où et S dé-pend de n.

Démons trat ion. Do (8.3) en multipliant par cx v et par intégration par

parties on a : x
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d’où

et, en utilisant (8.1) l’on a :

grâce aux inégalités de Sobolev on a alors (8.4).
c.q.f.d.

IEHME 8.3. Soit u une solution locale positive de, Lu = 0 ; alors la fonction

v = log u satisfait l’équation non linéaire

En effet puisque

d’où (8.5).
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LEMME 8.4. Soit u une solution locale positive de Lu = 0 et soit

v = log u.

on a

(ii) il existe une constante c = telle que

où Q(P) est un cube de centre x et de côté p et v indique la valeur
Q 

moyenne de v sur Q( p).

Démonstration (i). En multipliant 8. ~ par et en intégrant par parties

et, grâce à l’ïnégalïté de Cauchy, on a (8.6).

(ii) Soit a= 1 sur Q(P) et a £ D(Q(2 P) ) ; alors, grâce à (8.1)

on a :

en utilisant alors l’inégalité suivante de Poincaré

on a (8.7).
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Nous aurons aussi besoin du théorème suivant de F. John et L. Nirenberg

w. (~~~ que nous ne démontrerons pas.

telle qu’il existe K&#x3E;0 tel ueTHEOREME 8.2. u EL (Q(l » toi il existe K &#x3E; 0 tel ue

pour tout cube Q( p ), p  1 t à côtés parallèles aux côtés de Q( 1 ) . Il

existe alors deux constantes positives cxp p qui dépendent de n telles que

COROLLAIRE 801. Sous les mêmes hypothèses que celles du théorème 8.2 on a :

En effet de (8.9), l’on tire 1

d’où en multipliant, il s’ensuit (8.10).

Soit u une solution locale de Lu = O. Il existe deux

constantes oc et /~ telles que :
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Démonstration. Soit v = log u et grâce au lemme 8.4, on a:

où C 1/2 dépend de n et de v ; ; grâce au corollaire 8.1 on a alors :

d’où en appelant avec 0 on a (8.11) et (8.12)

c.q.f.d.

Démonstration du théorème 8 ~ 1. Grâce au lemme 8,1 et au théorèmes 5.1 on a

d’où en posant l’on a
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avec K et Ki constantes qui dépendent de n et ’

Grâce au lemme 8.5 il existe une constante a telle que

Pour démontrer le théorème 8.1 il suffit de démontrer qu’il existe une

constante C telle que pour p2 &#x3E; P1 l’on ait

Si (8J6) est valable, avec une constante il = ,n) convenable,

on a :

le passage de Q( p) à Q ~ t se fait alors de façon standard.

Nous allons démontrer (8.16).

On pose )(=-~2013 et on suppose que l’exposant à droite de (8.16)

soit tel que o X~ -t 1 pour s entier (il suffit de prendre 0 un peu

plus petit). Soit h un entier tel que 2 et soit 

s P?- Pi ’2

On pose s (xy et rs = 2 P2 - 2s h et l’on utilise le lemme

8.2 avec 2p = qs et en prenant x = 1 sur 

et puisque q s4 1 on a :
s
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et en multipliant les inégalités que l’on a si s = Q g ... , h-1 on obtient

(8.16). 
°c.q.f.d.

COROLLAIRE 8.2. Les solutions non négatives de Lu = 0 sont ositives

ou identiquement nulles.

En effet si min u &#x3E; 0, alors u &#x3E; 0 ; et si loin u - 0 , 
Q(P) Q( P )

COROLLAIRE 8.3. (Principe fort du solution de l’équation

Lu = 0 dans Q possède un point de maximum (minimum) à l’intérieur de Q
u est alors constante.

En effet soit £1 la valeur du maximum ; par hypothèse il existe un

cube ~( ~ ~ dans Q où pour tout £ &#x3E; 0 , est positive ;

mais v est une solution de Lv = 0 donc

alors min u = 1.1 .
Q(P)

On a aussi l’inégalité de Harnack pour les solutions positives des

équations non homogènes.

THÉORÈME 8.3. Soit u une solution locale positive dans Q de l’équation
n 

~ ’ " " " ° ° ~ ~ ° ~ ~’

(f , ~ ou avec p &#x3E; n. Il existe deux constantes

i=1 i’xi 1 avec 
p &#x3E; n. Il 
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K = telle

Démonstration. Si l’on pose u = v + w, où w est la solution dans

1 , , 

n 
,H1o(Q(2 p)) de Inéquation Lw = E(f) , v est une solution de

i=t i xi
11 équation homogène Lv = 0 avec v = u sur ç3Q(2 p). Grâce au principe

de maximum puisque v = u est positive sur Q(2 P) elle est positive

dans Q(2 P). Donc grâce au théorème 8.1 de Iioser-Harnack

Mais on a :

min v + min wmin umax umax v+max w

et 
’

Fiais, grâce au théorème 4.1, on a :

d’où (8.17). 
c.q.f.d.c.q.f.d.
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On peut maintenant donner une nouvelle démonstration du théorème ~.5 ;

c’est-à-dire on peut démontrer que les solutions de l’équation elliptique
n

Lu = £ (f.) avec p &#x3E; n, sont holderiennes à l’intérieur
1. 

a 
~ 

e

de ; .

On pose M(p) = max u et m( p) = min u ; alors les deux fonction

Q(P) Q(P)
v = M(2 P) - u et w = u - m(2 p) sont solutions positives dans Q(2 p)

des équations

Grâce au théorème 8.3 on a alors

où grâce à la remarque 1, la constante C dépend de F et n ma.is

ne dépend pas de p . 

En posant p) == M( P ) - m( p) et en sommant

on a : .*
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dioù

grâce au lemme 7.3 on a alors :

9. La fonction de Green.

Le but de cette section est d’ étudier les propriétés de la fonction de

Green pour le problème de Dirichlet relatif à un opérateur elliptique

Lu =-(a u) à coefficients mesurables et bornés satisfaisant la condi-
YJ J

tion d’ellipticité
_ààm

Nous supposerons que a.. = a.. et que l’ouvert Q est H1o(Q) - ’lNous supposerons que aij que a ij 
= 

ji 
et que l’ouvert P est 

admissible.

DÉFINITION 9.1. est une mesure à variation bornée à support dans ~2 y

on dit la fonction est une solution faible de 

s annule sur ê) Q si

our tinte fonction Hi 0 ( 0) n telle que L cp £ CO ( Q ) .

Si Q est )-admissible, l’espace des "test-functions" cp est
0

alors non vide grâce au théorème (7.6).

Les solutions faibles que nous venons de définir sont des solutions

faibles du problème de Dirichlet associé à ltéquction (9.2) plutôt que des

solutions faibles de l’équation (9.2).
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Grâce au théorème 2.1 il existe une application linéaire et continue G

de H-1 ( Q ) sur H~(Q) telle que si T E H-1 ( Q), u = GT est la seule

solution dans de l’ équation Lu = T. Cette application, inverse à

droite de L, définit l’opérateur de Green pour L.

Grâce au théorème ~..1 p G dans pour

p &#x3E; n, et, de plus, grâce au théorème ~.6 ~ G applique H-1, p ( Q ) dans

C°(Q) continûment. On a, pour toute fonction 

oû K dépend seulement de p et de n et E H-1 ,p( Q).
~ x.

1

u est donc une solution faible, qui s’annule sur Q, de l’équation

si et seulement si

Evidemment il existe au plus une fonction qui satisfait ces conditions.

De (9.4) et (9.5) on a, pour tout 

ou j Î est la variation totale de ~L

Puisque C°(Q) est dense dans H-1,p(Q) on a
, 

avec
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L’application 03BC -&#x3E; u est l’application adjointe G* de G, etest-à-

dire u =

Grâce à la définition de G, G opère continûment de dans

et alors G* est un opérateur linéaire et continu défini dans le

dual de C°(Q), c’est-à-dire dans l’espace M des mesures à variation

bornée sur Q ; pour ~ ~ on a aussi

On a ainsi démontré le théorème suivant 1

THEOREME 9.1 . Si Q est à variation bornée

solution faible et sens de la

si p~-~r.
Nous démontrerons maintenant que u peut être approchée par une suite

de solutions faibles d’équations à coefficients continus.

Considérons une suite des régularisants )ce s (x)) ayant les propriétés

Soit a..(x) le prolongement de a..(x) à e défini par a (x) = 5. -
ij ij = ij i,

n . (s) IV 

ii ij 1 

hors de Q ; et soit 
ij ij s

Alors : t

est un opérateur à coefficients et satisfait encore la condition
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parce que

On a alors le théorème suivant -.

THEOREME 9.2. Soit 03BC une mesure à variation bornée, et soit u la

solution faible au sens de la définition 9.1 de

La suite {u(s)} faible u ,de

faiblemerit dans et, par conséquente fortement dans,

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou 

avec Y E Tout u(s) est alors une solution dans H1o(Q) et on a

u est donc la solution dans de Lu = ~ ; cette solution étant

unique est toute la suite qui converge vers u.

Considérons maintenant le cas général. Tout u(s) vérifie l’identité

ou est la solution de l’équation L (s) I.p(s) = 4&#x3E; . On a

démontré que 4&#x3E;(s) -&#x3E; tt&#x3E; uniformément dans Q , ~ et faiblement dans H~(0.: 1
vers la solution dans H1(p) de L lp:;: 4&#x3E; . _0 -
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Grâce à (9.6) est uniformément borné ; il existe donc

une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction En

passant à la limite dans (9.7) on a :

où donc u est la solution faible au sens

de la définition 9.1 de Lu = #L .

Il est bien connu aulil existe alors une sous-suite qui converge

fortement dans Lq( Q) vers u. Grâce à l’unicité de la
q p n

solution faible on en déduit que la suite converge vers u

coq.f.d,

DÉPNTITION 9.2. On appelle fonction de Green g(x,y) pour le problème de

Dirichlet L au oint y la solution 

de la définition 

Lg = y 1L.= y 
ou 

Y 
est la nesygg@e__pÀrac au point Y. 

"

2013 y 2013201320132013201320132013

Grâce à la définition 9.2 la solution de

est donnée par la formule ,

Si l’opérateur L a les coefficients indéfiniment dérivables, alors on sait

que 0 et -- 
a Diaprés le théorème 9.2 on peut

déduire que ces propriétés sont valables aussi dans le cas des coefficients

Loo(Q).
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THÉORÈME 9.3. Pour toute, 

elle donne la au sens de la définition

9.1, p de l’équation Lu = 03BC.

Démonstration. On peut supposer p positive. non négative

et soit tp la solution dans H~(Q) ~ C° de l’équation L .
Grâce au principe du maximum on déduit que ~ aussi est non négative et elle

est donnée par la formule

JL

Alors, grâce au théorème de Fubini, l’intégrale

existe p.p. et lton a : 1

cette identité est valable pour tout 4J E et u est la solution faible,

au sens de la définition 9.1, de 1 r équation Lu = 

c.q.f.d.
Il B

THEORELLE 9.4. Soient u2 deux sens de la

définition 9.1 de

alors on a :

en ce sens quo si l’une des intégralos existe existe aussi et elles

sont égales.

Le théorème est une conséquence du théorème 9.3 et du théorème de

Fubini.
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Remarque 2. Les solutions faibles, au sens de la définition 9.1 , ont plusieurs

propriétés semblables aux propriétés dos potentiels ordinaires (par ex.

ltidentit6 (9.9) généralise la relation de réciprocité des potentiels ordi-

naires) ; pour cos solutions la théorie est plus semblable à la théorie du

potentiel qu’à la théorie des équations aux dérivées partielles.

Etudions maintenant quelques propriétés de la fonction de Green.

On a démontré au § 3 qu’à tout sous-ensemble E de Q on peut associer

une mesure positive (ou nulle) ~JL qui est la E par rapport à la

forme

Dans le cas actuel on a ~N

où U est l’ensemble convexe des telles que u # 1 sur E au

sens de H1 (Q ). La fonction u qui donne le minimum est = 1 sur E au

sens de H (Q) et satisfait la relation

Il est facile de vérifier que u est aussi la solution faible au sens de la

définition 9.1 de l’ équation Lu = 11 ; on a donc u(x) = 
Q 

et

u est appelé le potentiel capacitaire de E.

Supposons maïntenant que L soit à coefficients et soit

g(x,y) la fonction de Green au point y. Pour y 6 Q tel que

dist (y, 3Q) &#x3E; 0 soit
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grâce aux hypothèses faites sur les coefficients de L, J a contient un

voisinage de y.

LEMME9J. 1 On a :

Démonstration. Le potentiel capacitaire u de J a est = 1 au point y

et

a 
est la capacité de J 

a 
portée mais s’ur Ja on a

g(x,y) = a ; on a donc cap. J 
a 
=1 . 

c ,q.f.d.

Soit la boule de centre y et de rayon Y? J posons

alors, grâce au principe de maximum on a Ey C J a et puisque la capacité

est une fonction subadditive d’ensemble on a :

d t une façon analogae , si

on a :

On a alors :
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mais g(x,y) est une solution de L 
9 
= 0 dans Q - (y) et, grâce au théo-

g _

rème (de Moser-Harnack) 8.1. il existe une constante C = C( ’l,n) telle que

(grâce à la remarque 1 du § 8 on peut choisir C indépendant de ï ) ; on a

alors, sur D E y : :

Soit maintenant L un autre opérateur à coefficients ellipti-

que avec la même constante ’~ . Soit sa fonction de Green et soit

cap. E la capacité de E par rapport à la f orme bilinéaire associée à L.

Evidemment on a l’inégalité :

Si L et L sont à coefficients en utilisant le théorème 9.2

on déduit que (9.10) est valable aussi dans ce cas. On a donc démontré le

théorème suivant :

THÉORÈME 9.5. Soient g(x,y) et g(x,y) les fonctions

opérateurs L et L elliptiques avec la même constante d’ellipticité V.

Alors tout compact Q il exïste une constante 

telle Que

En particulier si pour n ~ 3 on considère 1 t opérateur L et l’opéra-

teur de Laplace, on en déduit que la fonction de Green g(x,y} de L a
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au point y une singularité polaire dtordre n-2.

On peut démontrer que et que

donc, grâce au théorème 7.4., g est hëlderierme.

Si n &#x3E; 3 il existe une fonction pour p’  ..;--L1 ’n-

hëlderienne si x # y est bornée inférieurement et supérieurement par une

constante positive telle que

10. Problème de Dirichlet et notions, 

Considérons maintenant le

chercher u tel ue

Il est bien connu, même si les coefficients de ltopérateur elliptique

L et Q sont très réguliers, que l’on ne peut pas résoudre le problème (10.1

avec la méthode variationnelle, à savoir la solution n’est pas dans H1 (Q).
Voir l’exemple classique de Hadamard.

. % 111 / Q B 1 
( n )D’autre part, si T = 1 est l’espace des traces des ueH 1

Hl 0 (ç2)
on a démontré que (par la méthode variationnelle) pour il existe u

unique dans 111(Q) tel que (10.1) ait lieu (voir ~ 3.1 ).

Dans ce cas on a une application linéaire et continue h -&#x3E; Bh = u

de c~ dans 
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Grâce au principe de maximum (v. th. 3.1 et 3.2) on a :

et, grâce au lemme 5.2, on a aussi :

où

Toute fonction est limite uniforme dl une suite h n
(il suffit de prolonger h à Rn et d’utiliser le théorème de

BJeierstrass sur l’approximation uniforme des fonctions continues par poly-

nômes) ; on peut donc prolonger par continuité B jusqu’à Q) et B

fait correspondre à tout une fonction u et une seule telle

que i

(ii) u est une solution locale de Lu = 0.

Cette application a donc résolu le problème de Dirichlet 10.1 dans le

sens suivant. 
’

A toute fonctipn on fart. correspondre une fonction u

solution locale de Lu = 0 (et même hëlderienne à l’intérieur, v. th. 7.4)

de façon que si h est la trace sur 3Q d’une fonction h e C 1 (Q ),
est la solution 

D’une façon naturelle, on se pose le

Problème Peut-on dire que pour ye3Q 
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Il est bien connu, grâce à un exemple classique de Lebesgue, que déjà

pour le laplacien le problème 10.2 n’admet pas toujours une réponse affirma-

tive.

1
DEFINITION 10. 1 . Un point ye D Q est_ par rapport à 11

teur L pour tout on a : 

A

Un point non régulier est dit irrégulier.

Pour l’étude du problème 10.2 on renvoie à [10] ; on se bornera ici à

énoncer les résultats suivants.

THEOREME 10.1. 

potentiels capacitaires des ar rapport

à une boule quelconque E C Rn avec Q sont continus au point y.

Remarque.

Les potentiels capacitaires des ensembles E p donnent la possibilité

de construire des barrières. En utilisant ce résultat et les propriétés de

la fonction de Green w. § 9), on peut démontrer le théorème suivant :

THEOREME 10.2. Un point y £ 3Q est régulier par rapport à un opérateur

elliptique L si et seulement s’il est régulier par rapport à n’importe

Quel autre opérateur 

En particulier, y e est régulier par rapport à L, si et seule-

ment si la condition de N. Wiener est vérifiée (i.e. si y est régulier

par rapport à l’opérateur de Laplace).



72

La condition de 1Iiener est la suivante :

Soit la capacité de E p ; le 22:1-’Lt- si

et seulement si

11. Aperçu sur les dévelop-pements de la théorie. 

Dans l’exposition que nous venons de faire nous avons utilisé des

résultats qui ont été démontrés ces dernières années (voir [2], [10],

[14J, [15], 1241, C~~~ ~ C27~ 9 [29]).

Le point de départ de ces résultats a été le désir de généraliser aux

équations elliptiques non-linéaires en plus de deux variables la théorie qui

avait été développée dans la première moitié du siècle par Bernestein, Schauder

Leray, Caccioppoli, Morrey, Nirenberg dans le cas des équations à deux

variables indépendantes.

Le résultat du § 7 a été pendant plusieurs années une question ouverte

jusqu’à ce que De Giorgi [2] et Nash [19], inàépendavment, 9 aient démontré

le théorème sur la continuité holderienne des solutions faibles, en 1958.

La méthode de De Giorgi utilise la possibilité de tronquer les solutions

des équations envisagées (on obtient alors, comme nous venons de le voir

ici, des sous-solutions ou des supersolutions).

Déjà Lebesgue, en 1907, et plus tard Tonelli et beaucoup dtautres

mathématiciens avaient utilisé cette opération pour démontrer la compacité

des autres minimisantes des intégrales régulières du Calcul des Variations.

De Giorgi utilise la technique des inégalités isopérimétriques. Au-

jourd’hui on sait que cette technique peut être substituée par l’usage

des inégalités de Sobolev.
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Le théorème de De Giorgi a été généralisé aux équations plus générales

du type (0.2) par C.B. Norrey [12] et par Stampacchia [24].

Dans ces travaux on a aussi obtenu la régularité au bord. Dans le

second il a été considéré aussi la régularité au bord pour des problèmes

différents du problème de Dirichlet.

Hoser a donné une nouvelle démonstration du théorème de De Giorgi [14]

et de plus, il a démontré l’inégalité de Harnack [15J en utilisant un théo-

rème de F. John et L. Nirenberg [6] qui joue un rôle très important. Nous 
_

avons exposé sa démonstration au § 8. 1
Les inégalités du maximum et les majorations dans Lp ont été démon-

trées par Stampacchia [23, y 25, 26, 271. Il a considéré dans [26J aussi

le cas des équations du type (0.2) sous hypothèses très générales pour les

coefficients b. et di . En effet il a démontré que les majorations dans
i i

Lp sont valables aussi si b. E Ln, d. Ln, y de telle sorte que l’on peut
i J.

aussi obtenir quelques résultats pour les équations du type (0.1) quand les

coefficients a.. sont dans Ces remarques ont été utilisées
ij

récemment par Miranda [17,181 qui a donné plusieurs résultats pour les équa-

tions du type 0,9 quand les coefficients sont dans H1 ,n( Q).
En ce qui concerne les équations non-linéaires, il faut rappeler

que De Giorgi avait démontré l’analyticité des solutions faibles du problème

du calcul des variations

quand F est analytique et satisfait la condition
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en démontrant qu’une solution faible a les dérivées premières hölderiennes,

l’analyticitéétant une conséquence des résultats connus.

Ce résultat a été généralisé par C. Morrey [13J et par Ladyzenskaia

et Uralt’seva ~’~, 8 ~ .

Ladyzenskaia et Uralt’seva [7,81 ont aussi donné plusieurs résultats

pour les équations elliptiques non linéaires.

Plus récemment Gilbarg [3] et Stampacchia [28] indépendamment, ont

donné des résultats pour des équations non linéaires qui, y comme les équations

des surfaces minimales, ne sent pas contenus dans les résultats de Morrey

et de Ladyzenskaia et Uralt’seva. 

Récemment J. Serrin t_22] a généralisé aux équations elliptiques quasi-

linéaires le théorème de Moser sur l’inégalité de Harrack. Il a également

étudié le problème de l’allure locale des solutions.

La théorie des équations paraboliques à coefficients discontinus s’est

développée en même temps. C’est Nash le premier qui a démontré, par une

méthode tout à fait différente, la continuité hölderienne des solutions

faibles. 
’

Plusieurs théorèmes ont été démontrés en utilisant la méthode des

fonctions tronquées par Ladyzenskaia-Uralt’seva [9], Aronson [1], Guglielmino

[4]. Il vient maintenant de paraître une note de Hoser [16] où il démontre

l’inégalité de Harnack pour les équations paraboliques.
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