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EQUATIONS ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS DISCONTINUS

par
M. Guido STAMPACCHIA

Parmi les équations elliptiques du second ordre

(001) a,...u + b, u +cu=7*
i°j xixj i Xi
ou
aijE’iCj>o pour &L #0

(les sommes seront toujours sous—entendues) je vais considérer ici seulement

les équations que l'on peut appeler équations & structure de divergence :

(0.2) - (aiJ. uXi +d; u)xj + (bi uxi +ecu)="T.

Si les coefficients des équations sont suffisamment réguliers la différence
entre les équations (0.1) et (0.2) est seulement formelle.

Mais si 1'on suppose, comme dn va le faire ici, les coefficients mesurables
et bornés, alors les dquations (0.1) et (0.2) sont tout & fait différentes. |
Jusqu'a présent on ne connait aucun résultat pour les équations (0.1).

Je parlerai donc des équations & structure de divergence (0.2) et pour
gagner en simplicité je considirerai la plus simple des équations & structure de

divergence

(0.3) Iu = -(ai,j ux.)xj =0
i

en supposant que

(0.4) y-! \E,lz <a, &y E’j‘<‘ V !&'2 Y const, > 1.
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Ltopérateur L généralise 1'opérateur de Laplace (pour V= 1), Le but de
notre exposé est de présenter pour 1'équation (0.3) beaucoup de résultats
qui sont classiques pour l'équation de Laplace, tels que le principe du
maximum, 1'inégalité de Harnack, les propriétés de la fonction de Green pour
le probléme de Dirichlet.

I1 faut remarquer que l'on est amené & considérer des équations & coeffi-
_ cients discontinus aussi pour étudier des équations non linéaires.

De toute fagcon, il y a un grand nombre de problémes linéaires ol l'on doit
supposer que les coefficients sont discontinus. It, d'autre part, des difficul-
tés du méme type se présentent quand on a un probléme aux limites dans un
ouvert dont le bord n'est pas assez régulicr.

La différence essentielle entre les opérateurs & coefficients continus ot
les opérateurs & coefficients discontinus est que les premiers peuvent &tre
considérés localement comme de petites perturbations d'opérateurs a coefficients

constants, tandis que cela n'est pas vrai pour les opérateurs a coefficients

discontinus.

Beaucoup de propriétés des solutions des équations & coefficients continus
ne sont pas vraies pour les solutions des équations & coefficients discontinus ;
d'ailleurs les propriétés qui sont vraies ne peuvent pas &tre déduites par les
mémes méthodes que dans le cas des coefficients continus.

Pour les problémes aux limites dans un ouvert suffisamment régulier la
situation est parcille. Quand le bord est régulier on peut réduirc localement

probléme & un ouvert dont le bord conticnt unc partie d'hypothéses sur les
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cocfficients, tandis que ccla n'est pas possible si le bord du domaine

n'est pas assez régulier.

Je voudrais cxprimer ma gratitude & Monsicur le professeur J. Leray
qui a bien voulu m'inviter & prendrc la parole & son séminaire, au Collége de
France. Jc tiens également & remcrcier lionsicur Geymonat qui m'a aidé a

rédiger les notes.

1., Quelques définitions et gquelgucs résultats connus.

On considdrera toujours des fonctions a valcurs réelles et les espaccs de
Banach considérés scront toujours dcs cspaccs de Banach réels., () ost un ou~

vert borné de R® de frontidre 7O ot de fermeture 2

3} (§2) est l'cspace des fonctions indéfiniment dérivables & support dans

Q , avec la topologie usuclle.

() est 1l'espace (de Banach) des fonctions contimues dans &,

normé par

fall \or &5y = mox ul

Cw (ﬁ ) cst 1l'espace (de Banach) des fonctions qui satisfont unc condition

d'Holder avec cxposant ¢, 0 <XL 1, avee la norme

lll ¢ (D) = m?_zx i+ [u] g

[u]a 9" sup Jl&(&'):.?.ﬁ.&i’o.(u

x',x"e (0 |x¥t-x"]
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& () cst l'cspace (de Banach) des fonctions continues dans () avec
lcs dérivées d'lordre < k

Cl( Q) est 1'espace des fonctions de C1(Q) 4 support dans

1 _
H *P(Q)) cst 1l'espace (de Banach) complété de C1(Q) pour la topolo~

gic induite par la norme

(*)

n

Y HuX ||

= Jlull +
P(Q) 1=t *i F(Q) .

ST

' oP () est lc complété de Cl(Q) pour la topologie induite par la norme (*).
Hl’P( Q) est un cspace de Banach séparablc et réflexif dont le dual
— 3
H 1.,p (R), 1/p+1/p* =1, cst isomorphc & 1'espace des distributions qui

sont dérivées de fonctions dans LP(Q).

H1 ’P

10 c(Q) cst 1l'espace des distributions sur ¢ telles ‘que pour chaque

Q' ouvert,avee QrC. 'Q' (restriction de u A Q')e ik Py,
Si p=2 on écrit aussi
15(Q) (rosp. By(Q), 1, (Q), E(Q))

au licu de

H22(Q) (resp. H72(Q), H2(Q), 54(Q)) .

loc

, 1
DEFINITION 1.1.- Soit E un sous—enscmble de () ; on dira que ueH 'P(Q)

2atisfait 1'indgalité w>0 sur E au sens de ik 'P(0) s'il existe une

suite (de Cauchy) {um} de C1(§) qui converge vers u dans H1’p(§2) ot
telle que umzo sur E.
En général cette définition nc coincide pas avee la notion de fonction

positive prcsquc partout (p.p.). Si toutefois E cst unc boule contenuc dans
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2 alors par régularisation on a : positive p.p. sur E entratne positive
eu sens de H1’p(Q). Evidemment pour keR on dirs que u>k sur E
au sens de H1’P(Q), si u=k>0 sur E au sens de H1'p(§2), et on
dira que u<k sur E ausensde H 'P(Q) si ~u>-k sur E au sens
de H ’p(Q) ; on dira aussi qu¢e u=k sur E au sens de H1’p(Q) sia
la fois u>k et ug<k sur E au sens de H’P(Q)

On aura besoin du lemme suivant.

LEME 1.1.- 8i ue Hl’p(Q) et 81 t A G(t) est une fonction uniformément

Lipschitzienne (c, 3 d. 1G(+') - a(t")I< & [t* - t"]) définie pour teR ,

telle que G(0) = 0, alors G(u)eHl’P(Q) et

le(w)], =6 (u)u,

i

Dém. du lemme 1.1. On remarque avant tout que 1'on a G*(t)eL® (5),

c. ad,
' sup ler(e)lg k.
te

=2

Soit {um} une suite de Cl(Q) convergeant vers u dans Hl’P(Q) et
soit
v, = G(um) .
Alors chaque Vo est une fonction continue & support compact dans () et
lipschitzienne dans & et donc (vm)x.e'Lm(Q), c. & d. sxglzpl(vm)xiig CK

on a donc aussi v € HZ’P (Q) parce que 2 est borné, On a évidemment

v - ] - uf

K
Q) R LR(Q)
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lim  supl((v.) <X 1i )
m— + 0 | mXiHLp(Q)\ m,jmmsuplkumxi

K “H1

LP(Q)$ P(Q)

et donc (vm)X varie dans un ensemble borné de LP(()). On peut alors

extraire de v, une sous-suite notée encore {vm} telle que v, ~converge
» 1 N ’, N

faiblement dans H ' P(Q) vers @(u). Gréce au théordme de Banach-Saks la

h)

suite { Wm} s OU

W SOV, .. tov  avec Cj>o’ ch=1
converge fortement dans g P0) vers o(u) ; mais Hl’p(Q) est un sous-
espace fermé de 'k 'P0) adone c(u) eHl’p( Q).

) c.q.f.d.

On dira qu'une fonction u(x)e 'k 'P(()) est bornée sur D) par
QeR si u< ) au sens de ik *P(Q), Le plus petit des nombres § tel
que u< @ sera le maximm de u sur O .

Remarque. Si weH 'P(Q), o(t) =0 pour ltl<d et max |ul<d,
alors la theése du lemme 1,1 est vraie. o

si u(x)eL’(Q) et X ect un nombre réel >0 , on définit les fonctions

tronquées

u si u(®)<k

[ -

k si ul®)>k

u si ux)>k

fuly =

k si u(x)<k
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On a évidemment {u}k' = max (u,k), {u}k = min (u,k) et grice au lemme 1.1

on a @

IBE 1.2~ 1) S weH'’(Q) ot k>0 alozs {uem’®(Q).
ii) Si uEH’p(Q) et u< Q@ sur, 0Q au sens de H1’p(§2), alors pour
chaque k>, {u} - u est dans Ho’p(Q).

Considérons l'opérateur différentiel

Lus -(a (x) u )
1 J
ou OF (x) sont fonctions & valeurs réellcs mesurables et bornées dans §2

On suppose L uniformément elliptique, c. & d. il existe une constante

V=1, telle que
(1.1) Ve < a () 8 8 <V [P

pour chague x¢§) et pour chaque ¢ ¢ _I_}n.
Rappelons que si TGH—1’2(Q) alors il existe g, ¢ Lz(Q), i=0,1,00090

telles que

T=g, + z (g) .
i=1

1 2
- Mais on sait que A est un isomorphisme de Hz(Q) A H(Q) sur L(Q) et

considérant le probléeme

DAu = g, dans 9
wu=0 sur 9%
on a n
g = L (w ),
i=1 i"i
et on peut écrire (d'une fagon non unique) T = }_" (f ) avec

i=1
£, 12(Q), 1 = 1,00, 0.
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. -1,2
DEFINITION 1.2.- Soit TeH ’“(Q) ; alors la fonction uecH (Q) est dite

ve

une solution de 1'équation

n
(1.2) Lu=T= % (f.)
i=1 lXi
si_pour toute (pegD(Q) on a
(1.3) faw ¢ dax=-[f ¢ a=
SR S QY %

DE’:FINITION 1+3.~ Une fonction u GH;.OC(Q) cst une solution locale de (1 .2)

si_pour toube LpefD(Q) l'on a

f(a..u +£.)P dx=0 .
Q 1] Xi J xj

/
DEFINITION 1.4.- Une fonction wel (R) est dite une sous-solution de (1.2)

si pour teute e D(N) avec ¢(x) >0 sur Q ona
(a.. u +f.)<P ax<L 0,
fQ ST A
1
lo

de (1.2) si pour toute Pe D(Q) et positive sur ) ona

DEFINITION 1.5.~ Une fonction u €H c( Q) est dite une sous-solution locale

X

(a,.,u, +f. )¢ dax<0.
fQ i x5 J Xj

DEFINITION 1.6.- Une fonction ueH (§) est dite une supersolution [locale]

de (1.2) si =-u est unc sous-solution ilocalel de (1.2).
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2, Une généralisation d'un théordme de Lax-lilgram,

Soit X wun espace de Hilbert réel et soit U un ensemble convexe et
fermé de X ; soit X' 1le dual fort de X, 1la dualité entre X et X' étant

notée <, >, Pour chaque pcint ueU soit Vu le cdne convexe qui projette

de l'origine de X 1l'ensemble U-u. Donc
vu ={veX ;3€E>0 tel que u +5veU} .

Il cst évident que u eﬁ (c. a4 d. il existe une boulc de centre u contenue
dans U) si ét seulement si V = X,

I1 est aussi évident que si U est unc variété lindaire affine (c. & 4,
paralldle & un sous-cspace vectoriel V) alors v, =V =T,

On a le théordme suivant [29].

THEOREME 2.1.- Soit a(u,v) une forme bilindaire continue sur X x X g%

coercitive, c. & d,

(2.1) Je, >0 telle gue la(u,v)l< c, lluUXHvHX Yu,ve X
(2.2) de¢>0 telle que alv,v)=cllv ll; Vvex .

Pour tout f donné dans X', il existe un et un seul ueU tel gue

(2.3) alu,v) >2< f,v> VveVu .
[
Evidemment si ueU (ou bien si U est unc variété linéaire affine de X)

alors si v¢€ Vu aussi -vévu et 1'inégalité (2.3) devient
(2.4) alu,v) =< f,v > YveX .

Si U =X alors le théoréme 2.1 cst le théortme de Lax-Milgram., Désignons
le ueU qui vérifie (2,3) avee G(f ; a,U). On a avant tout le lemmc

suivarn. J'unicité :
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LEME 2.1.- Dans les mémes conditions du théordme 2.1 soit u, = G(f, ;a,0),

u, = G(fz;a,U) alors on a

1
(2.5) []u2 -~ ixsy Hfg = f1“ X
Dém. On a par hypothése :

%

a(uz,V) 2<f,,v> Vvev

et puisque u,-u, € Vu1 et u, ~u, € Vu2 on en déduit que :

a(u1 ’ uz"u.]) 2< f1 » u2-u1 >
a(uz, u2-u1)\<_< £, uymu, >

d'ol en soustrayant et en utilisant (2,2) on a :
2
0”112-‘11“X < a(u‘,g--u1 ,u2—u1) S<f,-fy, umuy > ”:t‘z--:i‘.‘1 | g{ ' Huz-u1 “X

d'ol le lemme. c.q.f.d,
On peut démontrer l'existence dans l'hypothdse supplémentaire que

a(u,v) eet symétrique, d'une fagon précise,

LEME 2,2.- Dans les conditions du théordme 2.1, soit de plus a(u,v) = a(v,u)
sur X x X ; pour chaque feX' il existe un ueU el que (2,3) soit

vraie.

Dém, Posons

===

I(u) = aluu) = 2< f,u>

et soit d = inf I(u).
uel
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On a d borné inférieurement ; en eoffet :

I(u) > - —1-2 lI£IE,

Soit {un} une suite telle que u €U, I(un) <d +-r!1- ; alors {'un} est une
suite de Cauchy de X,
En effet a(u,v) é&tant une forme bilindaire symétrique positive sur X

on a 1'inégalité de la médiane, et puisque

u o+ u
n i}

2

€T

on a

+u u_+u

u
- n nm n m
a(un-um,un—um) = 2a(un,un) + 2a(um,um) - da(=5=, =5 )

=

Uty 11
= 2I(un) + ZI(um) - 41(—»2—-—) < 2(}-1- + E)'

U étant fermé il existe ueU tel que Hun—uH x ~ 0 ot de plus gréce &
(2.1) on a aussi

a(un-u, un-u) -0

et I(un) - I(uw) ; done I(u) =d.
Soit maintensnt veU-u, alors u +€veU pour tout 0<Ke< 1, et
la fonction ¢nan— I(W+EvV) a un minimum pour &= 0, Donc
2€(alu,v) =< f,vy>)>0
pour tout veU-u, c. & d.
a(u,v) =< f,vy> >0 VveU-u ;

évidemment la méme inégalité est vraie pour tout ve Vu.
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Four avmontrer le théordme 2,1 il faut se débarrasser de la condition de

symétrie sur a(u,v) faite dans le lemme 2,2, Posons

o (u,v) = Ml}m , Pluyv) = i(uLv)-z-a(v,u)

de telle sorte que

a(u,v) =*(u,v) +pu,v), «(u,v) = «(v,u), Bu,v) = - p(v,u).
Evidemment &(u,v) et 3 (u,v) sont deux formes bilinéaires continues sur
X xX et Oc(u,v) est coercitive avec la méme constante ¢ de la formule
(2.2) ; posons

lﬁgu,v”

=1 lp(u'ﬂ[: u,saexx-{o} Itk vl

M

= max
l!ul?x = “V“X

Considérons la forme bilindaire continue sur X dépendant du paramdtre
réel t>=0:

a (u,v) = *(u,v) + t B(u,v) ;

il est évident que a,c(u,v) est cocrcitive avec la méme constante c¢ de

la formule (2,2) indépendamment de *.

LEMME 2,%,- Soit T fix€ > 0 et supposons gue pour tout feX' il existe

uwelU unique tel que

(2.6) ar (u,v) > < f,v> Vv eV, 3

alors pour tout feX!, il existe u€U unigue tel gue

(2.7) at(ﬁ,v) > <f,v> Y vev-

pour tout t avee TLtK<T+H, o 0L t°<§f .
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Dém. On sait par hypoth®se que le lcmme cst vrai pour t =T, Soit t fixé
avee T tKT+t, ot soit T : X~ U 1'application que & ye¢X fait cor-

respondre l'unique ueU tel que
x(u,v) > <f,v>- (t- T) B(y,v) Vv eV,

Soient y,, y,eX et u =>T(y1), u, = T(y2) ; alors grfce au lemme 2,1, on &

1 tM l
gyl < o= T Iy by < vyl s
T est donc unc contraction et il cxiste alors un point fixe ueU tel que
at(ﬁ,v) > < f,v> ‘V'vevﬁ

c.q.f.d,

Démonstration du théoréme 2,1,

Gréce aux lemmes 2,1 ¢t 2,2 l'hypothésc du lemme 2.3 cst vérifide si
T=0 ; alors (2.7) est vraiec pour 0< t< t, ; pour T=t, 1'hypothdse
du lemmc 2,3 cst donc vérifide et (2.7) cst vraic pour 0K t<2t,, et
ainsi de suite jusqu'ad rattraper la valeur t =1

c.q.f.d,

COROLLAIRE 2.1.- Soit a(u,v) une forme bilindaire et continue sur 1‘espace

d'Hilbert X x X et soit a(u,v) coercitive sur un sous-cspace fermé X,

de X, c. ad,
(2.8) 302 >0 telle que a(v,v) > c, [lvﬂ% Vvex, .

Soit U un ensemble convexc ct fermé contenu dans une variété linéaire affine

parallelc & X, ; il existe alors un ct un seul ueU tel gque

a(u,v) =0 Vv eVu
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Dém, Soit geX - X, tel que : UC X, + g ; alors 1'ensemble U(1) = U-g

est convexe et fermé dans X, ; de plus pour tout ueU on a

Vu={v€X; J€>0 tel que u+EveU]

= {WEXQ ;3€> 0 tel quc u =g +CWE:U(1)}
_ (1)
= V{usg)
(1)

(u-g)
U (u-g) € %, .

ou V est le cdne convexe qui projette de 1'origine de X, 1l'ensemble

Par hypothése, grice au théordme 2,1 il existe EGU“) cX

a( £,9) > alg, ) «vevg)

tel que

o

(i1 faut observer que pour g fixé dans X, ¢ an- alg, tp) est par hypo-
thése unc forme lindaire ct continuc sur X,) ; si l'on pose u = §-g
on a alors

a(u,v) =0 Vv sVu
c.q.f.d,

Z. Quelques applications du théoreme 2.1,

1. Considérons lc probldéme dec Dirichlct non homogenc

n
Lu = ‘z (£ dans @
(3.1) 1=

u:g sur-aQ

i)xi

avec f, ¢ L2(Q) et g dans 1l'espace des traccs des fonctions de H1(Q).
(Rappelons que l'on dit que wu, V& H‘(Q) ont la méme trace sur 9% dans
B(Q) si uven (Q)).

Soit alors U la variété linéaire (affine) de g (®) des fonctions

ayant la méme trace g sur O Q. 1I1 cst bicn conmu que la forme
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ij “x.
J i

(3.2) (W) oo [ 2 v g ax
Q 3

est bilindaire et continue sur H‘(Q) X () et coercitive sur Hg(Q)
et cn utilisant le corollairc 2.1 on obticnt donc 1l'existence de la solution
du probleme de Dirichlet non homogéne.

2. Soit E un cnsemble contenu dans &2 ; considérons l'ensemble
convexe et fermé U de HE(Q) des fonctions u qui satisfont 1'indgalité
uzt sur E au scns de HZ(Q).

Evidemment la forme

(3.3) (u,v) anws alu,v) = JQ aij uxi vXj dx
est bilindaire continuc et coercitive sur HZ(Q) X Hl(Q_).
I1 existe alors une et une seule ueU telle que
(3.4) a(u,v) >0 Vv EVu ;
il est évident que Vu contient le cbne des fonctions v>=0 sur E au
sens de HZ(Q)
Il est naturel de savoir si u =1 sur E au sens de H},(Q). On

, 1
a évidemment {u}1= max(u,1)e U ; on démontrera que {u} =u.

En effet, puisque {u}1 -ueV , ona

a(u,{u}1 -u) =0

mais il résulte aussi de (3.3)
a( {uv’ u"‘{u}1) =j ai‘({uv )X (U-'- {u}1 )X dx = 0
Q i 3

car ({u\)1 )x. =0 si u(@x) =1 et (u-~ {u§1 )x. =0 si ulx)g1 .,
Alors : ’
a(ful' = u, (u}' —w) <o
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et on a :
Bl -

Puisque a(u,v) est une forme lindaire sur R () avec la topologie
uguelle et, de plus, est positive sur le cbdne des fonctions positives sur
D (Q} .gréce & un théordme do schwartz [20, t.I p.29]..il existe une
nesure positiwve telle que

a(u,v) = f vag .

Puisque w=1 sur E et a(u,v) =0 si v a le support dams 2 -E,
on déduit que le support de | est sur ©BE. Cette mesure est la capacité
de E par rapport & la forme a(u,v) et & 1l'ouvert & .

3., On démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. Si u et v sont deux sous-solutions de l'opérateur ellip

tique L dans Q,

w = max(u,v)

est une sous-solution de l'opérateur L.

Dém. Soit U 1tensemble des 9 ¢ H (Q)telles que O (x) € w(x) dans €
et O(x) =w(x) sur 992 . U est convexe et fermé. GrAce au corollaire

2.1 il existe une et une seule N €U telle que

(3.5) a(M,¥) = jg

Evidemment Vn c Hl(Q) contient le cbne des fonctions be $H(R)

a4 nxi Lexj dx > 0 Vel

avec k{)(x) <0 sur Q; alors de (3.5) on déduit

a(N,v)<o Ve D(R) avec (x) >0 dans Q

et N est donc une sous-solution de 1l'opérateur L,
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Si l'on pose = max(u,m) ona M=, Eneffet {=max(u,n)eU

grice & la définition de U ; de plus {-7) eV, C HZ,(Q) ; on a donc

N
a(ﬂ! C"‘T])ZO .

Hais, puisque u est une sous-solution de 1l'opérateur L, si =T
on a aussi :

a(Z,l-1n) =J§'2aij Cxi(c*mxj dx =]Qaij uxi(C—T])x.dxso $

, J

et
a((.-ﬂ,C-ﬂ)<O
atoh {=7. Alors u=vw entrafne MN=u=w puisque N<u< N .

Evidemment weU et de plus w -7 €V et, grace & (3.5)

n
aln,w=-1)>0;
mais, puisque v est une sous-solution de l'opérateur L, si v =w,

on a aussi :

ij X,

a(w,w =7) =Ja.. v (w --T])X ax
9) 1 3

=j 8,5 vxl(w —n)x. ax <0
1 J

donc alw -TeW = N) <0 dtou w=T1 presque partout dans Q (pour 1a

mesure de Lebesgue)
c.q.f.d.

On a lc corollaire suivant ¢

COROLLAIRE 3.1, Si wu est unc sous-solution de 1'opérateur elliptique L,

pour tout k réel

{u}k = max(u,k)

i
ot

est une sous-solution de l'opérateur L.

.is PURES
INSTITUT ¥OURIER



G+ Stampacchia, Equations elliptiques du sccond ordre... (n°3) - 18 -

4. On démontre le principe de maximum suivant :

.

’ \ . 1
THEOREME 3.1, Soit ue€H (Q) une sous~solution de l'opérateur elliptique

L, on a :

(3.6) max u < max u

Q 24

Démonstration. Soit § = néazé u, gréce au corollaire 3.1

i) - eH(R)

est une sous-solution de l'opérateur L. Alors

alfu} 5-0,¢) <0 Yyed (Q)
avee @(x) >0 dans § ot aussi en prolongeant par continuité

a({u}@- @.,{u}@ -®)<o0
et donc

“{u}@"@”x{lm) - °

dtou {u}®=®, clest-a-dire

u< @ c.q.f.d.
Avec le méme raisonnement, on obtient :

THEOREIE 3.2. Soit u&H1(Q) une supersolution de 1'opérateur elliptique

L; alorsona:

(3.7) min u> min u
Q Q
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4, Majorations dans P des sous-golutions.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEIE 4,1, Soit \(t) unc fonction définic pour t >k, non négative et

non décroissente telle que si h>k>k, l'on ait :

(4.1) @ (n) < (hfkf‘“"(k”ﬁ

¢, X, (3 $tant des constantes positives.

Alors (i) si >1 Lllona

(4.2) @k, +d) =0
o

xf
(4.3) a%= o[ @)1’ 2 P
(i1) si B=! llona
(4.4) @ (n) < ¢ exp[- T(h-k,)](k,)

o 7= (c0)V/%;

(1i1) si B<1 gt k, >0 llona

o !
(4.5) CEEVES 2" {c“@ + (zzco)u ‘?(ko)‘%

ho
T TR
Dém. On considére la suite .
ks =k, + 4 - _2_5- 5
de (4.1) 1'on a
. 2(8-1-1 )ex €

(4.6) \P(ksﬂ)s-'—'gg“— LoJ)] .
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On démontre par récurrence sur s que

Pk N
@D el)<s T8y a b2

Le cas 8 =0 est évident.

Supposant vraie 1'indgalité (4.7) pour s, on la démontre pour &+,

En effet de (4.6) on a

s+t )e [ (x,)1"

Pl ) <e 1™ -SB L

et grice 3 (4.3) 1'on a

(k)
P (gy) < R I

et, pour s.. + ®, on a le résultat.

1
. ®
(ii) On considdre la suite k =k, + s(ee) ; de (4.1) on tire

W) < T )

s-1
et

Pk,) < e licy).

Soit h >k, et soit s un entier tel que
1 1

x o
k, + (s=1)(ec)® <h<k, +s(ec)” ;

alors

o~(e=1)

1
Y (h) € Yk, + (s-1)(ec)®) < w(k,)

- C(h-k,) olk,)

Lce
1
ou C = (ec)® ,

(iii) On pose :
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(4.5) () = ¢(n) £

1
C
L
nt

et on obtient de (4.,1)

-e

B n P
$(n) < [P (x)] ((h-k)1‘f3 k%?’

par conséquent, si h =2k ona :

$ () < 2% 19 (1"
et, pour tout entier s :
rpl 1
(%) [Lb(k)]GS 2% o (qhen)t TP
ol 1 1 '
et=  mx G =cP! max kM) <P (k) olk)

k, € k< 2k, k, < k< 2k,

La fonction {(t) est donc bornée et alors de (4.8) découle (iii).
c.q.f.d.
Soit L 1'opérateur défini dans le §A1 (on peut observer que pour
démontrer le résultat de ce § on utilise sculement 1'indgalité de gauche

de (1.1), c. &3 d.

-1 2 ’
(4.9)  v7'g <a (¥, ¥, yEréel £0 )
et soit u(x)e Hl(g?) la solution du probléme de Dirichlet pour 1'équation
n
(4.10) m=T= Y (£)
=1t

c'est-a-dire

X

j (aiju_+fj)q>x.dx=0 VLPG:D(Q)
@ DT
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ou, ce qui revient au méme
1
(4.11) jQ (aij uXi + fj)ip xj dx = 0 V(peHO( Q) .

THEOREME 4.1. Soit ueHl(Q) la solution de (4.10) avec i‘iéLp(Q), p>2

il cxiste slors une constante K = K(p,n) telle que :

(i)§_:’L_ P>n ona :
1

1
— n
(4.12)  max SKY(mes® P 5 (£ |
Q i=1 + LP(Q)

(i) si p=n ona :

olul 8
(4.13) jQ(e -1)dx < o(mes Q) 1€2T)]

S

ou

n -
0<8<l= (KY L ”fi“ 0 D

=1 L(Q)
(iii) si 2< p<n ona :

n

(4.14) ull , <KV Y £, . =
P (Q) i=1 u““1,1"(9) P p 1

Dém, Pour k réel > 0 considérons la fonction

v = ¢(u) = sign wu.max {lul -k,0}
alors, grice au lemme 1.1 , veHl(Q). (En effet, la fonction
t+k s8i t<£-k
t o~ G(t) = 0 si k<t<k

t-k s8i t2k

est uniformément lipschtizienne).
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Gréce & (4.11) et au fait que si v £0 alors v. =u y On a :
j (aij uoo+ :E‘j)vx_ dx =0
Q * J
f (a.‘v +f.)v dx =0 3
o 3ox 0y
de (4.9) il découle

y-l J v2 ax< | f, v. dx
X, i'x,
Q 1 9 i

ct grice &4 1'inégalité de Cauchy on a

(4.15) v ax < V2 2 ax
Jpres] o
ou A(k) = {xe Q; lul> k} et vi =) v, =1 ui .

i i
de
Gréce aux inégalités de Sobolev pour les fonctions/ Hl( @) ona:

2
2 2% 2 2 1 1 1
(4.16) (ij ax) <8 ijX dx % =3~

ot S est une constante qui dépend seulement de n (on peut démontrer que

52 ;1.—1.), 1
n(n-2) W™

W étant la mesure de la sphére unitaire dans En)
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En utilisant 1'inégalité de H¥ldcr, on a

o

2

2 e
(4.17) 2 axg ([ |£,|P ax)® [mes a(k)] P
J =<l

et de (4.15), (4.16), (4.17) on tire :

2 2
2% 2% 2 2 2 -

dx)° <8 T, p

(va v lHLp(Q) Imos  A(x)]

ol, ce qui revient au méme
2

% (D% 1-

(J- (Iu{--k)2 dx)2< 5 \)22”1‘. [l 2 [mes a(x)] P .
A(k) . Lp( Q)

fro

Soit maintenant h >k > 0 ; alors A(h) C A(k) et dans A(h) ona

lul>h ; on obtient donc :

2 2

(e ?mos )P < ([ (luli)ex)?
A(h)

2
<O (e .
Ak)

En conclusion, l'on a :

¢-bd-b
(4.18)  mes A(h)g-—-P—-)-z-* [mes A(k)] 2 P 2 B

-k
ol
(4.19) c={sv L ity >
) =t ot LP(Q)}

Grice au lemme (4.1), ou (k) = mes A(k), k, =0, x = 2% et

1 131 1 or
{3..(2-p)(2-n), on déduit :
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(i) si P>n(Co ‘adc P>1) alors

-4 1

1 L
mex ulg V2P 2 (mesQ)n“P }rfl £, ;
o L lI HLP(Q)
(ii) si p=n (c. & 4. B =1) alors

mes A(h) € ¢ o Ch mes ()

-1
L=c"(sv T it -1
1 J.HLD(Q))

et, par conséquent, d'aprds un argument standard

j(eé?lul -1)dx < e mes Q si ©9< Ul .

C )
(i) si 2<€ p<n (e. 2 d. 0Lp< 1) alors
-B*
“svlfe
: 275V 5[] 5 oy pr
(4.20) mes A(h) < ( o L‘igl) .

h

Pour démontrer complétement le cas (iii) nous utiliserons le théordme
d'interpolation de Marcinkiewicaz.

Considérons 1l'application T mw u =G(TF) = Z G(f ) ol
i=1

fi = (O,...,O,fi,O,...,O) s elle est lindaire et, grice & (4.20), du type
faible (p,p*) si 2<p<n; alors G ost aussi du type fort (p,p*)
si 2<p<n; lecas p=2 estune conséquence immédiate des inégalités

de Sobolev. c.q.f.d.

Introduisons la définition suivante :

DEFINITION 4.1. Pour p réel>1 on dit que fe Lp( Q) faible s'il

oxiste une constante A >0 telle que
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mes {er < &P

~

lfl>cr}

-e

la plus potite constante A étent la norme de f dans LY(Q) faible.

On démontre facilement les inclusions algébriques et topologigques :
P(Q) ¢ 1P(Q) faivle ¢ 1P E(Q) Ve> 0

DEFINITION 4.2. Pour p>1 on dit que feLP(Q) s'il oxiste une

constante B> 0 telle que pour tout ensemble mesurable KcC ? 1l'on a :
2

1=
j lflz dx < B(mes X) P
K

la morme de T étant lo plus petit B'/2

£P( Q) est un espace de Lorentz.

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1, Pour p> 2 PP(Q) est isomorphe 3 LP(Q) faible.
Dén. Soit £eIP(Q) faible pour p>2 (alors £eI(Q)) et soit K

un ensomble mesurable C ) , Alors pour tout a>0 1l'on a :

2
jK £ |%ax

i

2 j: o mes({x cQlfl> CT}O K)do

a + o Ayp
\<2J0”mesto—+2j o @) do
0

a
2-p
- a2 prog___jo=+®
=a mesK+2A[2_P]o_=a
2 24P 2-p

1]

a mesK+—--P_2a

1

En choisissant a = A(mes X) P 1'on a :
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2
e =
lefl2 ax < A%(1 - 5—_2_-2-)(mes k) P

Soit fe £P(Q) ona :

o o

1w
o? mes{x cqQiltP c‘}\< J 112 ax < B(mes{er; !fI>cr})
fxeQ; lff>o—}
donc 2
(mes fxe Q; }fl><T})p< “f’é'

d'ou

mes fxe {2 Ifl>0‘}§ (_g__\fg)p
c.q.f.d,

Le cas (iii) du théordme 4,1 peut &tre substitué par la proposition

suivante :

PROPOSITION 4.2. Soit weHy(Q) solution de (4,10) avec £, e I%(Q),

%
2<p<mn, alors uelP (Q) faible et il existe K = K(p,n) telle que

(4.21) i <KV g £, 11
P°(Q) faible i=t 1?(Q) faible

Démonstration. Il faut changer trés peu dans la démonstration du théoréme

4,1, Au lieu de (4.17) l'on a :

2 2 -2
(4.171) j £ ax < |if.l [mes A(k)] ® ;
A(g) Y I p X
LP(Q) faible
on répéte alors le méme raisommement qu'avant et 1l'on obtient au lieu de (4.20,
Ky ¥ lf, Il

1 Y IP(Q)faiblep*
h

(4,201) mes A(h) < (

dtou (4.21). c.q.f.d,
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On peut se demander si une indgalité du type suivant est vraie :

< const. ) Hfili

4,22) lull
( | H i P(Q)

1»‘1(9

avec q = q(p).

Dans le cas des coefficients réguliers (4-.22) est vraie pour q =D
et elle découle du théoreme de Calderon~Zygmund,

Dans le cas des coefficients discontinus on peut démontrer que la
fonction q(p) dépend de ~V et 1ton peut seulement dire que g(p) > 2 ; de plus
on peut donner des exemples qui montrent que q(p) -2 8i V - 0, Tout ceci
est démontré par N, lleyers [11].

I1 est bien connu que l'opérateur L est un isomorphisme de Hl’z( Q)
sur H—1’2( Q) ; 1topérateur qui & Te H_1’2(Q) fait correspondre
ue Hl’z( Q) est l'isomorphisme inverse de L et il est noté avec G.

Si % est l'espace des fonctions qui vérifient la condition (4.13)

on peut alors énoncer le théoréme 4,1 de la facon suivante :

THEOREME 4.1' (i) Si 2<p<n G est lindaire et continu de 5 P(Q)
e
gans IP(Q) NEA(Q).

(ii) Si p=2 G est lindaire et continu de g () dans
€ nul2(Q).
(iii) Si p>n G est lindaire et continu de g 'P(Q) dans

12(Q) A E2(Q).

DEFINITION 4.3. Pour fé€ L1(Q) on définit llopérateur G*f = u utilisant

la relation

jQuLvdx=_fovdx Vve H(R) telle que Lvel®(Q).
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Alors du théordme 4.1, (i), (iii) on a par dualité :

-X-
PROPOSITION 4.3. (i) S8i £€L13(Q) avec 1<q<;§2i alors G*féHl'q ()

et de plus
|axg || <xVell
| 19 Q) 140)

(1i) si re1'(Q) alors err el *T(Q) avee 1<r<';£7‘- et de plus
1 1

= -1

L1
el <KV (mes Q) T y

5 T(Q) Q)

Dans la proposition 4.3 (ii) on ne peut pas prendre r = ;E_l- mais on peut démon-

trer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.4, Si feL1(_Q) et |fl logTIfle 1 (Q) alors
4]

=

o 0=l
G—*fé IIO (Q)-

Démonstration. Grice & 1'inégalité de Young (v. [5] p.111) on a pour

tout O >0

(4.23) €ﬂ<'1§ (1+&)log(1+ &) -+ e8n -1} .

Soit (€ g () alors si l'on pose dans (4.23)

)
9= 2 = Hevlvl ™,

7 Q)

K étant la constante du théoréme 4.1 ; on a :

1
2
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lefw o<z gy {00+ JQ(ES 41 e

< xvull e mes
Tt Q) {I(f) ' J

1(f) = fQ{(1+ifl)1og(1+lfl) - lfl}dx <+

par hypothese. Alors grice & la définition de G* on a

“G*fHH1 ’n'(_Q) < 2KV {I(f) + e mes Q}

0

n .,
avec n' = 1% = —==
n-~1

c.q.f.d.

Remargue 4.1. Plus loin on démontrera que sous des hypothéses convenables de
régularité sur ) alors on 2 G 1lindaire et continu pour p>n de H"1 ! p( Q)
dans Cok(f)) ; par dualité alors G* est lindaire et continu de 1'espace M

3

des mesures i variation bornde (sur &) dans it T(Q) avec r <.;111.1. . En
particulier on a pour 6y la fonction de Green G¥ 5yeH1 TQ), r< 5—3—
(Voir n°9),

Remarque 4.2. On a donné une définition de solution que 1l'on peut dire
(vraiment) faible du probléme de Dirichlet dans ¢ L u = f aussi quand

fe Lp( Q) pour p< ;1%.% (ou bien quand f est une mesure 2 variation bornée).
Cette solution a été définie par dualité de la solution faible variationnelle.

On peut se demander si Im =f avec ue€ Hl’p(Q) avec p< 2 est équivalent

a
anij u oy, dx= fy dx veeDR).

La réponsc cst négative coume nous le mohtre 1'exemple donné par J. Serrin [21].
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5. lajorations locales des solutions.

Considérons l'opérateur elliptique

(5.1) u = "(aij “x.)x.
i%;

et supposons dans ce paragraphe

(5.2)  V|eP<a@ee, < vIES

Sans perdre de généralité on peut supposer aussi n > 2,

On suppose, pour simplifier, que aij = aji' Autrement il faudrsit

supposer aussi

a.. = a..
(5.2') i

Soit I(x,P) 1la boule de contre x et rayon P ; on pose
Qz, p) = R Nilz, P).

On a les résultats suivants

THéOREI@ 5.1. Soit u(x) ume sous-solution localec de (5.1) ¢ si xe?

et I(x,R) C Q alors il existe une constante K = K(v ,n) telle que

(5.3) max u(x)gK{ulr-l- f |ul2 dx}1/2
Q(x; % R Q(x,R)

COROLLATRE 5.1. Soit u(x) une supersolution locale de (5.1) ; si xe&2

et I(x,R)C ) on a alors :

(5.4) min  u(x) > X {-J- j \ul‘? dx} 1/2

Q.2 Q)
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En effet -u est alors unc sous-solution et de (5.3) découle (5.4) ; enfin

évidemment on a :

COROLLAIRE 5.2. Si u(x) &st_une solution locale d¢ Lu =0, on a alors :

(5.5) max 1u(x)l gx{-lﬁ J’ ‘u \2 dx\k'l/z

R R
Qx5 Q(x,R)
Avant de démontrer le théoréme 5.1 il faut démontrer le lemme suivant

semblable au lemme 4.1,

LEME 5.1. Si (h, P) est une fonction réclle non négative définie pour

h>k, et P<R,, non croissante en h pour p fixé et non décroissante

en o pour h fixé, telle que

rg h<k<ko

X

(5.6) @, p)< . 7 [ (,R)]
(h-k) ™ (R~ P)

P<R<R,

c, X, F »Y étant constantes positives avec (i> 1 ; alors pour tout

ocelo,l[ ona

(5.7) W(k, +d, By, =o' R,) =0

ou B

22 (o< ) LI

(5.8) a%= 2 - B cL‘P(ko,Ro)‘P -
o*YR:,(

Démonstration. On considdre les suites

G’Ro
s

d
ks=k°+d-';s- et PS=R°—UR°+2

et 1l'on démontre par récurrence sur s que
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@ (k,,R,)
(5.9) ‘P(ks, Py s — e

avec p‘ =

La (5.9) est vraie pour s =0, On la suppose vraie pour s et on la dé-

montre pour s + 1. En effet de (5.6), (5.8) et (5.9) 1'on a

&+ 1) (s41) B 0 (k,,R,)
Plegpr Poy) S ¢ Sy y = L0 (s, P < ey
o]

Alors si s -~ + ® ona (5.7) cq.fud

LEME 5.2. Si v est une sous-solution locale non négative de 1'opérateur

elliptique L et si ®e¢ cl(Q) on 2
(5.10) f oazvi ax < 4v°2 “i vodx
Q Q

Démonstration. Par hypotheése l'on a

j-ai,j v, py 4x<0 ‘v’tpeHi(Q'), avec Q'C Q et Y>0 dans Q'
O i "1

Alors en posant Y= 0‘2v on a

a..vx 0<2vx +2<><t><X ai.vX v}
Yo ;0

dax <0

2
5{' 2, 5 vxi(u V)Xj dx = §{: {

en utilisant (5.2) et 1'inégalité de Cauchy on obtient alors (5.10).

COROLLAIRE 5.3. Avec les mémes hypothéses du lemme 5.2 on a

2
( g{(otv)z%dx)z*s 25(1+4 V) g{cxi var §,=3-h

ou S gcst une constante qui dépend seulement de n.

En effet en utilisant 1'indgalité de Sobolev pour les fonctions de

HL(Q) on a, grice au lemme 5.2;
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2
( é(«V)Z*dX)Z*s S j(mv)idx< 2s J(e@vi +Q<§v2) ix <
Q

< 250144 V%) foa;‘; voax

®i
COROLLAIRE 5.4. Avec les mémes hypothéses du lemme 5.2 on a

2
g{d?vzd.xg 2S(1+4 \)2) f cxxvzdx.[mes {x& Qs xv # O} I

ol S dépend seulement de n.

En effet, de 1'inégalité d'H8lder on a
2 1- 2
%
j(O(v)deS(é(o(v)z*dx)g*[meS {er ; «v;éo}] 2
Q ( '

Démonstration du théordme 5.1. u étant une sous~solution la fonction

fulf-u=1u -{u}k est une sous-solution non négative (Prop. 3.1). Soit
MECl(Q) avec &=1 dans Sz, P) et %=0 hors de Q(x,R) ou

P<R (il faut remarquer que, grice aux hypothéses, on a 1(x, p)=9(x, P) pour
P<R) ; du corolleire 5.4, on tire

2

f uk)Zax € —S— (u-k)?ax [mes 1;(14:,13)]-rI
Ak, P) (we)ex < (r- P)? A(]{m

ou Alk, p) ={y s uly) >k} M R (x, P) ; on a aussi

(h-k)zmes A(h, P) < J (u—k)zdx < ,‘- (u-k)zdx .
An, P) Ak, P)

S3i l'on pose

: ) a(h, p) = mes A(h, P)

5.11 {u(h, 0) = f (u—h)zdx
An, P)
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on obtient alors 5

h, P) < = ulk,R)la ,t;
u( )<(R o7 (k,R)[2(k,R) ]

(5.12)

a(h, P) < —l_u ,
)<(h_‘k)2 (k,R)

Soient ¢ ,T deux nombres > O que l'on fixera plus avent. On a de (5.12)

‘ 2t
e [u(06,2)] e ) ™

(5.13)  faln, P)|" e, o)< 2
(R- P)° > (h-k)

On choisit & et T de fagon que

E,+T] =8£ %zan

$

O doit alors satisfaire 1'équation 92.9- % =0 qui a une racine

nd

@=%+\l%+%>1 ; on peut alors fixer mM=1, E=""2‘" et en posant

alors :
g, n
W, P) = |uln, P)| 7 lay, p) |

(5.13) peut st'éerirc

(5.14) @ (h, P) <

o 9
e P !

) 1
obh h>k, P<R et > 1 ; grice au lemme 5.2 on a pour O‘='2‘,k°=0,

R, = R < dist (x,2Q)

R
Y (a, 'é')“’ 0
O -1
2
avee a =&l w(o.R)1 ou K dépend sculement de n et VY .
n é
(0 ®) 2

ceqo.fede
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v Ay
THEOREINE 5.2. Dans le théordme 5.1 au licu de 5.3, on a :

.

mesA(k R)
(5.15) max u<k +K{-- j (u-k, )2&}2 nm 2
Q(x,—é-) .
Ak, ,R)
o k, est un nombre réel guelconque, A(k,R) = {yeQ(x,R) s uly) > k}gﬁ;
S_ L 1.2
2PV tn o

On répeéte la méme démonstration du théoréme 5.1 jusqu'is obtenir (5. 14) ;

on utilise alors le lemme 5.1 avec k, au lieu de O et on obtient (5.1%).

THEOREME 5.3. Soit X,€ D) et soit u(x)EH1(Q(XO,R )) une sous-solution

de (5.1) telle que u< @ au sens de g (Q(x,4R,)) sur dQNI(x,,R,).

Alors 1'indgalité (5.15) est valable si k, > O .

I1 suffit de remarquer que la démonstration du théordme 5.1 est encore
valable dans ce cas si 1l'on suppose k, > ¢ ae facon que u - {u}k soit
mlle sur D0NI(x,,k,) et que le leme 5.2 soit valable dans Q(x,,R,).

Considérons maintenant les solutions de 1!'équation elliptique

(5.16) g (£, )

i=1
avec f, € P(Q), p>2. On a alors le théordme suivant :

THEOREME 5.4. Si u(x) cst une solution localc de (5.16)_,‘ alors il existe

unc constante K =XK(v,n) tellc que si I(x,R)CcQ 1l'on ait, si

2L p<nm.
1

(5.17) lu |l <X (———-——- wl2ax) 4 ¥ £,
LP(Q(X;%)) { Rn(1— = Qf(x R) “ P(Q(x R))}
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1
avec -;%=1p-—-}1-, et si p>n

1
1 2.\2 -
(5.18) max |ul< K{(—r-l' f|u| ax) +¥ If. Il R P
O(x,2) R O IP(Q(x3R))
2 Q(x,R)
Démonstration. Soit v la solution dans Hl(Q(x,R)) de 1'équation (5.16)
et posons :

Uu=v+w
ob w est une solution dans ()(x,R) de 1'équotion Iw = O, Crice au
théortme 4.1 (i), (iii), ona si 2<p<n

(A - < KL, |
Q) 17 R(Q (5,R))

et si p>n

1= &
max  |vIKKY £, | R P,
Q(x,R) *IP(Q(x,R))
Grdce au corollairc 5.2, on a
1
2
(5.19) max lwléK{uln- j jwi® ax}
Q(X’E) R
2 Q(x,R)
1 1
<xfh [ oplats § lvizdx>2} ;
B ax,r) YQx,R)

en utilisant 1'inégnlité de Holder, on a si 2<p<n
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1 1 1 1

(5.20) ( f tv\zdx)-ég( j- \v!p*dx).ﬁ% [mesQ(x,R)]E P
Q@ (x,R) Q(x,R)

1

l_1
<KL|e. |l es ((x, 2 P
SETIe D T O]

etsi p>n

e

1 1
(5.21) ( 5 ]vizdx)zs max ]vl[mesQ(x,R)]2

x,R
Qlx,r)
_a L
< KT £, R P [mes Ux,R)T .
N N

Onaaussi 2<p<n

1
I+ mex  |w| [mes Q(X,R)]p*

. -~ < R
F(Qx3)) Q)
et donc de (5.19), (5.20) et de 1'inégalité

fall L livll

[ w1l
e p* Ryy"
Paed) P

x;"é‘)) LP*( 0 (X,_Izi))
on obtient (5.17).

Si p>n en utilisant (5.19), (5.21) et 1tinégalité

mex |u|<  mex |v|+ omax  |wl

R R
QD) Q) Q(x,3)

on obtient (5.18). c.q.f.d.
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Avec la méme démonstration on a

TAECREME 5.5. Soit X, € 0 et soit u(x) une solution de (5,16) nulle sur

P) QﬂI(x R,) ; les indgalités (5.17 et (5.18) sont valables si x = X,

et R<R, .

6. Une famille de sous-ensembles de () .

DEFINITION 6.1. Soit () un ouvert de R ot soit (3 une constante positive.

On dénote par 03((3 R Q) la famillc des ensembles E C —Q tels que, pour
chague Ve C’(Q) nulle sur E, 1l'on ait :

ARl (t)l

ln—1

(6.1) v(x \< P j Ve

O Ix=t
Remarque.

Si Ee?’(F,Q), veH1(Q) et v=0 sur B, (6.1) est valable
presque partout dans Q.

On admet ici le théoréme suivant :

THEORMIE 6.1. Si veH () ot v=0 sur T avec EeP(p,RQ),

existe alors une comstante (' =p ’(P ,n), telle que

j |V, (‘c)]dt

(6.2)  mes{xe® ,|v|>6}<(3( SRR

-1
= )

En offet le théordme 6.1 est unc conséquence de la déf. 6.1 et du

résultat suivant de la théorie du potentiel.
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"Soit | une mesure positive & support compact ot soit

1)

n-1

‘LLL:IL(X) =
|x-t |
le potentiel engendré par |L , Il existe alors unc constante C = C(n), telle
e o
n L cflatt| n
mes {xeg ;AL (z) > o—} < (-.-.....(.);M-..) n,
Pour la démonstration de ce résultat on peut voir A, Zygmund [30] ou

G. Stampacchia [23 ; Appendice],

THEOREME 6.2. Soit §) un ensemble convexe. Soit M(9) 1la famille des

sous-ensembles de §? tels que

(6.3) mes B> O mos % (0< 9<1).

I1 existe alors une constante (3= (S(n,Q) telle gue

1(0) c P&, Q)
Dém. Soit veC1(§) mulle sur E ; si xeE, alors la formule (6.1) est
évidemment vraie. Soit x¢E : on considére la fonction I v(z + r&)
avec EGSn, ou S" est l'hypersurface de la sphére unitaire. Soit
)3 E{ fLes®™; AR:x+REECE} .
Pour tout £ €L ona

v(zx) - v(zx + rf) = jo Q‘Ldr

et si R est tel que x + RE EE, 1'on a
2R
fv(x)!g J;) v ld =
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et, donc, si AW est la mesure sur S°, puisque Ix-t -t drd W = dt,

l'on a :
tan? (v ()]
6.4) f\v(x)!dug f jlvx‘drdw\{ j -Yfz‘ it .
Z 0 Z Q ix—t‘ -

I1 suffit alors de démontrer que la mesure (n-1)-dimensionnelle de L , Soit

|L |, est vornée inféricurcment. En cffet, on a :

diam 2 o
BmeSQSmesESth) j :|c'n'_1 dr:-(-@-li—";-)—\ﬂ
L 0

Done

515 0q, el
(aiam Q™

De (6.4), il ddcoule alors

. n v_(t)!
‘V(X)tg 1 (dlamQ) f l X

&n  mesQ |zt 12 *
- . Q n
clest-d-dire EeP ('{'3" ,§2)  avee B= -:1_ (dlﬁs )

c.q.f.d,

THEOREME 6.3. Soit u(x)eH1(I(x°,R)) ot soit

Ak,R) = {xeI(x,,R) 5 ulx) 2k}

s'il existe deux constantes k, ot & , avee 0<9 <1, tellemque

mes A(ko,R) < O mes I(XO,R) H

alors, si h>k>X%, , ona

n=l,
(6.5) (hek) [mes A(n,R)] <o f ‘ux(t)ldt
[a(x,R) - A(n,R)]
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avec C = C(9 ,n).

P . h kA
Dém. S8i k>k,, alors v =fu} -{u} eH (I(x,,R)) ot

mes{x ¢ I(x,,R) ; v = 0} = mes {I(XO,R) - A(k,R)} > (1-9) mes I(x,,R).

Griice aux théordmes 6.1 ¢t 6,2, en posant o =h - k =€ et cn faisant £€- 0,

1 .
l'on a 3 |ux(t)]dt n_
n-1
mes A(h,R) < f3' (A(k.R} - A(hJR) )
h -k
dtol lc théoréme
c.q.f.d.

En utilisant 1'indégalité dec Schwartz on a :

COROLLAIRE 6.1. Sous lcs mSmes hypotheses du théorsme 6.3 on a @
2n-2
(606 (n-k)[mes A(8,R] ™ <¢ [ |u ()]? at.fmes A(k,R) - mes AR} .
A(k,R)

. A T 14
DEFINITION 6.2. Un ouvert borné § C B cst dit Ho(Q)- admissible s'il

o)

|

cxiste dcux constantes E ct P, telles que pour P<pP, et xg 9Q 1l'on

o
ot

’ o

1

2QN1(x,, Pe PP, Qo P)) -
On peut aussi direc quc (! ost Hl(Q)— admissible si pour tout P < po

et x,€ O Q ot pour toute u(x)e ¢! (’S—}—Cc;:—a)) mlle sur @ Q A I(x,, P)

on a
o (6]
u(x)l < g J' —=—d

I t ‘n-1 t
Az, P) ™
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DEFINITION 6.3. On dit qu'un ouvert borné ¢ de R° ost de classe S

g'il cxiste dcux constantes « , avec 0 <X <1 t P, Zelles duec, pour

———

tout x,ed ot tout P<pP, on ait :
mes {I(Xo, P) = Qx,, p)} > o mes I{x,, P) .

Grice au théordme 6.2, s'il existe o avee 0< %<1 +tel que @ soit
de classe S,y ) cst alors Hl(Q )= admissible.
Avee la méme démonstration du théoréme 6.3 ct du corollaire 6.1 on a le

théoreme suivant :

THEORDIE 6.4. Soit u(x)eH1(Q(xo,R)) avee x,e 2 ot seit Q

HE,(Q)-— admissible ; si u(x) est nulle sur o Q n I(x,,R) alors les for-

mulcs (6.5) ct (6.6) sont valables pour h> k> 0.

En utilisant lcs inégalités de Sobolev pour les potentiels on a

THEOREME 6.5, Si v ¢ H1’p(Q) (1<p<n) gt v=0 sur E, avec

EECJJ(P,Q) , alors il oxiste une constante (3' = ﬁ'(?,n,p) telle que :

(6.7) . <p'Y o
lele(Q) B )3 tuxi P(0)

1

=1_1
P p n °

On démontre maintenant unc inégalité qui générelise 1'inégalité, bien

connue. de Poincaré,

THEOREME 6.6, Soit A un_ouvert convexc et borné de zn et soit u(x) wune

fonction de H1 ’p(A) (1< < n) ; il existe glors une constante K = K(n,p),
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telle que :

Ll 1
p* p* _ . (diam A) P Py
(6.8) {J’ fu - uA\ dx} <K Y gf I l } )y

A

N

ou u, est la valeur moyenne de u sur A,

Dém. On peut se borner & supposer que wed (1), parce que, par continuité
1ton obtient (6.8 ) si uEH1 ’p(Q).
Soit Y un nombre tel que

mes {XeA U= \gz lmesA

f\)

mes {x€A ; u< YE <tmesa .

[\

Puisque Y
u(x) - Y= [{u}wr -+ [fu} -
et les mesures ou {u}\{— Y et {u}x -Y sont nulles, sont >

on a, grice aux théortmes 6.2 et 6.5

(diem A)7
sK mes A I ux “

L A LP(A)

fu(z) =Y Il

AL
\

o K =K(n,p) .
tais, puisque

by - Yl<i=-Y), [ <l _Y”LP*(A) (mes &) P

et, encore, parce que

o= < flu =Y I . +llw, =Yl X
¥ (a) P (a) P (a)

on obtient (6.8).
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COROLLAIRE 6.2. Sous les mémes hypothdses du théordme 6.6, il existe une

constante K = K(n,p) telle que 1'on ait :

. Y
(69) [ 1u6) -w Por<k (MmAL g [y ey
n

17—

(mes A)

A A

I1 suffit d'utiliser 1'inégalité de Hblder, pour déduire (6.9) de (6.8).

7. Continuité holderienne des solutions.

Lemme 7.1. Soit h ars ¢(h) une fonction, non croilsante, définie pour

helk,,M], telle que si k,<k<h<M 1l'on ait :

™ &S x
(7.1) (k) o) <cfn-x] [¢(K) - ¢(n)]
ou o<,P, C sont des constantes positives. Alors lim @(h) =0 et de
h-HN
M-k,
plus si l'onpose k =M « ——  1llon a :
s 8 T
1
Pk,) 5
™ °y P
(7.2) ¥ (k) < (27 ¢ =) .
M-k, M-k,
Démonstration. Puisque k -k , = "";'S‘“ y M=k .= RN de (7.1)

on a @

lno(ks)l(3 <c2 [l ) - 9a)];

en sommant pour s =1,..., N et en remarquant que kp(ks) > W(kN)
l'on a :

wigte) IF < 2%ole () - 9]

drol (7.2). cuqufad
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THEOREME 7.1. Soit u(x) une solution locale de 1'équation elliptigue

Iu = 0. Puisque u(x) est bornée (v. Corollaire 5.2) on pose :

m(r) = dinfu , M(r)= supu .
Q(X,I‘) Q(X,I’)

Supposons gue 3
(7.3) mes A(k,,R) < 1/2 mes Q(x,,R)
avec

p - M(2R)m(2R)

o~ 2
alors
(7.4) 1im A(n,R) =0 .

h - M(2R)

Démonstration. Soit & €Cl(§2(x,2R)) avec «=1 dans §A(x,R) ; alors,

grice au lemme 5.2, on a @

f lux‘gdx < 9’2 j (u-k)? ax < C[u(2R) - k.22
a(k,R) B Ak, 28)

gridce au corollaire 6.1, on a aussi pour h >k :

2n=2
(h—k)2[mes A(n,R)] * < o[M(2Rr) - k]2 Rn-z[mes A(n,R) - mes A(k,R)]

et gréce au lemme 7.1, on a (7.4). codofod

THEORENE 7.2, Soit u(x) une solution locale de l'équation elliptique

In =0 ; on pose (r) =M(r) - m(r) ; il existe 7 <1 tel que pour

P<pP, onait

(7.5) w(p)< nupe).
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Démonstration. On peut toujours supposer que (7.3) soit vérifide ; en effet
si (7.3) n'est pas vérifiée, la solution v = -u satisfera (7.3) car

mes {x s u(x) > k} + mes {x s —u'x) > k} = mes Q(z,,R). Gréce au théoréme

5.2 avec k, donné par

kN = M(ZR) 1\1123) = m(2R)

21\T+1

ona :
mes A( R)

m(-) Sl + K[M(2R) - kN] [~

B

avec O > 1. Grice au théoreme 7.1 on peut choisir N suffisamment grand de

fagon que ( 0 1
mes A(k_,R) —=—
K[ B £ 1/2

R[l

et alors on &

1) ¢ n(r) - M- nl2R)

N+2

d'ol en observant que m(—-) n(2R) on a

R 1
WS < w@)( -3 .
2 c.q.f.d.

THEOREME 7.3. Soit u(x)e 7 (0 (x,R)) avec x,e© { wune solution de
. . 1
Iu =0 ; soit de plus u nulle sur DQNI(x,,R) 5 81 Q est H(Q)-

admissible, alorg il existe 7 > 1 fel que

Ww(P)< nwl4 P).
On peut répéter la démonstration du théoréme 7.2 en remarquent que 1l'on peut

toujours supposer, en changeant éventuellement u avec -u ,



G. Stampacchia, Equations elliptiques du second ordre... (n°7) ~ 48 -

K = M(2z) + m{2R)

o > >0

alors on utilise le théoréme 5.3 au lieu du théorime 5,2.

I1 faut maintenant démontrer deux lemmes que 1l'on utilisera dans la

suite

IEMME 7.2, Si W.P)< mowldp) avee N >1 alors il existe

Aelo,1[ et K tels gue

w(P) <K pA

Ce lemme est un cas particulier du lemme suivant.

IEWE 7.3, Si
W(P)< nw(4p) +1p® avec P<P, <1
il existe A€J0,1[ et K tels que

m(P)stA

Démonstration. Soit a tel que MNM<a<1 et soit B tel que 4(3 n=a<1

W (4R
on pose alors A= min( (5 ,X). Si pe [E,R] on a en posant M = —f?\l

w(p)gup®

donc si p¢ [3-2 ,-13-] on a étant donné que p <P
4

w(P)<na®up” +wp

et en général si  pef 1;_1 , -B{] on a :
. i—1 X N H o H A
w(p) < {M(éfxﬂ)l +HY (40(71)8}9 < S;Mal + T_‘;}pé{M +T_—;}P
5=0

Coq-fod.
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On a alors le théordme suivant sur la continuité holderienne "& 1'in-

térieur".

THEOREIE 7.4. Soit wu(x) une solution locale de Iu = 0 3 alors u(x)

vérifie une condition de Holder dans tout compact <C QQ ; ¢. & d. qu'il

existe doux constantes K et A avec 0< A< 1, aqui dépendent de vy et

de n, telles que si 0< P<R<dist (x,00) on ait :

[ ufex 1/2 o A
Osc u(x) <K ('-('&B')""“ ) / ‘g)
Qz, P) B

Soit veH. o(Q(x,8 p)) 1a solution de 1'équation Iu = f (f ) et 1ton
i=1 %3
pose u=v+w ou w est une solution de Iw = O, Gréce au théoreme 7.4

et au théoreme 5.4 on a alors le théoréme suivant :

THEOREME 7.5. Soit u(x)e Hl(Q) une solution de

Lu = Z (f)

i=1

avee f, ¢IP(Q) pour p>n. Alors il existe deux constantes K et )

‘ayec 0 < A< 1, gui dépendent de V,n,R, telles que pour x € Q et

0< P<R<dist (x,00) on ait :

sse ulx) <X {( Lax)' 2 4 T e %
o o) ] Q(XJ,R) = m}

Grice aux théortmes 7.3 et 7.5 on a aisément le théorémec suivant de

continuité hbldericnne dans §2 ¢



- 50 -
G. Stampacchia, Equations elliptiques du sccond ordre... (n°8) 2

THEOREIE 7.6. Soit u(x) éHl( Q) une solution de Iu = Z (f )
i=1

avec fieLp(Q) et p>n; soit de plus Q tHl(Q)- admissible. Alors

u vérifie une condition de Holder dans () , c. & d. il existe deux constan-

tes K et A avec 0< A< 1 qui dépendent de v et n telles que

oA

asc uSK{g I £ 1 }
Qx, p) i=t * P(Q)

8, L'inéoalité de Harnack.

Soit Im = -(a, i3 uX )x un opérateur elliptique défini dans 1'ouvert

Q CR , Ou, en supposant plus simplement a.lJ = a.i, 1l'on ait :
_1 2
(8.1) [EF e E, 8 <ol

On a alors le théordme suivant démontré par Hoser [15] qui généralise

1tinégalité de Harnack.

THEORBME 8.1, Soit u wune solution Jlocale de l'équation Iu =0 gqui soit

positive dans (2 ; alors pour tout compact Q'c ? il existe une constante

positive ¢ =c(v,n,Q,R') tellec gue
(8.2) mx u<c min u

Q' Q'
Remargue 1. Puisquc par homothétie de gn la constante Y nec change pas,
il s'ensuit que la constante ¢ dépend seulement de la distance de Q!

D0, De plus si (" cst déduit de ' par unc homothétic, la mime

constante qui intervient dans (8.2) intervient aussi pour les solutions sur

Qn.
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IEME 8.1, Soit u wune solution positive de Lu = 0 ¢t soit peR ;

alors la fonction v = uP satisfait 1'équation non linéaire.

(8.3) ~(a ij Xl)XJ (—_ 1)_{:&13 x; Xj

Donc v gest uno sous-solutionde L gi p<0 ou p>1 et v est une

supcrsolution de L si O0<p<1.

1 1
- _— -1
Démonstration. Puisque uw =von a woo= 1 vP v, et
i P 4
1
(a. . vp v ) =0
ij x,'x,
i3]

-1 - -2
p — =
v (aij vxl)xj ( 1)v-p ala vxi vXj ¢]
atou (8.3)
c.q.f.d,

LEME 8.2, Avec les mémes hypotheéses du lemme 8.1, on a si P £1/2 ot si

x € PQR) :

2
* * 2 2
(8.4) ([ (av)ax)® <45 V(ED u] vax
ol i _1_1 ct S dépend de n.
——— 2* 2 n -—

Démonstration. Dc (8.3) en multipliant par 2v et par intégration par
parties on a 3

falav (« V) = ("-1) j .Oizdx
0 i



G. Stempacchia, Equations e¢lliptiques du second ordre... (n°8) =92 -

dtol
ol 1 1

1 2 2 2. .\2
2 p)J TR 2(joa alJvX vX ax)<( jaij(xx *, ¥ ax)
Q i 0 i 7]

et, cn utilisant (8.1) 1l'on a :

J o@vi ax < 4v2(2 --;;)“zjo(i v ax 3
Q

Q

grice aux inégalités de Sobolev on a alors (8.4).
c.q.f.d,

LEMME 8.3%. Soit u unc solution locale positive de Lu = O ; alors la fonction

v = log u satisfait 1'équation non linéaire

(8.5) Ww==(a..v ) =a.v. v. .
i) xi Xj i] Xi X,j
En cffet puisque u = o ot u, = N v, on a
i i
(a..e" v ) =¢e(a. ) +e a,.v. v
ij %%, ij xl x5 1%y %y

artol (8.5).
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LEMME 8.4. Soit u wune solution localc positive de Iu = 0 et soit

v = log u.
(1) 8i xeD(R),oma
2
. X a. .
(8.6) jQ 8335 Vg, Vx, BESH J’ Bi5 %y, g 0%
i g 0 i 3

(i1) il existe une constante c¢ = cln, V) telle que

(8.7) j {v - VQ‘Z dx < ¢ pn
o P)

ot Q(P) cst un cube de centre x et de cdté p et a indique la valeur

moyenne dc v sur Q( ).

Démonstration (i). En multipliant (8.5) par o<2 et en intégrant par partics

on a

Ja..v 20K dx = fa..v v. & dx
ij x. X, ij x. X,
Q I X J Q ] J

et, grice & 1'inégalité de Cauchy, on a (8.6).
(ii) Soit o«=1 sur Q(p) et « e D(Q(2 p)) ; alors, grice a (8.1)
on a :

j V2, dx$4‘)2 p11--2 ;
alp) ©

en utilisant alors 1'indgalité suivante de Poincaré

j iv-lezdxscpz j vidx
a(pP) alP)

on a {(8.7).
ce.q.f.da
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Nous aurons aussi besoin du théordme suivant de F, John et L. Nirenberg

(v. [6]) que nous ne démontrerons pas.

THEORMIE 8.2, Soit uel (Q(1)) telle gqu'il cxiste K> 0 %ol que

(8.8) f [u - uQIde xp"
o P)

pour tout cube Q(p), P< 1, A cBtés paralldles sux cbtés de Q(1). Il

existe alors deux constantes positives «, rg gui dépendent de n telles que

-1
(8.9) [ o Xhumugle gy < B p"
o P)

COROLLAIRE 8.1. Sous les mémes hypothéses gue celles du théoréme 8.2 on g :
-1 =1
(8.10) f P ax f e ax < [32 p2n
al F) a(p)

En effet de (8.9), l'on tire

I "‘(“"“Q)K“1 ax < pp"
Q( P)

et -1
f o (u-uQ)K

a(p)

d'ott en multipliant, il s'ensuit (8.10).

ax <P

LEMME 8,5. Soit u une solution locale de Iu = 0. Il existe deux

constantes « et [5 telles que :
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(8.11) (‘é‘; f lul™%ax) (- f }ulddx)S(sz

d'ou

1 2 1
(.12) L [ wi%a) <p” 4—[ lul"%ag) ©

a( P) a(P)

Démonstration. Soit v = log u et grice au lemme 8,4, on a:

L 1 1
j |v —ledXS( f |v -lede)z P2 <c? pP
a(p) alp)

ol 01/ 2 dépend de n et de YV ; grfce au corollaire 8,1 on a alors :

f eo<vC1/2dX. J' e—(XvC.'U2 ix < (3202n
P) o P)

d'ou en appelant (><C"1/2 avec X on a (8.11) et (8.12)

c.qesfede

Démonstration du théoreéme 8.1. GriAce au lemme 8,1 et au théordme 5.1 on a

max upéK[——L‘ WP dx]1/2 si p=>1
a(p,) 1
a2 p,)
mx wW< K[—é—- f w?Pax 11/2 si "p<oO
o p,) 2
al2p,)
d'ol en posant q=2p si p=>1 et g=-2p si p<O l'ona
1
1 - .
(8.13) Q?ag) u=K[*b-1' f u¥ax] ¢ si gqg=2
1 o2p,)
-1
(8.14) min u ZK'[—S—- wdax] ¢ si 9<0
a( P,) 2
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avec K et K' constantes qui dépendent de n et V.

Grdce au lemme 8,5 il existe une constante & telle que

1
(8.15) min  u> K"[—-l- u*ax]®
o p,) P2 J ]
- a2 p,)

Pour démontrer le théoréme 8.1 il suffit de démontrer qu'il existe une

constante C telle que pour .02 > P,l 1l'on ait

1
(8.16) - f w2ax]"/? < o[-1- w%ax]”
Py P2
alep,) «2p,)
Si (8.16) est valable, avec une constante K = K(y,n) convenable,

on a :
mex u<LKmnmin ugLK min  u 3
ol P,) alp,) alp,)
1 2 1
le passage de Q(p) & Q' se fait alors de fagon standard.

Nous allons démontrer (8.16).

On pose X = %If'g et on suppose que ltexposant & droite de (8.16)

soit tel que o X° #£1 pour s entier (il suffit de prendre X un peu
Po =Py
plus petit). Soit h un entier tel que & X®>2 et soit T = S
P-pP 2
s 2

et T, = 2(32 - 28 n L et 1'on utilise le lemme

8.2 avec 2p=gq, ot en prenant « =1 sur Q(rs ) et O<€Q§(Q(I‘s))

On pose q = [ 9'¢

+1

et puisque a4 £1 ona:

L

1
(f uqs+1 d.X)qs_H S C (f uqS dX) qS
afr % alr,)
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et en multipliant les inégalités que l'on a si & = Q,..., h-1 on obtient

(8‘16). c'q‘f.d.

COROLLAIRE 8,2, Les solutions non négatives de Iu = 0 sont positives

ou identiguement nulles,

En effet s1 min u>0, alors u>0 ; etsi min u=0, u=0.
) alp)

COROLLAIRE 8.3. (Principe fort du meximum). Si une solution de 1'équation

Iu=0 dans  possdde un point de maximum (minimum) & 1'intérieur de Q

u est slors constante,

En effet soit M 1la valeur du maximum ; par hypothése il existe un
cube Q( Q) dems §) ou pour tout £€>0, v=N-u+E est positive ;
mais v est une solution de Lv = O done

mx (M-u+8)gCe

al P)

H-mn ug €(C=1)
a(p)

alors min u=M .

a( P)

On a aussi 1'inégalité de Harnmack pour les solutions positives des

équations non homogénes.

THEORMME 8.3. Soit w une solution locale positive dans  de 1'équation

n
=Y (f
i=t

ol fieLp( Q) avec p>n. Il existe deux constantes

i)x.
i
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¢=0(v,n) et K=K(V,n,p) telles que

(8.17) max u<C min u+K § £, 1] ;'5
al p) olp) i=t  * 2(Q)

Démonstration. Si l'on pose u=v+w, ol w ost la solution dans

n
Hl(Q(Z P)) de 1'équation Iw= T (£)
i=1 i

1'équation homogtne Lv =0 avec v=u sur oQ(2 P). Grice au principe

v est une solution de

de maximum puisque v = u est positive sur  Q(2 £) elle est positive

dans Q(2 0). Donc grice au théoréme 8.1 de lioscr-Harnack

mx v<C min v
a( ) al e)
liais on a
min v+ mnw< minuL mex u<max v + max v

et

mx u max v+mxw<C min v+ max w

alp) a(p)  alp) a(p) a( P)

<C(min w~-minw)+ mex w

alp) alp) a( p)

<C min u+ C max |wl

o P) a(p)
Mais, gréce au théoreéme 4.1, on a :
n 1 4
max |w| <K L £l p P
a(p) i=t T I¥(Q)

atou (8.17).
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On peut maintenant donner une nouvelle démonstration du théordme 7.5 ;
c'est-a~dire on peut démontrer que les solutions de 1'équation elliptique

n
Iu= % (fi)x avec f, € I®(Q), p>n, sont holderiennes 3 1'intéricur

i=1 i
de Q .
On pose M(P) =max u et m( p) = min u ; alors les dewx fonctions

a(P) o P)
v=M2pP) =u et w=u-mn(2 Q) sont solutions positives dans a(2 )

des équations

]

n
v = - .Z (fi)xi

i=1

n
L = .z (fi)x.
i=1 i

Grice au théoréme 8,3 on a alors

n 1-2

(2 0) -n( P) < cli2 o) - u( Q)] + kL it |l p?
=)

n 1- 2

() - n(2p) < on(p) ~n2P)] +k |t p ¥
=)

ou gréce 2 la remarque 1, la constante C dépend de V et n mais

ne dépend pas dc O .

En posant W(pP) =MU(P) -m(p) et cn sommant

on a

n 1-2
w2p) +w(p)<clw(@p) ~w(p)]+2x L Ig, p P

i=1 P(Q)
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dtol n
o n , -3
W(P) gy w@p) +2x T el
=t 1P(Q)
grice au lemme 7.3 on a alors :
A
Ww(p) =Hp avec 0< A< 1,

9. la fonction de Green.

Le but de cette section est d'étudier les propriétés de la fonction de

Green pour le probléme de Dirichlet relatif & un opérateur elliptique

L .—:—(a.].“j U )x a coefficients mesurables et bornés satisfaisant la condi-

N
tion dlellipticité

(9.1) y-! \EFSaijgiz,jsv@gl‘? V21

.

Nous supposerons que 85 = 833 et que 1'ouvert Q0 est Hl(Q) -

admissible.

Pt ey

on dit que la fonction ue€ L1 (Q) cst une solution faible de 1'équation

(9.2) Iu =W

qui s'annule sur O si

(5.3) j U.L‘PdX=f pd
Q K

pour toute fonction Ye Hl(Q) ﬂC"(Q) telle que Lpé€ co(Q).

Si 0 est Hl(Q)-admissible, 1'espace des “test-functions" ¢ est

alors non vide grice au théordme (7.6).

Remarque 1. Les solutions faibles que nous venons de définir sont des solutions

faibles du probléme de Dirichlet associé a 1'équntion (S.2) plutdt que des

solutions faibles de 1l'équation (9.2).
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Grice au théoréme 2.1 il existe une application linéaire et continue G
de H(Q) sur Hl(Q) telle que si TeH_1(Q) , u=0T est la seule
solution dans Hl(Q) de 1'équation Iu = T. Cette application, inverse &
droite de L, définit 1l'opérateur de Green pour L.

Gréce au théordme 4.1, G applique H—1’p(Q) dans L®(Q) pour
P> n, et, de plus, grice au théoréme 7.6, G applique H‘1’p(Q) dans
0°(Q) continfment. On a, pour toute fonction We 00(5)

1ol
(9.4)  mex |6 [<KV(mes Q)° P
5 i

MmBs

Hfi H (p>n)
IP(Q)

4
i

o K dépend seulement de p etde n et T= L (f‘i)X € H_1 ’p(Q).
i
u est donc une solution faible, qui s'anmule sur ¥ , de 1l'équation
Inm =

8i et seulement si

(9.5) f uq)dx=[ e(dlap YV eco(Q).
Y 9)

Evidemment il existe au plus une fonction qui satisfait ces conditions.
De (9.4) et (9.5) on a, pour tout '\})ECO(Q) :

1_1
<KV(mes Q) P {laplly]l
Q 1 P(Q)

'gf?u@dx

ot | Qld[ll est 1la variation totale de | .
Puisque C°(()) est dense dens g P(Q) ona
r_1
(9.6) [ha il <K Vi(mes Q)* P J Idp_|
1P (Q) Q@

avec l,=1 -l et p>n.
P P
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Ltapplication (L — u est l'application adjointe G* de G, c'est-a-

dire u = G*( ).
Gréce & la définition de G, G opére continfiment de H"1’p(§?) dans
co( ) et alors G* est un opérateur linéaire et continu défini dans le

dual de Co(Q)), c'est-d-dire dans llespace # des mesures 3 variation
pog t
bornée sur Q) ; pour (e K on a aussi G*({L)éiﬁl’p (Q), %* =1 --% .

On a ainsi démontré le théoréme suivant :

THRORMIE 9.1. Si ) est H (9 )-admissible

— e

pour tout M 3 variation bornée

il existe une solution faible et une seule de 1l'équation (9.2), au sens de la

aéfinition 9.1, et weHy P (Q) si p<B-,
Nous démontrerons maintenant que u peut &tre approchée par une suite
de solutions faibles d'équations & coefficients continus.
Considérons une suite des régularisants icxs(x)} ayent les propriétés
(1) o (x)ec®(®Y

(11) « (x) 2 0
. i ) 1
(1i1) o (=) =0 si Ixl23

(iv)f qs(x)dx =1,
g

- -~ N n ” 3 3 ~ —_—
Soit aij(x) le prolongement de aij(x) a 5 défini par aij(x) = 6ij

hors de (2 ; et soit a§§)= a.. % oA, -

ij ij
Alors :
L(S)u = —(agé) u )
ij X

173
est un opérateur i coefficients CP(R") et satisfait encore la condition

VP <off
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parce que

a§§>(X) €385 = j' gij(y) £ &y oglxy)ay.

n

=

On a alors le théoreme suivant :

THEOREIE 9.2. BSoit L une mesure & variation bornée et soit u(s) la

golution faible au sens de la définition C.1 de

(8),(s) _

La suite {u S)} converge alors vers la solution faible u de

Iu = W

1
faiblement dans H‘L’p (Q) si p <-‘n~n~1-‘ et, par conséquent, fortement dans

q : e
1Y) si 1< .

Démonstration. Considérons d'abord le cas ou

= {ax
avec (e 00(5). Tout u(s) est alors une solution dans Hl(Q) et on a

j 15 % }(c)‘? ax={ Yyax Vyen (Q)
Q “ Q

u est donc la solution dans Hl(Q) de Iu=¢ ; cette solution étant
unique est toute la suite {u(s)} qui converge vers u.
Considérons maintenant le cas général. Tout u(s) vérifie 1l'identité
(9.7) f W®) Yoy = f wlo)ay
Q

A

ou LP(S)GH (Q) est 1la solutlon de 1'équation L(S) Lp(s) =y , One

1
démontré que lP( s) -  uniformément dens 0, et faiblement dans HO(Q)

vers la solution dans Hl(Q) de L=
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Grice & (9.6) uu(S) H ' p'( ) est uniformément borné ; il existe donc
H,’ Q

1
une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction ué€ Hl’P (Q). En

passant & la limite dans (9.7) on a :
[(war= [ qap vieco(Q)
Q2 Q

ot peco(Q)N Hl(Q) et Lp=W; donc u est la solution faible au sens
de la définition 9.1 de Im =H{ .,

I1 est bien comnu qu'il cxiste alors une sous-suite qui converge

fortement dans Lq( Q) avec J(-l->-1§, —*:-1- vers u. Grédce a l'unicité de la

solution faible on en déduit que la suite méme { u(s)} converge vers u

c.q.f.d,

DEFINITION 9.2. On appelle fonction de Green g(x,y) pour le problime de

Dirichlet relatif & 1'opérateur L au point y la solution faible, au sens

de la définition S.1, de 1'équation

Lo =
g By

ou  § est la mesure de Dirac au point y.
y
Gréice & la définition 9.2 la solution weH (Q) A Co(Q) de

Lye=¢, Peco()) est donnée par la formule

ely) = | o BB ) &
Si 1'opératecr L a les coefficients indéfiniment dérivables, alors on sait
que glz,y) >0 et glx,y) = gly,x). D'apres le théordme 9.2 on peut

déduire que ces propriétés sont valebles aussi dans le cas des cocfficients

12 (Q).
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THEOREME 9.3. Pour toute mesure I, & variation bornde, 1'intégrale

(9.8) u(x) =jQ g(x,y)a u(y)

est finie p.p. et elle donne la solution faible, au sens de la définition

9.1, de 1'équation Iu = [ ,

Démonstration. On peut supposer L positive. Soit - e C°((Q)) non négative

et soit ¢ 1la solution dans Hl(Q) M co(Q) de 1'équation L =G
Grice au principe du maximum on déduit que ¢ ausei est non négative et elle

est donnée par la formule

¥ (y) =IQ g(z,y) P (x)ax .
Alors, grice au théortme de Fubini, 1'intégrale f g(x,y)dg(y)

existe p.p. et 1'on a :

J

cette identité est valable pour tout (e C°(§—2) ¢t u est la solution faible,

p@anly) =, [ sy @anly) =f ¢Euk)x ;
2 QxQ ?;

au sens de la définition 9.1, de 1'équation Iu = W

L .
C.q_afodo

THEOREIE 9.4. Soient u, et u, deux solutions faibles au sens de la

définition 9.1 de

Lu1-_—.§L1 et Lu~2=p2 H

alors on a

(0.9) | wai, -] = | sbeylap ap )
2 Q xQ

en ce sens cuec si l'une des intégrales coxistc l'entre coxiste aussi et ellecs

sont égales,

Le théorémc est unc conséquence du théoréme 9.3 et du théoréme de

Fubini.
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Remarque 2. Les solutions faibles, au sens de la définition 9.1, ont plusicurs
propriétés semblables aux propriétés des potenticls ordinaires (par ex.
1tidentité (9.9) généralise la relation de réciprocité des potentiels ordi-
naires) ; pour cos solutions la théorie est plus semblable & la théorie du
potentiel qu'd la théorie des équations aux dérivées partielles.

Etudions maintenant quelques propriétés de la fonction de Green.,

On a démontré au § 3 qu'a tout sous-ensemble E de {2 on peut associer
une mesure positive (ou nulle) fb qui est la capacité de E par rapport & la
forme

a(u,v) =f aij u Ve dx .

Q o

Dans lc cas actuel on a

cap. E = inf a(u,u)
uevy

ou U est l'ensemble convexe des wue Hl(Q) telles que u>1 sur E au
sens de H1(Q). La fonction u qui donne le minimum est =1 sur E au

sens de g () et satisfait la relation
J aij u @X.dx=J wa VLpeﬂj(Q) .
Q o o)

I1 est facile de vérifier que u est ausgi la solution faible au sens de la
définition 9.1 de 1l'équation ILu = {L ; on a donc u(x) =J g(x,y)a [.L(Y) et
9

u est appelé le potentiel capacitaire de E.

Supposons maintenant que L soit & coefficients c® (E_tn) et soit
g(x,y) 1la fonction de Green au point y. Pour ye  tel que

dist (y, 9R) > 0 soit
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JaE {xEQ; g(XJ)Ba‘)} ;

grice aux hypotheses faites sur les coefficients de L, Ja contient un

voisinage de y.

LEMIE 9.1 On a

e

Démonstration. Le potentiel capacitaire u de Ja est =1 aupoint ¥y

et

[N
i
fwl

—_
(]

e
L}

| &(z,y)ap (x)

ol p.a est la capacité de Ja portée par OJ’a ; mais sur Ja on a

g(x,y) =a ; onadonc cap. J_ =1,
a c.q.f.d.

Soit EY la boule de centre y et de rayon Y ; posons

a= min g(x,y) ;
xealx

-

alors, gréce au principe de maximum, on a Z\( - Ja et puisque la capacité

est une fonction subadditive d'ensemble on a 3

cap )} < cap. J =-]-=-‘-"'1- " ;
i S *“aa mn  g(x,y) ’

dtune fagon analogue, si Df:x

. oy

On a alors :

, -1
m:.ngs(cap.z\r) < mex g

aZT a[¥
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mais g(x,y) est une solution de Lg =0 dans Q - {y} et, grice au théo-

réme (de Hoser~-Harnack) 8.1. il existe une comstente C = C(Y,n) telle que

max gL C min g
(gréice » la remarque 1 du § 8 on peut choisir C indépendant de Y ) ; on a

alors, sur 9} Y ©
C"(cap. T X > < g(x,y) < c(cap. ¥ Y )"1 .

Soit maintenant L un autre opérateur & coefficients % (En)’ ellipti-
que avec la méme constante ¥ . Soit g(x,y) sa fonction de Green et soit
cap. E la capacité de E par rapport & la forme bilindaire associdée & T .

Evidemment on a 1'inégalité :

-2

Vv T cap. E< cap. ELZ VZ cap. B

dtou
- P - -
(9.10) V=2 2 g(x,y) £ elx,y) < v2 ¢ x,y) .

Si L et i sont & coefficients LOO(Q), en utilisant le théoreme S.2
on déduit que (9.10) est valable aussi dans ce cas., On a donc démontré le

théoréme suivant :

THEOREME 9.5. Soient glx,y) et =z(x,y) les fonctions de Green pour deux

opérateurs L et L elliptiques avec la méme constante d'ellipticité ~ .

Alors pour tout compact O'c ) il existe une constante X = K(v,$, Qt,n)

telle que

K—1\<gx <K Vx,ye QR

2x,y)

En particulier si pour n> 3 on considdre 1'opérateur L et 1l'opéra-

teur de Laplace, on en déduit que la fonction de Green g(x,y) de L a
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au point y une singularité polaire d'ordre n-2.
P 1
On peut démontrer que ge Hloc(Q —{y}) et que
j 855 8y ¥y dx =0 LAY egﬁ(Q-{Y}) H
Q r
donc, grice au théoreme 7.4., g est hSlderienne.
{ 7
Si n>3 il existe une fonction mn(x,y)e gl P (Q) pour p <=
h¥lderienne si x £y est bornée inférieurement et supérieurement par une
constante positive telle que

mfx,g?

g(X’Y) = n__2
Iz~y |

10. Probleme de Dirichlet et notions sur les points réguliers.

Considérons maintenant le

0
Probldme 10.,1. Si heC (0Q ), chercher u tel gue

Iu=0 dans )
(10.1)
u=h sur OF

Il est bien connu, méme si les coefficients de ltopérateur elliptique
L et {0 sont trds réguliers, que 1l'on ne peut pas résoudre le problime (10.1
avec la méthode variationnelle, & savoir la solution n'est pas dans H1 ( Q).
Voir 1l'exemple classique de Hadamard.

HQ
Dtautre part, si € = %—E——))— est 1'espace des traces des uéH1(Q ),
H (G

on a démontré que (par la méthode variationnelle) pour h € € il existe u
unique dans H1(Q) tel que (10.1) ait lieu (voir ¢ 3.1).
Dans ce cas on a une application linéaire et continue h - Bh =u

de ‘8 dans H1(Q).
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Grice au principe de maximum (v, th. 3.1 et 3.2) on a

min h< min Bh € mex Bh € max h
20 9 Q o0

et, grice au lemme 5.2, on a aussi

len < ®(N,Q) max In

a0
ou
2 2 1/2 a
lell= sip (%] a2 max |gl 5= aist(D,0Q)
Qc Q Q X Q
Toute fonction heC(2()) est limite uniforme d'une suite { hn} - Cé)
(i1 suffit de prolonger h a En et dtutiliser le théoreme de

Veierstrass sur l'approximation uniforme des fonctions continues par poly-
némes) ; on peut donc prolonger par contimuité B jusqu'a C°(D Q) et B

fait correspondre 3 tout heCo(D () une fonction u et une seule telle

que
(1) Jlulll <+ o
(ii) u est une solution locale de Iu = O,

Cette application a donc résolu le probléme de Dirichlet 10,1 dans le

sens suivant.

A toute fonction he Co(P Q) on fait correspondre une fonction u

solution locale de Im =0 (et méme hvlderienne d 1'intérieur, v. th. 7.4)

de facon que si h est la trace sur o) d'une fonction by 501(Q),

BheH' (Q)) est la solution variationnells de (10.1).

D'une fagon naturelle, on se pose le

Probléme 10.2. Peut-on dire que pour ye 0 ona :

lim Bh = h(y) ?
XY

XeQ
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Il est bien conmu, grice 4 un exemple classique de Lebesgue, que déja

pour le laplacien le probléme 10.2 n'admet pas toujours une réponse affirma-

tive.

DEFINITION 10.1. Un point ye 9 est dit régulier par rapport & 1'opéra-

—

teur L pour tout heC(9R) ona :

lim Bh = h(y) .
Xe ¥

xe()

Un point non régulier est dit irrégulier.

Pour 1'étude du probleme 10,2 on renvoie & [10] ; on se bornera ici &

énoncer les résultats suivants.

THEOREME 10.1. Un point ye ©Q est résulier si et seulement si les

votentiels capacitaires des ensembles Ep = CQ(‘W (X R p) par rapport

& une boule guelcongue ) C }=1n avec § C L sont continus au point .

Remarque.

Les potentiels capacitaires des ensembles Ep donnent la possibilité

de construire des barritéres. En utilisant ce résultat et les propriétés de

la fonction de Green (v. § 9), on peut démontrer le théordme suivant :

THEOREME 10.2. Un point ye ©0) est régulier par rapport & un opérateur

elliptigue L si et seulement g'il est réoulier par rapport & n'importe

quel autre opérateur elliptique ).

En particulier, y ¢ O est régulier par rapport & L, si et seule-

ment si la condition de N. Wiener est vérifiée (i.e. si y est régulier

par rapport & 1l'opérateur de Laplace).
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La condition de Wiener est la suivante

Soit c¢(pP) 1la capacité de E P ; le point ye 9Q est résgulier si

et seulement si

Po
f c(:c)r‘“n dr = + ® .
0]

11. Apercu sur les développements de la théorie.

Dans l'exposition que nous venons de faire nous avons utilisé des
résultats qui ont été démontrés ces dernitres amnndes (voir [2], [10],
(141, [15], [24], [25], [27], [29D).

Le point de départ de ces résultats a été le désir de généraliser aux
équations elliptiques non-lindaires en plus de deux variables la théorie qui
avait été développée dans la premidre moitié du sidcle par Bernestein, Schauder,
Leray, Caccioppoli, Morrey, Nirenberg dans le cas des équations a deux
variables indépendantes.

Le résultat du § 7 a été pendant plusiecurs années une question ouverte
jusqu'a ce que De Giorgi [2] et Nash [19], indépendamment, aient démontrd
le théoreéme sur la continuité hﬁlderiénne des solutions faibles, en 1958,

La méthode de De Giorgi utilise la possibilité de tronquer les solutions
des équations envisagées (on obtient alors, comme nous venons de le voir
ici, des sous-solutions ou des supersolutions).

Déja Lebesgue, en 1907, et plus tard Tenclli et beaucoup dtautres
mathématiciens avaient utilisé cettc opération pour démontrer la compacité
des autres minimisantes des intégrales régulieres du Calcul des Variations.

De Glorgi utilisc la technique des inégalités isopérimétriques. Au-
jourd'hui on sait que cette technique peut &tre substituée par 1l'usage

des inégalités de Sobolev.
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Le théoréme de De Giorgi a été généralisé aux équations plus générales
du type (0.2) par C.B. Morrey [12] et par Stampacchia [24].

Dans ces travaux on a aussi obtenu la régularité au bord. Dans le
second il a été considéré aussi la régularité au bord pour des problémes
différents du probléme de Dirichlet.

loser a donné une nouvelle démonstration du théordme de De Giorgi [14]
et de plus, il a démontré 1'inégalité de Harnack [15] en utilisant un théo-
réme de F. John et L. Nirenberg [6] qui joue un r8le trés important. Nous
avons exposé sa démonstration au § 8.

Les inégalités du maximum et les majorations dans 1P ont été Aémon-
trées par Stempacchia [23, 25, 26, 27]. Il a considéré dans [26] aussi
le cas des équations du type (0.2) sous hypothdses trds générales pour les
coefficients bi et di. En effet il a démontré que les majorations dans
¥ sont valables aussi si biesLn, die Ln, de telle sorte que 1l'on peut
aussi obtenir quelques résultats pour les équations du type (0.1) quand les
coefficients aij sont dans H1’n(§2). Ces remarques ont été utilisées
récemment par Miranda [17,18] qui a donné plusieurs résultats pour les équa~-
tions du type (0.1) guand les coefficients sont dans H1’n(§2).

En ce qui concerne les équations non-linéaires, il faut rappeler

que De Giorgi avait démontré 1l'analyticité des solutions faibles du probléme

du calcul des variations

5]1“ (gred u)dx = 0

quand F est analytique et satisfait la condition

M s ppz’l 3 S ’dz (v>1)
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en démontrant qutune solution faible a les dérivées premiéres hdlderiennes,
Yanalyticitéétant wne conséquence des résultats connus.

Ce résultat a été généralisé par C. Morrey [13] et par Ladyzenskaia
et Uralt'seva [7,8].

Ladyzenskaia ct Uralt'seva [7,8] ont aussi donné plusieurs résultats
pour les équations elliptiques non linéaires.

Plus récemment Gilbarg [3] et Stampacchia [28] indépendamment, ont
donné des résultats pour des dquations non linéaires qui, comme les équations
des surfaces minimales, ne scut pas contenus dans les résultats de lorrey
et de Ladyzenskaia et Uralt'seva.

Récemment J. Serrin [22] a généralisé aux équations elliptiques quasi-
linéaires le théoréme de Moser sur 1'inégalité de Harrack., Il a également
étudié le probleme de 1l'allure locale des solutions.

Le théorie des équations paraboliques & coefficients discontinus s'est
développée en méme temps. C'est Nash le premier qui a démontré, par une
méthode tout & fait différente, la continuité holderienne des solutions
faibles,

Plusieurs théordmes ont été démontrés en utilisant la méthode des
fonctions tronquées par Ladyzenskaia-Uralt'seva [9], Aronson [1], Guglielmino
[4]. 11 vient maintenant de paraitre une note de Moser [16] ol il démontre

1'inégalité de Harnack pour les équations paraboliques.
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