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QUELQUES PROPRIETES DES ESPACES NUCLEATRES

(d1aprés un article de MITIAGIN)

par

M. ZERNER

I

Nucléarité et suite des némes dismdtres

n®me DIAMBETRE D'UN ENSEMBLE DANS UN ESPACE NORME

E étant un espace vectoriel, ?n désignera l'ensemble de ses sous-espaces
vectoriels de dimension n.

Jusqu'd nouvel avis, E sera supposé normé.

A étant un sous-ensemble de E on appellera ptle diamdtre de A

et on noters dn(A) (ou dn) le nombre

inf sup inf |z -yl .
Leﬁn XehA yel

C'est donc la borne inférieure des nombres £ tels qu'il existe un sous-
espace de dimension n approchant tout élément de A & g prés. Cette notion
a été introduite par Kolmogorov [9].

Exemple. Si A est un ellipsoide de gm centré & llorigine dn(A) est le
(n+1 )éme demi-axe par ordre décroissant pour n<m et dn =0 pour n=>m.
Nous allons généraliser cet exemple & un espace hilbertien séparable, ce qui sera
utile pour la suite.

LEME 1. S'il existe L eﬁnﬂ tel que l'intersection de L avec la boule

de rayon O soit contenue dans A, on a



M. Zerner, Quelques propriétés des espaces nucléaires I -2 -

a.(a)> 8 .

(Krasnoselski, Krein et Milman [7]).

Démonstration dans le cas ou E est préhilbertien. Soit Ln € ﬁn . Le

complémentaire orthogonal de Ln coupe L et contient donc un vecteur =xe¢ A

avec lxll=0. Ona VyeLn

Hx -y > 90
PROPOSITION 1. Supposons E hilbertien séparable. Soient {ek} une
base hilbertierme de E et (ak) une suite croissante de nombres > 0. Posons

A={x ;L aﬁl(xk[x)12§1}

on a

-
a.(a) = < .

n+1

PROPRIBTES DU n°™° DIAMBTRE

La démonstration des propriétés que voici ne présente aucune difficulté
sérieuse.

a) 4 (4) = inf {r ; 31 €9, ACL+1U] U désignant la boule unité
(ici indifféremment ouverte ou fermée).

b) d («4) = «a (a) (x>0)
c) si ACB dn(A) < dn(B)

a) a4 (4) = a (%) = dn(F(A)) (1)

]

e) dn(A)

0 si et seulement si A est contenu dans un sous-espace vectow
riel de dimension n .

f) La suite (dn) est décroissante.

(1) T (A) daésigne 1'enveloppe disquée de A .
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U
1

LEMVME FONDAMENTAL. On pose pour tout entier positif j @

V(3) = sup {n ; n2\<j}

Soit A tel que X nzdn(A) <. Il existe alors une suite ()ﬁ{) dtéléments
de B de norme <1, une suite (uk) dtéléments de A° et une suite de

nombres )\k vérifiant D‘k! <2[2V(;) + 304 ) tels que tout x e [M(4)

v(k
g'éerive

®
X = g Ak <w x> X -
Remarque. La suite ()\k) du lemme est sommable.

Démonstration. Nous nous appuierons sur un résultat classique nommé parfois

lemme d4!Auverbach (BANACH [1] cite le résultat sans démonstration) : dans un espace
de Banach de dimension finie et son dual existent deux bases normées en dualité.
(Démonstrations dans DAY [4] et TAYLOR [16]).

3 ‘ rd 3 I'd
Soient Ln € ?n et (gk,n)’ (gk,n) deux bases normées en dualite dans

— 1 _
ngk,n Il = ”gk,n it LI,I = 1

=0 .

>
“&n 7 fipn 3k

D'aprés la forme analytique du théoréme de Hahn-Banach, il existe des formes

p i ' . ' and P
gk,n sur E de norme {1 qui prolongent les gk,n Lt'opérateur n
n
x> 21 <& n ¥ 8y

est un projecteur de E sur Ln dont la norme est au plus égale & n .
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S'il existe n, tel que dn (A) = 0 1a conclusion du lemme est sfirement
o}

vérifide (propriété e). Sinon, appelant U 1la boule unité ouverte on peut

€
trouver pour tout n I %%. tel que
ACL +24 U .
n n

et construire Pn a partir de ce sous-espace. Soit alors xeA. On peut trou-
ver Y€ Ln tel que
-yl <
W\ -y 2dn
dtou

Hx=-Px Wz -y-Px+Pyll 2dn(1 +n) .
Comme le second membre tend vers O on peut écrire :

T ( )
x= ) (P - P )x
=0 n+1 n

(série absolument convergente au demeurant). Notons que

u(Pn+1 - Pn)x < 2dn(2n +3) .

.-Posons maintenant @

l‘In = Ln + Ln+1 .

~
C'est un sous-espace & 2n + 1 dimensions au plus. Construisons h, n’ hk n?
’ ’

Q.n & partir de M comme Gen ? Bxyn ? Pn 3 partir de Ln . Nous aurons

Vxed :

®
x= 3&1 Qn(Pn+1 - Pn)x

® 2n+l

S TS AR WIS
n=1 k=1 ’ !
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(certains des h ~ peuvent &tre nuls). On a
H4

I< ﬁk,n (Pn+1 - Pn)x >i < Zdn(2n +3)

de sorte que

t
(Pn+1 - Pn)hklg_ _ ¢ Ao
24_(2nt3) = Yeon
et on peut écrire :
©
X =} < u,, Xx>1x,
‘2:__1 AJ J’ J
J
en posant @
c=24 o j
IR IGRMCUREY

U5 T M-V (3)72, v(3)

X, =h, . . .
i =LV ()1, vG) .
Le lemme est établi.

llagnitude et ordre d'un ensemble dans un espace de Banach (GROTHENDIECK [6],

ch II § 1). Un sous-ensemble A d'un espace de Eanach E est dit de magnitude

p (p<1) s'il existe une suite (Aj) de puissance p-éme sommable, une suite

(u :]) c A° ot une suite (xj) contenue dans la boule unité de E telles que

tout x €A puisse s'éerire :

[¢3)
X = . <u, X> X, .
. >“:J i’ J

J=1
L'ordre de A est la borne inférieure des nombres p tels que A soit de
magnitude p .

PROPOSITION 2. Si la suite dn(A) est de puissance p-ime sommable

R

avec p<1/3, alors A est d'ordre au plus 2"1'?-5 dans E. Inversement
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si A est d'ordre p dans ﬁ, alors l'exposant de convergence de la suite
dn(A) est au plus égal a T§5~ + En particulier A est d'ordre O dans &

si et seulement si dn(A) est & décroissance rapide.
L'exposant de convergence de la suite (dn) est la borne inférieure des
Zp s - s
nombres p tels que dn < . Nous utiliserons le résultat plus ou moins

classique que voici, basé sur le fait que si (an) est décroissante et sommable,

na -0,
n

LEMME 2. Si (an) est une suite positive décroissante, son exposant de

convergence est égal &
1

iﬁ{p; A Vo a <an P}

Si la suite (dn) est de puissance p-ime sommable on a
1

%gAnp

d'olu, dans le lemme fondamental

1
Ay <AV ()] ?

W9 < mltep
Ni)=k Y
dtol
ZA‘; <

pourvu que
q
1+q=<+1
4 P
qui donne



. Zerner, Quelques propriétés des espaces nucléaires, I -7 =~

Pour la deuxiéme affirmation de la proposition, nous pouvons supposer E
complet. Supposons A de magnitude p :

Vxea x= 1< x>
Ay S Uy x5

.. P
avec DAL <o, u,e A%, flx,N< 1
J J J
Nous pouvons supposer de plus les A‘j décroissants, d'ou

A.jSAj“/p

En considérant le sous-espace engendré par x1,..., xn , on trouve
o)

a (g T < m!"/P
n+1 J

d'ou le résultat d'apres le lemme 2.

L'espace normé associé & un ensemble disqué. Nous abandonnons maintenant

1'hypothése que E est normé. Si alors U est un ensemble disqué de E nous

noterons

NU = { x:; YA Ax EU.}

EU le quotient de l'espace vectoriel engendré par U par NU et W

la projection correspondante
HXHU=inf{A; A >0 XG/\U}

EU est muni de la norme obtenue & partir de \).\lU par passage au quotient.

Si A est un sous-ensemble de E absorbé par U nous appellerons neme

diamétre de A par rapport & U et noterons dn(A,U) le nombre dn[CSU(A)].

On a donc :

d (4,0) = inf {r ; JL efn ACL+:.~U}
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et sous cette forme, on peut supprimer la restriction " A sbsorbé par U " & condi-

tion d'admettre la valeur + ®.

Nous aurons & utiliser la relation suivante, de démonstration facile

(e) a (wu) < a(v,0)ad(wv) .

Applications et espaces nucléaires

Soient B, F deux espaces de Banach et u une application linéaire de E
dans F. On dit que u est nucléaire s'il existe une suite bornée (eé) du
dual de E, une suite bornée (fj) de P et une suite Sommable (AJ.) de

nombres telles que pour tout =x ¢E ;

u(x): § }\j<e’3,x>fj .

Dans un espace vectoriel localement convexe séparé (E.L.C) E 1 U et V
sont deux voisinages disqués de O, V CU, il existe une application canonigue
tsV,U obtenue en factorisant la projection ZSU 4 travers EV et prolongeant
1'application Ev'e EU aux complétés respectifs. ‘

Nous dirons que E est un espace nucléaire si pour tout voisinage disqué
U de O, il existe un voisinage disgué V C U tel que l'application canonique

EJV,U s0it nucléaire.
Le lemme fondamental admet alors le corollaire que voici @

LEMME 3. Pour que E soit nucléaire il suffit que pour tout voisinage U

disqué de O on puisse trouver un voisinage V de O tel que :
¥ n? a (V,0) < oo .

Nous finirons par trouver des conditions nécessaires plus fortes et des
conditions suffisantes plus faibles., Mais commengons par énoncer les résultats

dont nous aurons besoin sur les espaces nucléaires,
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Structure des espaces nucléaires

Soit E un e.l.c. Pour que E soit nucldaire il faut et il suffit qu'il
existe un ensemble { Ea} ® €I dlespaces hilbertiens séparables et pour chaque
« €I une application linéaire uy de E dans E , les propriétés suivantes
étant vérifiédes.

(i) La topologie de E est la moins fine de toutes celles qui rendent
continues les applications u .

(ii) Vo eI, IR €T tel que E(3 C By, , uy étant la composée de
u(g. et de ce  plongement. De plus on peut trouver une base hilbertienne (ej)
de E, et une suite som;nable (Aj) telle que ()«.j ej) soit une base
hilbertienne de E(% .

THEOREME., Pour qu'un E.L.C. E soit nucléaire il est :

nécessaire que pour tout p >0 et tout voisinage de O disqué U on
puisse trouver un voisinage V tel que la suite dn(V,U) soit de puissance
péme sommable ;

suffisant qu'il existe p, > 0 tel que pour tout voisinage U disqué de

0 on puisse trouver un soisinage V tel que la suite dn(V,U) soit de puis-

N
éme
sance p, sommable,

(Nous abrégerons en ‘Yp > O, (Cp) et dp, >0, (CPo) ces conditions).

1ere étape., La condition suffisante entraine la condition nécessaire a prior
plus forte.

Pour le démontrer, il suffit d'établir que Vp >0 ¢ > p/2 (Cp) = (Cq).

Or si p<r<2q, d'apres (Cp) et le lemme 2 pour tout U il existe

V,W tels que



M. Zerner, Quelques propriétés des espaces nucléaires, I. - 10 -

a (V,0) < 4w /"
a(u,v) <8 n /T
d'ol en appliquant (g) avee m=n :
a (w,0) <c n2/T
Le lemme 2 montre que (Cq) est impliquée par cette inégalité.

2eme étape. D'apres les lemmes 2 et 3 la condition (Cp ) est suffisante
(¢}
si p, < 1/3. Mais alors elle est suffisante pour tout p, >0 d'aprés la
premiére étape.

3eme et dernicre étape. Il nous reste & démontrer pour une valeur quelcongue

de p, , par exemple 1, que (Cpo) est une condition nécessaire de nucléarité,
Soit E nucléaire et U 1'image réciproque par u , de la boule unité de

Ey (notations du paragraphe "structure des espaces nucléaires"). { étant

donné par la condition (ii) appelons V 1l'image réciprogue par u de la boule

unité de Eﬁ . Alors nous aurons :
Edn(V,U) < ®

d'aprés la proposition 1.

(La bibliographie sera donnée & la fin du troisidme exposé).
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IT

Comparaison avec 1! g —-entropie

A un espace localement convexe, on associe diverses classes de suites et
de fonctions & valeurs positives. Ces classes sont invariantes par les iso-
morphismes vectoriels topologigues.

La classe [(E) est 1l'ensemble des suites ( Tn) possédant la propriété
suivante :

pour tout voisinage disqué U de 0, il existe un voisinage V de O
tel que :

lim Y, dn(V,U) = 0
n->uo

Exemple. Soit pour tout entier n >0 une suite a(n) et ce de fagon
que VYV k

0< ain) < a(ﬁ“) .

Soit 1l'espace de Kbthe
s = i) vy 7| ) 57 <a)

muini de la topologie définie par la famille de normes dont cetté définition af-
firme l'existence.

D'aprés la proposition 1 et la propriété d( de l'exposé I, M(E) se
caractérise de la facon que voici :

(Y, )elNE) « Ym, 3n
r, o

2 x

(On peut alors vérifier directement le critére de nucléarité de 1l'exposé précé-

dent).
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CAS PARTICULIER. Si

(n) ) (1 ) l)k1/'8

"

E est isomorphe (par le développement de Taylor) & 1l'espace des fonctions ana-

?

lytiques sur un polydisque ouvert de C . A deux valeurs différentes de ‘Q

on voit qu'il correspond deux classes [ différentes d'ol :

PROPOSITION 1 (KOLMOGOROV [10]). I1 n'existe pas d'isomorphisme vectoriel
topologique entre les espaces de fonctions analytiques sur deux polydisques ou=-
verts de dimensions différentes.

Remarque 1. En sens inverse EISENBERG et MITIAGIN [5] démontrent que les
espaces de fonctions holomorphes sur deux domaines de Reinhardt bornés conte-
nant l'origine sont isomorphes.,

Remarque 2. La démonstration originale de Kolmogorov (ef . KOLMOGOROV et
TIKHOMIROV [12], § 7) repose sur la comparaison des dimensions approchées
(vide infra). Elle me semble plus compliquée.

Exemple 2. Soit s 1'espace des suites & décroissance rapide., D'apres
1'exemple précédent ['(s) est 1'espace des suites & croissance lente. On

peut alors vérifier que :
(sx BE) = (s)
d'ol deux espaces nucléaires non isomorphes possédant méme classe .
Exemple 3. Si E est un espace normé de dimension infinie [ (E) est
1l'ensemble des suites tendant vers O.

LES CONDITIONS DE NUCLEARITE démontrées dans 1'exposé 1 deviennent mainte-

Po
nant: condition suffisante : dp, >0 tel que (n ) e ['(E) ;

condition nécessaire : Vp (np) e [(r).
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Remarque 3. A ma connsigsanze il n'est pas certain que [ soit une fonc-
tion dimersicnrclle au eens de KOLMOGOROV [11]. MNITIAGIN [13] (proposition 7)
démontre la conditicn &) de Kolmogorov pour les limites projectives d'espaces
préhilbertiens et la condition [ ) pour les espaces tommelés (ces conditions
expriment respectivcment que la classe croit par passage & un sous-espace et 2
1t'image par une epplicatiun linéesize c:ontinue).

Remaroue 4, D-ns un espace normé il est facile de voir qu'un ensemble

N\
. . . &me
borné est précomnact ci et sculement si la suite de ses n

S diamdtres tend
vers 0. Il ré~ulte de 13 que tour oue [ (E) contienne des suites ne tendant
pas vers 0, il est né cesaire que E soit un espace de Schwartz. Lorsque E
est métrisablc, on vérifie par diasgonalisation que cette condition est aussi
suffisente. Lersoue B est le dual d'un espace de Fréchet F, on montre .
qu'il cst nécessaire et suffisant que T

soit de Schwartz.

DéFINITION DE L' £ -ENTROPIE. A étant un sous-ensemble de l'espace normé
E nous roterons (&3 A) 1le plus petit nombre de boules de rayon € permettant

de recouvrir A

N(Ee; 4) =inf{n ; 3X1,..., X Vxea, 33 “x-—xjns [

On eppells € ~entropie éde A 1o noobre

= Leg N(e s a).

s
N
(4]
we
Iy
~
1

- . \ a s . .
(devs noterns h(El), r(e} oaver? il n'y aura pac de confusicn a craindre).

L' € —entrceoie e A ewpiine la quantité d'information nécessaire pour

ddterriner un éléwent de E & £ pres, sachant a priori qu'il appartient & A
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(pour cet aspect de la question on pourra consulter, outre le petit ouvrage
classique de SHANNON [15], XOLIOGOROV [8]).

S5i maintenant E est un espace vectoriel, A et U deux sous-ensembles
de E, U disqué et absorbant A, on appelle E-entropie de A par rapport &
U et on note :

H(e; A, U) = Log (€3 4, U)
1' €-entropie de l'image de A dans EU (notation rappelée dans 1'exposé I,
paragraphe : l'espace normé associé & un ensemble disqué).

Pour obtenir des évaluations 4! £ —entropie il est commode d'introduire en

plus de N et H 1le nombre :

M(e) =m(e; &) = sup {m; 3x1,..., X v/ xjeA Y i,k

avec j #k H % —ka >C}
(1e nombre Log M(£) est appelé g -capacité).
On dispose alors des inégalités :
Mee)<n(e) < m(e).

Exemple 4. A est la boule unité d'un espace de Banach de dimension n,

on a alors :
elcn(e)g 2t e™
(considérer les volumes des boules de rayon € recouvrant A et ceux des boules

de rayon £/2 centrds en des points écartés de € ).

Exemple 5, Dans Bn soit

N

A= {(EV...,ﬁn) p Ll 1%
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n

A contient au moins &7 [] % points de la forme &£(v yreees "’n) (yj entier)
1
(considérer les volumes des cubes de cbté 2€  centrés aux points en question).

Dtou :
a.

-

n
M(e; a)> ™0 1 £ |
, K

Exemple 6. Dans un espace de Banach quelconque soient :zc1 geaey xn des
points tels gue la distance de X, au sous-espace engendré par {x1 reery X g }
soit au moins . soit A 1'enveloppe disquée de {x1,..., xn} o [n utili-
sant l'exemple précédent on retrouve la méme inégalité,

INBGALITHS LIANT LE n°™ DIAMMTRE ET L'€ -ENTROPIE. Soit A wn ensemble
précompact dans un espace normé. Il faut stattendre & ce que le nombre m tel
que d <€ pour n>m soit minoré par une expression dépendant de N(e ).
Mitiagin précise cette idée en utilisant 1l'exemple 4 ci-dessus. L'exemple 6 lui
donne une inégalité en sens inverse. Pour exprimer son résultat on introduit

les fonctions m et 1? que voici

[»

sup{n;

> t"}

> t“}

m(t)
£ (+)

PROPOSITION 2.

]
5

i

d
n
d
-
n

1/2¢€

I 2cnte) sn @ togls 26
0

Nous poserons

Log H( £)

€ -» 0
(et & 1'occasion nous utiliserons la notation ¢ (v, U) définie gréce & l'image

de V dans EU).
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COROLLAIRE 1. Si p est l'exposant de convergence de la suite (dn)

etsi o<1

P<p<y f(:

COROLLAIRE 2. Pour que E soit nucléaire, il est :

nécessaire que pour tout p >0 et tout voisinage de O disqué U on
puisse trouver un voisinage V de 0 tel que @(V, U)<p ;

suffisant que cette propriété soit vérifiée pour une certaine valeur
P, > 0.

Remarque 5. Pour ltellipsoide de l'exposé I, prop. 1, on a un résultat
plus précis que la proposition 2.

DIMENSION APPROCHéE. On appelle ainsi et on note Y(E) 1'ensemble des
fonctions ¢ définies sur les réels strictement positifs et y prenant leurs
valeurs qui possédent la propriété suivante : pour tout voisinage disqué U de

l'origine dans E, il existe un voisinage de l'origine V tel que

£ .
£-0 ¥
On voit que le critére de nucléarité peut se mettre sous la forme
exp( £7P) e Y(B) .

La définition de la dimension approchée utilisée & 1'origine par KOLMOGOROV
[10] [11] (qui considérait essenticllement des espaces de Fréchet) est légérement
différente. L'équivalence résulte de la proposition que voici (annoncée en par-
tie par ROLEWICZ [14] et en totalité par BESSAGA, PEXCZINSKI, ROLEWICZ [2]).

PROPOSITION 3. Si E est un espace de Fréchet ou du type (DF) (en par-

ticulier si c'est le dual d'un espace de Fréchet), chacune des trois conditions
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suivantes est équivalente & ey (B) :

a) Pour tout voisinage disqué U de O, il en existe un autre V +tel que

Y&>0 s
1im M.E!s_(lf;:_)_lfl=o .
£-0 wie

b) Pour tout voisinage disqué U de O et tout compact K, il existe

€, >0 tel que
Vege, Ne;x U)< ¥(e) .

¢) Pour tout borné A on peut trouver un borné disqué B tel que
£ .
1im m__.__A;lel _o .
£E50 4] ( £

b) est la condition utilisée & 1l'origine par Kclmogorov,

Les implications WeEW«— a), a) =>1b), ¢) =>b) sont faciles et
indépendantes de toute hypothése sur E.

Nous allons esquisser une démonstration du fait que la négation de a) entrai-
ne celle de b) dans le cas d'un espace métrisable.

On peut supposer ki) décroissante. En effet si on pose

b(e) = inf $(n) .

n<e
PeU = 4)*5{({} et ¢ et k})* vérifient b) simultanément.

On peut aussi supposer que E n'est pas de dimension finie et que Q)
majore toute puissance de € (pour € petit) car ce sera le cas si elle vérifie
b).

En utilisant la relation :

e d; wu)<N(S; v, U)N(e 5 W,V)

on montre que si Q) ne vérifie pas a) on peut trouver une suite fondamentale

5
Siw

I

ek}

«

~JES PURES
JUT FOURIER
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décroissante de voisinages de 1l'origine, (Un) tels que

Va>1 Tim MEiUn, Uy)

£-0 yp(e)

= <+ .

I1 existe donc une suite de nombres > 0 , €, tels que @

1
< - : :
Vn e < < et]ﬂsn,uh,UQ:anw(cn).
On remarque que
me, 50, 0)=me ;X ,0)
ol Kn est un sous-ensemble fini de Uh .

La réunion des ensembles Kn est relativement compacte (elle est formée

d'une suite tendant vers 0). Soit K = 2 UK . Ona:

Me s % 0) »Me K, U) 2nd(e )

C¢Qofcdo

Remarque 6. Des résultats analogues & la proposition 3 mais un peu
moins complets ont lieu pour la classe [ . Leur énoncé serait plus long que
le proposition 3 et sans doute fastidieux. (Signalons que l'énoncé de la propo=-
gition 9 de 1l'article de Mitiagin est & rectifier légérement et que d'autre part
un examen attentif des Studia lathematica ne nous a pas permis de trouver 1l'arti-

cle cité en référence).
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III. SUR LES BASES DE QUELQUES ESPACTS NUCLEAIRES

Nous appellerons simplement bage d'un E,L.C.I. une base de Schauder,

ctest-a-dire une suite (xk) telle que V x€E, il existe unc suite de

nombres (ck) unique vérifiant :

(o]
x‘éﬁ&ﬁ

(série convergente mais pas nécessairemcent sommable).

Dans un espace de Fréchet (et nous n'en étudierons gudre d'autre), il

existe alors une suite (xl'() du dual telle que

t = .
<xj, xk> Gj,k

woug allons donner d'abord quelques résultats spéciaux & l'espace ‘6

des fonctions indéfiniment dérivables sur R .

Rappelons d'abord 1'isomorphisme des quatre espaces que voici :

S

]

{ suites 3 décroissance rapide}

A

]

décroissance rapide}

{fonctions indéfiniment différentiables &

[-11] = {fonctions indéfiniment dérivables sur [-1 ,1]}
=1y

nulles en 1

% [-1 ’1 ] = {fcﬁctions (3 <g[

-1,1]
toutes leurs dérivées.}

(On a /f - s par lc développement en fonctions de Hermite,

par le développement cn polynomes de Tchebyshev,

A-o% T T par Yo Qo tg).
[‘_2'9'5]

et

-1 avec

["1,1]-08
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PROPOSITION 1., 1I1 existe un prolongement continu de ] 3 2 . Pour

{"1 a1
lc construire on applique unc construction particulidre, due & Paneakh, d'une
fonction ayant des dérivées données en un point. Cette construction permet de

prolonger les polyndmes de Tchebyshev de facon & conserver la convergence du

développement d'une fonction différcntiable.
. ‘ . . N
COROLLAIRE 1, cst isomorphe & s .

COROLLAIRE 2. %g posséde une base.
Mitiagin utilise le critére dc nucléarité que nous avons repporté dans

ltexposé€ I pour établir le résultat que voici :

PROPOSITION 2. Dans un espace de Fréchet nucléaire, toute base est absolue
(c'est-a-dire que le développement d'un vecteur selon la base est absolument

convergent).

COROLLAIRE 1. Soient E un espace de Fréchet nucléaire, (pn) une suite
croissante de semi-normes qui définit sa topologie, (Xk) une base de E.

Il y a isomorphisme entre E et l'espace échelonné
L (e )] = Ll (x)),]
(Par définition :
Ll = {20 5 Vo I p(e) [T, [< o}

1'isomorphisme entre L1 et L2 défini au début de l'exposé II résulte de

la nucléarité).
COROLLAIRE 2, Tout espace de Fréchet nucléairc muni d'une base est isomorphe
4 un sous-espace de ﬁg . (I1 se déduit du précédent grice & GROTHENDIECK [6]

ch.II, p.67 et 68).
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Ces résultats soulignent 1'intérét de la question suivante (classique pour

les espaces de Banach séparables) :

Tout espace de Fréchet nucléaire posséde-t-il une base ?

Une réponse positive entrainerait en particulier que tout espace nucléaire
est un sous-espace d'un produit sI ou encore %31. (GROTHENDIECK l.c. ot
p.136, "probléme de décroissance rapide").

Nous allons encore signaler un résultat assez spécial, en raison de la

difficulté qu'il présente. Mitiagin appelle centre d'unc échelle de Riesz

nucléaire un espace L1(a(n)) lorsque

(n) Mn
& = by

olt kLn est une suite strictement croissante et si  lim kin =+, d&>0

)3 p;u~< ® ;
si lim&ln-< 0, Vx>0
Zb;°(<co .
(Les raisons de cette appellation un peu compliquée sont développées longuement
mais nous n'avons pas besoin de les connaiftre). Notons que la plupart des
espaces dc Fréchet les plus usuels en analyse sont de ce type.
Soient (Xk) et (yk) deux bases d'un espacc E. On dit qu'elles
sont équivalentes si l'application X - Yy se prolonge en un isomorphisme

de E sur lui-méme. On dit qu'clles sont guasi-éguivalentes si on peut les

rendrec équivalentes en faisant subir & l'une d'cntre clles les deux opérations
suivantes : permutation des éléments et produit de chacun d'eux par un

scalaire non nul.
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PROPOSITION 3. Dans le centrc d'une échelle de Ricsz nucléaire deux bases
quelconques sont quasi~équivalentes.

La démonstration consiste en quinzc pages d'inégalités. Il nc m'est pas
possible d'en dégager les points cssentiecls, je me contenterai d'indiquer que
toutes les hypothdses sont utilisées de fagon répétée (précisons & tout hasard

que la fagon de rédiger de Mitiagin n'est pas on cause).

Additifs et rectifications

Pour 1l'czposé I, on trouvera unc démonstration du lemme 1 dans
TIKHOMIROV [17]. Cet article (plus accessible que le mémoire de Krasnoselski,
Krein ot Milmen !) contient plusicurs évaluations précises de néme diameétre,

Pour 1ltexposé II. En vertu de la structure des espaces nucléaires et de
la proposition 1 de l'exposé I, si E est nucléaire, ('yn) e ["(E) équivaut
3 la propriété suivante :

Pour toute forme gquadratique positive continue Q sur E, on peut en

trouver une autre R telle qu'en posant

U={x; ax,x) <1},

V={X;R(X,x)$1} R

TEV U soit une application compacte ct cn appelant (}\n) la suite de ses
H

valeurs propres rangées par ordre décroissant

n - 00

Ainsi la classification des espaccs nucléaires définie par ", coincide

avec celle qui est suggérée par GROTHENDIECK [6], ch.II p.64.
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La proposition 3 cst en défaut si E est de dimension finie c¢t la

proposition 2 suppose A disqué.
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