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Séminaire CARTAN-SCHWARTZ 23~-01
l6e annéde, 1963/64, n° 23
8 et 15 juin 1964
INVARIANCE PAR COBORDISME DE L!'INDICE ANALYTIQUE

par Gérard SCHIFFMANN

Soit X une variété différentiable réelle, sans bord, compacte, orientée et de
dimension paire. Avec les notations des exposés précédents, on sait que ltindice

analytique est une application ia :
it K(BE® ,5(0) 02 -0 .

D'autre part, K(B(X) , S(X)) © Q est un module libre sur K(X) @ Q , et on a
exhibé un générateur canonique. On peut donc considérer 1'indice analytique comme
une application’ ja :

ja : K(X) Q@ - Q .
Soit V un fibré vectoriel complexe sur X ; il définit un élément de K(X) o Q ,
et on notera y(X , V) 1la valeur de j, sur cet élément.

Rappelons que, par définition, (X , V) est un bord, s'il existe un couple
(Y, W , Y variété différentiable réelle, .4 bord, compacte, orientée, W fibré
vectoriel complexe sur Y , tel que X soit le bord de Y et V 1la restriction
de W a X. '

Le but de cet exposé est d'établir le résultat suivant :

L]
THEOREME, - Si (X , V) est un bord, alors y(X , V) = O .

1. Définition des ppérateurs D_ .et D .

On va définir un opéreteur différentiel elliptique dont 1'indice analytique sera
égala y(X,V) .

lel. Quelques calculs ponctmels. - Soit E un espace vectoriel réel, de di-

mension finie n , orienté et muni d'une structure euclidienne. Le produit scalaire
sera noté : (. , ¢) . Ce produit scalaire se prolonge & 1l'algdbre extérieure AE,
et on 1'étend C-lindairement & Ny E , complexifiée de AE ; sur Ay E , on dé-
finit une structure hermitienne complexe & 1'aide du produit scalaire hermitien

(o l ') défini par
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o est 1'application linéaire de AC E dans elle-mfme, définie & partir de

1'opérateur % de de Rham par les formules :

splprl)—r

Inge
aElAEE ] 3P(ptl)r-1

si n=2r .
si n=2r +1,

Cet opérateur a pour carré 1'identité, ce qui donne une décomposition 3

C C C

~

AE=ANE@A E.

Le produit intérieur droit L est défini par
(aLb|c)=(a]bac).
Si & est un é1lément de EQ =E ®E C , on pose
ua(a) =EAna+aLf.

ug est une application lindaire de As E dans elle-méme et elle dépend (C-liné-

airement de £ .

LEMME,

1° Soit € 9 €5 5 eee 5 € UNS base orthonormale orientée de E .

-S1 n est pair, n=2r,

=T
= 1 u u ese U .
% e, %, Tt Ve,
-Si n est impair, n=2r + 1,
+i"r"l U U ees U pour les éléments de degré pair.
e, © e
% = PR :
. ™ "l r » ’ . .
-7 Y u ... uw pour les éléments de degré impair.
e € e,

20 81 & appartient a EC ’ ug

3° Si g et n appartiennent & E, et si (§, n) =0, alors ue U= Y, e

~

est 1'homothétie de rapport (& , &) .

4° Si & appartient a EC ’ ua et uE sont adjointse

50 S8i & appartient a EQ’ quEz-aEua.

La démonstration est laissée au lecteur. Remarquons d'ailleurs que ces calculs,
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ainsi que ceux qui suivent, sont en fait des calculs d'algdbre de Clifford. 5° en-
trafne que u_, échange les sous-espaces propres de ap « On notera ug (resp.

- 2 e L -

1.1‘i ) la restriction de ug & AQ E (resp. /\g E).

1.2, Définition de Dy « = Solent X wune variété différentiable réelle, sans

bord, compacte, orientée et V un fibré vectoriel complexe sur X . On munit X
d'une structure riemsnnienne,et, en tout point x de X , on applique l.l avec
E = T;(X) » espace cotangent & X au point x . On obtient ainsi une décomposition:

Ay ™@ @V = (/%“ ™X) o V) @ (g ™@) o V) .

~

Dc> est 1'un quelconque des opérateurs différentiels :

D, : @(/EMT*(X) o) »olfg ' 8 V) ,
dont le symbole est
%O(XE &) =ug®1 ’

o I est l'application identique de VX .

Eis

D0 est un opérateur elliptique (1.1, lemme 2) du premier ordre, et on sait,d’'a=
prés les exposés 16 et 17, que 1'indice analytique de D est y(X , V) . Suppo-
sons de plus X de dimension paire, on doit montrer que l'indice analytique de
D, est nul chaque fois que (X , V) est un bord. On va utiliser cette dernidre
hypothése pour remplacer D, par un autre opérateur elliptique ﬁ; ayant mfme in-
dice.

le3e D'autres calculs ponctuels. = On reprend la ‘situation de lel en supposant
de plus E de dimension impaire 2r + ' . Soient F wun sous~espace vectoriel de
E , de codimension 1 et v un vecteur unitaire orthogonal & F ; F est muni de
la structure euclidienne induite, et on 1'oriente de la maniire suivante : Si
(= v) 281 9 8y seey ey est une base orthonormale orientée de E , alors
€1 9 €5 5 eee S est une base orthonormale orientée de F , (orientation "bord",
vV normale intérieure). On considére Ay T comme plongée dans ANE

501t £ un élément de Fb = F &g C 5 il définit deux applications :

~

ul,i : AC F - AC F,

~ ~

s A .
uz’a CEQAQE

~

I1 est immédiat que la restriction de u, £ a AC F est u; £ 3 par la suite,
5 ~ ’
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aucune confusion n'étant & craindre, on supprimera les indices 1 et 2.

D'autre part, o est une application linéaire de /\C F sur elle-mfme, On va

la prolonger a /\C E . Pour cela remarquons que, d'aprés la premidre partie du
lemme de l.1, -
- pour les éléments de degré pair ;

+ pour les éléments de degré impair.

anziuvaElf\CF {

On définit donc un prolongement aF de ap a Ay E en posant :

- pour les éléments de degré pair ;

&F_+iquLE

+ pour les éléments de degré impair.
Remarquons que '&ZF ne change pas la parité, mais que ap la change.

Soit A(C) E la sous-algebre de A E , formée des éléments de degré pair.

o~

Définition. - Soit f 1'application lindaire de I\C F dans AS E définie par:

o~ ~~

Q

a si a est de degré pair ;
f(a) =
a AV si a est de degré impair.
I1 est clair que f est une bijection. On va transporter par f les différents

opérateurs définis sur A, F .

g
Transportons ap 3 il faut ealculer f o ag © f7° 5 on trouve :
foa,of =y
(XF = aFiAéE .

~0 . . . . 4
On notera Ap cette restriction ; son carré est 1l'identité, de sorte qu'on a une
décomposition

/\0 - O+ O
cE=AEeA E.

~ ~ ~

Transportons Ve § appartenant & F, ; il faut calculer f o o £t ; soit

a un élément de degré pair de A, E ef b un élément de degré impair, on trouve:

C

-

-1
fouaof (a+bav) =u uv(a+va) .

g

Ce changement de b AV en v Ab étant glnant pour la suite, on 1'élimine de la
maniére suivante @
Soit € 1'application lindaire de /\8 E sur elle-mfme définie par

e(fa+bAav)=a+Vvab.
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C'est une bijection, ayant pour carré 1l'identité, et qui commute avec &g R

~ -l
Définition. - ua =fo ua o f o &,

On a donc :
¢

ﬁé permute les sous-espaces propres de aF On notera ua (resp. GE ) la res-
triction de u AC "B (resp. AC B ).

le4. Définition de ﬁg « = Soit X (resp. Y ) une variété différentiable

réelle, sans bord (resp. avec bord), compacte, orientée, de dimension paire (resp.
impaire) 2r (resp. 2r + 1 ). Soit V (resp. W ) un fibré vectoriel complexe
sur X (respe Y ). On suppose de plus que X est le bord de Y, et V la res-
trictionde W a X.

On mmnit Y d'une structure riemsnnienne, et X de la structure induite. On
identifie le fibré tangent avec le fibré cotangent.

En tout point x de X , on peut appliquer les résultats de l.3 avec : E::Ti(Y),
espace cotangent & Y au point x, F = T;(X) , espace cotangent & X au point

X et en prenant pour v la normale intérieure.
On obtient ainsi :
- un isomorphisme : Ag T*(X) @V - Ag T*(Y)lX eV,

0+*

- une décomposition Ag T*(Y)|X eV = (A (Y)lX oV) & (AC_ T*(Y)IX oV) .

Par définition, ﬁg sera 1'un quelconque des opérateurs différentiels

= Ut ¥ O= .k
D, : (" T (D eW) ~0(" T (M) |y00)

dont le symbole est

. o~
50 est un opérateur différentiel elliptique du premier ordre et son indice est

égal & 1'indice de Do car 1l'introduction de € ne modifie pas 1l'indice.

I1 faut montrer que 1l'indice de D est nul. On va définir deux problémes aux
limites elllpthues sur Y . On montrern que 1'1ndlce de D est égal & la diffé-
rence des indices de ces deux problémes, et enfin on etabllra que ces deux problé-

mes sont d'indice nul ce qui achévera la démonstration.
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2. Définition des probldmes aux limites (L , B) et (L, B7) .

La définition générale des problemes aux limites elliptiques est supposée connue.

2.1, Définition de L « - On conserve les notations du § 1 ; en particulier,

si y est un point de Y , on peut appliquer l.l avec E = ™(1) . Soient.Ag T;(Y)

l'espace vectoriel des éléments d'ordre pair de AC T;(Y) et Ag ™(¥) 1le Fibré

correspondant.
L est l'un quelconque des opérateurs différentiels :

L: 0(g T (W e W) ~0( T o W)

~~

dont le symbole est
. o)
aL(y y &) = -1 uy o © Iy ’

ol qg est la restriction de o a Ag T;(Y) et ou Iy est 1'application iden-—

tique‘de wy .« L est un opérateur différentiel du premier ordre elliptique ( u
est bijectif pour & réel non nul). Son symbole posséde au bord certaines proprié-
tés remarquaebles : soit x un point de X ; utilisons les notations de 1.3 et de
le4 (E = f;(Y) , F= Ti(X) et v normale intérieure au point x ). On a

q (x, V) = -1 u,, qg = aﬁ .
La décomposition de ﬁg Eeg VX est donc 1la décomposition en les deux sous-espaces

propres de OL(X s V) o D'autre part; soit n un vecteur cotangent & X au point
X e

~

s o _ _ . o _
GL(X y ) = -1 U 9p = -iuou u, dp=uou, o
I1 en résulte que

a (x , n)lﬁgiﬂ5vx = * uﬁ uvIAS#EsVX .

L, e +
En désignant par OL(X ’ n)i les restrictions de OL(X , M 2 Ag” E @'Vx , On
a donc ' -
+
qx,n)" =0y (x,n) .
o

Par ailleurs, mumnissons W d'une structure hermitienne quelconque. I1 est facile
de voir que le symbole de L est auto-adjoint.
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+
2.2. Définition de B~ « - En tout point x de X , on a une décomposition

0 ¥ O+ p¥ o-
A T eV, = (" (M eV) e (i T eV) .
X
Soient B les deux projections correspondantes.

Si f est une section de A 7 (Y) @ W, définissons le par le(xO B~ (f(xﬂ)

+
B~ sont les deux operateurs différentiels d'ordre O définis par B~ (f) = f|X

+
2¢3. Ellipticité d¢ (L , B7) . - On sait déjd que L est elliptique. Il res-
te & vérifier la condition au bord. Soient toujours x un point de X et n un

vecteur cotangent & X au point x ; supposons de plus n de longueur 1 « Con-

sidérons le systéme différentiel & coefficients constants

(x5n+ppmg) f®) =0, 30,
. v d _ of %
O'B(X s+ ma—_g) f(O) = a, a € Ag TX(Y) @Vx ’

. . . * cp
f étant une application de R% dans Ag TX(Y) @'VX . La condition au bord est la

suivante ¢ "Quel que soit a le systéme précédent admet une solution tempérée et
“une seule". En utilisant la théorie classique des systémes différentiels, cette
condition peut s'exprimer algébriquement ; considérons les nombres complexes A
tels que

Det o (x5 n+ M) =
L étant elliptique, ils ne sont pas réels et, en séparant les A & partie imagi-
naire positive des A & partie imaginaire négative, on obtient, & partir de la
décomposition ‘de Jordan, une décomposition
°7*(Y) oV =M @ M
& tx x n  n°
La décomposition devient

+ X
Mn N Ker Bx = (0) .

Vérifions cette condition. Les A sont solutions de
Dot (- 1 ® IQ

En fait, on doit avoir

Det u

n+7\v:Oo



2308

Or “f?%v est la multiplication par (n + Av , n + AV) , et comme n et v sont
de longueur 1 , on en déduit que A = =i ., Par ailleurs, on vérifie qu'on est
dans le cas diagonalisable, c'est-a-dire que

Nfé:KerdL(x;niiv) .
+
Soit a un élément de M:]' n Ker B;c . On a
cL(x 3N + v)a = cL(x sn)a + i oL(x $vla=0,

ou encore
oL(x;n)az—ioL(x;v)a-:Iia.

+

Le noyau de B;c étant A

C
o, (x 3 n) opere de INCE (Y) @ V. dans ol ™W oV .
LV C "x X Ag X bd

* T:;(Y) ® V_, on en déduit que a =0, puisque que

+ ~
3+ Reletions entre les indices de (L , B7) et de D,
Pour simplifier les notations, on posera désormais

—G:AST*(Y)QW,

+ +
x ox _x
Les autres notations soht conservéesf

v £ s s
3+l Application des résultats d'AGRONOVIC et DYNIN. - (L , BT) définissent
des applications :

t £
L,B): 0 -6 @@(G'X) .

+
Ces problémes étent elliptiques, ces applications ont des indices notds ia(L sB7) e
On va montrer que

-1 (0) =1, 8) - 1,@, B) .

Pour tout couple (x »M) » X point de X et n vecteur cotangent & X au point
X de longueur 1 , posons :

0(x,q):(B_+)o (B .
T
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La condition d'ellipticité montre que cette expression a un sens et définit une
bijection de G; sur G; . De plus, o(x ,n) dépend différentiablement de (x ,n) .

Soit S 1'un quelconque des opérateurs de Caldéron-Zygmund :
+ -
S s @(G!X) “"D(Glx)
dtordre 0 et dont le symbole est

S est elliptique, donc a un indice analytique qu'on notera ia(S) « Le théoréme 2
de [1] affirme que

-3, =1,0@,8) -1@,B).

Principe de la démonstration. - Considérons le probléme aux limites :

(L,sB) : 0 -»o() e@((}"_x) .

Ce n'est pas un probléme aux limites au sens usuel puisque la condition au bord
n'est pas un opérateur différentiel. AGRONOVIC ot DYNIN considérent des problémes
aux limites du type (d , b) , ou d est un opérateur différentiel, mais oh la
condition au bord b est un"opérateur différentiel & coefficients opérateurs de
Caldéron~Zygmund sur le bord" (un tel opérateur se définit localement de maniére
évidente et le théoréme d'invariance par difféomorphisme permet de le définir glo-
balement) s Pour de tels problémes, la condition d'ellipticité garde un sems, et
AGRONOVfé et DININ montrent que la théorie classique des problémes aux limites el=-
liptiques reste velable. En particulier, il y a encore un indice analytique qui ne

dépend que du symbole et qui est invariant par homotopie sur ce dernier.
Dans notre cas, posous
Pu=(L,(1-u)SB++uB"), ue [0, 1] .

La condition d'ellipticité est

+ +

1v§1 N Ker ((1 - w) os(x , n)BX + uB;) = (0) .
Elle est trivialement satisfaite. On a donc

la(Po) = 1a(Pl) .

Comme ia(L R sB%) = ia(L , B") + ia(S) s on en déduit la relation cherchée. Pour

terminer, il faut montrer que S et Bo ont mfme indice.
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Calculons os(x s M) o Soit m un élément de M:]' ; m se décompose: m=I + I .
Par définition de M' ,

OL(x,n +iV)m=20.

En projetant sur G;c , on en tire

m =-ioL(x,r1)m+.

og(x yn) = =1 g (x,n)" =-1ioy (x,n) hsn) =1) o
[e]

L'indice ne dépend pas de l'ordre, et la multiplication par - i ne le change pas,

donc

[

) =1,@) .

3¢2. Variantes - En suivant une suggestion 4'ATIYAH, on va établir, sans uti-

‘liser les opérateurs de Caldéron-Zygmund, la relation

. (R . +
la(Do) =~-2 1a(L s BY)

Composition des problémes aux limites elliptiques. - Soient

(d 5 By) 2 0E) ~0(F) @0(G)
(dy » By) 3 O(F) »0(F,) @ 0(G)

deux problémes aux limites elliptiques (E, , Py F, fibrés sur Y, G, et G,
fibrés sur X ). On leur associe le problime aux limites, avec deux conditions au
bord,

(d2 ’ b2) (@ 5 b)) = (d2 d; , by @b, dl) 2 @(El) —>®(F2) ® ((D(Gl) @(D(GZ)) .

I1 est immédiat (car on a une composition de 2 opérateurs) que ce probléme est el-
liptique et que son indice est la somme des indices de (@ » bl) et de (d2 ’ bz)”
Dans notre cas, formons le probléme
@, 8w, "=, D B @3 1) : 0(0) »0(Q) @@(GIX) ®0 (] -
. On va montrer que son indice est nul, ce qui établira la relation annoncée. Posons
b-—D B" @ B L ; son gymbole est :

cb(x 3N o+ Av) = oL(x 3 n)B;@ (B:C cL(x ) o+ A B;)

La condition d'elliptiecité est que la matrice
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i1y op(x 5 M7~
opx 3 )" 0

soit non singulisére, ce qui est bien le cas. Modifions les conditions au bord b
en introduisant, pour tout u appertenant & [0 , 1] , des conditions au bord b,
telles que

+ + +
obu(x sn + M) =0 (x3n)B e (B op(xsn) +AuB) .

Les problémes (L2 s bu) sont elliptiques de sorte que, par homotopie, on est ra-

mené & démontrer que (L2 ’ bo) est d'indice nul. Or, b0 peut &tre considéré
comme un opérateur différentiel elliptique unique opérant de ® (G X) dans lui-mfme
et de plus le probléme (L2 , I) , I étant la restriction 8 X , est elliptique.

I1 résulte trivialement de la définition de 1'indice que

2 2

1,0%,p) =1, @, I) « ia(bo) .

I1 suffit donc de démontrer que

ia(LZ ’ I =1 (bo) =0,

a

ce qui sera fait dens le paragraphe suivant.

4+ Nullité des indices de (L , BY) 2,1 .

, b, etde (L

40le La formule de Green. — Pour simplifier, on se limite au cas dont nous

avons besoin, clest-a-dire & celui d'une variété Y , compacte, orientée, rieman—
nienne de bord X . Soit Wy (respe Wy ) 1'élément de volume canonique de Y
(respe de X )

Soient E un fibré vectoriel complexe sur Y et E' son fibré duale ®'(E) est
le dual fort de OZ)(E*) , et on sait que ®(E) se plonge canoniquement dans @ '(E) .

Soient de m8me F un second fibré vectoriel complexe sur Y et d un opérateur
différentiel :

d: 0E) -0 .

On peut considérer que d opére de ®(E) dans ©'(F) et, en transposant, on ob-
tient un opérateur dJ6

at: 0@ oo @) .
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Si le bord de Y est non vide, dt n'est pas, en général, un opérateur différen~
tiel. En fait, si g est une section de F ’ a® g est la somme d'une fonction,
c'est-d-dire d'une section de E , et d'une distribution de support le bord de Y.

D'une maniére plus précise :

LEMME. Il existe un opérateur différentiel et un seul d# .

a* 0(F") - 0EY

tel que ¢ quelle que soit la section f de E et guelle que soit la section g

de F', a support ¢ ¥ - X, la forme différentielle (af , g) - (f s & ay
ait une intégrale nulle. De plus, d" est de mfme ordre que d et son symbole
est le transformé par & - - £ du transposé du symbole de d .

Le lemme s'établit en localisant et en "intégrant par parties". Si on suppose de
plus E et F hermitiens, ces résultats se formulent comme suit 3

I1 existe un opérateur différentiel unique d* tel que, pour toute section f
de E et toute section g de F & support dans Y - X, ((df]g - (f|a* g))wY
ait une intégrale nulle. Le symbole de d* est 1'adjoint du symbole de d . On dit
que d* est 1'adjoint formel de d . Par ailleurs, si E = F , et si le symbole de
d est auto-adjoint, on peut, en modifiant les termes d'ordre inférieur, supposer
que d = d* (opérateur auto-adjoint). Dans le cas général, en intégrant, on ob-

tient une formule du type

*
/ytatlQuy - [ (2]a Quy =y een (formale de Green).
La forme de 1'intégrale au second membre dépend du degré de 4 .

+
4e24 ia(L s BT) = 0.+ = Tous calculs faits, la formule de Green de L s'éerit
1
Jz]guy - [y (eligug = 5z [i(a (x5 ) £ |g@) w ()

en ayant, au besoin, modifié L pour que L = L* s ce qui ne change pas le symbole.
Cette formule peut stéerire :

/ysgu - Jy(elLg uy = T?%L?f/X(fTX - fxlgpuy -

+
11 faut montrer que les applications : f .o(Lf ’ f"'x) sont d'indice nul. Soit
f un élément du noyau ; la formule de Green se réduit 3

[yt uy = 5=/ fTXIgIX) o
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En prenant g = f , on en déduit , en remarquant que (G;hg? =0, que

:O}c

Ker (L , BY) = Ker(L , B") ={f 3 LfE =0 et f
’ ’ lX

Pour déterminer la dimension du conoyeu, on va chercher 1'orthogonal de 1l'image.
Nous admettrons d'autre part qu'ici (comme dans le cas des variétés compactes sans
bord) 1l'orthogonal de Im(L , Bi) (qui est a priori dans @' ) est en fait dans
® « Clest vrai pour tous les problémes aux limites elliptiques. Un couple (g ,8)
g secEion C® de G et a section C° de G-i"X s est orthogonal & 1'image de
(L , B7) si, quelle que soit la seection f de G @

Syl uy + /X(flxga)wX =0.
En utilisant la formule de Green, il vient :
1 + - + -
/Y(fILg)wY + ?ﬁ/x(f]x - fIXIgIX)wX + /X(f!X + leIa)wX =0.

En prenant f telle que ¢ supp(f) € Y - X, on en déduit que Lg = 0 . Pour tout

f , on adonc :

g+ + - A -
/X(fTXlé':lL% + a )wX :/X(f‘xlé-gf -3 )wX =0,

. +
puisque le et fIX »
T

- +
Comme a™ est nul par hypothése, ceci entrafne que g*k est nul, donc que gTX

sont arbitraires.

est nul et finalement que a = gIX = 0 + L'orthogonal de 1l'image coincidant avec

+
le noyau, les deux indices ia(L , BT) sont nuls.

430 i (b) =1 (1%, 1) = 0. -Ce qui a ét& fait jusqu's maintenant donme
une démonstration compléte du théoréme énoncé dans 1'introduction. Néanmoins, si
on veut avoir une démonstration indépendante des résultats de [1], il faut, d'aprés
3.2, montrer que ia(bo) et :'La(L2 , I) sont nuls (les notations sont celles de
3¢2)

Pour b. s 11 suffit de remarquer que son symbole est auto-adjoint, donc on sait
déja, X étant sens bord, que son indice est nul.

Pour (L2

symbole est la multiplication par le carré de la norme du vecteur cotangent consi-

s I) , remarquons que L2 est le "laplacien", clest-a-dire que son

déré. (L2 s I) est donc le probléme de Dirichlet classique, et il est bien connu

que son indice est nul : c'est encore une conséquence de la formule de Green ([2]
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page 264). (En fait, on sait mfme dans ce cas que le noyau et le conoyau sontnuls,

si la variété est comnexe compacte et de bord non vides)
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