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1ES ISOMORPHISMES DE CHERN ET DE THOM-GYSIN EN K-THEORTE

par Max KAROUBI

1. Généralités sur les foncteurs semi-exacts.

On se place dans la catégorie des espaces compacts, les morphismes étant les

classes d'homotopie d'applications continues. Un foncteur contravarisnt t de

cette catégorie dans la catégorie des groupes abéliens est semi-exact si, pour
toute suite d'espaces
i p
A——>X —> X/A

(o A est un sous-espace fermé d'un espace compact X , i désigne 1'inclusion,
et p désigne l'applicetion canonique de X sur son quotient obtenu en identi-
fiant en un point a tous les points de A ), la suite.correspondante

s )
$(X/8) ——> t(X) —> t(4)

est une suite exacte de groupes abéliens. On convient que, dans le cas ou le sous-

espace A est vide, X/A est la somme topologique de X et d'un point.

On définirait de mAme un foncteur coveriant semi-exact.

Exemples.
10 Le foncteur K(X) , conoyau de 1l'application canonique Z - K(X) (cf. [2],

§ 2) est semi-exact ; en effet, on a le diagramme commutatif

K(1)
KX , &) —> K(X) —> K(8)

e P e w
R(X/h) — K(X) —> K(8) .

oh la premidre suite horizontale est exacte ([2], théoréme 2), et od p et vy

sont les epplications canoniques, de noyau 2 , « étant le composé des isomor-

phismes
K(X , A) —> K(X/A , 8) ~ K(X/8)

(cf. [2], théoréme 3). Il en résulte bien que la deuxidme suite horizontale est

exacte.
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Observons que ‘ff(X) est bien un foncteur, puisque deux applications homotopes
X » Y définissent le mfme homomorphisme K(Y) - K(X) .

2° Le foncteur ‘K(X) ® Q est aussi un foncteur semi-exact, puisque la tensori-

sation par Q est un foncteur exact dans la catégorie des groupes abéliens.

3° Le foncteur N (X) (cohomologie de Gech & coefficients dans Z , "réduite"
en dimension 0 : H°(X) = H°(X) powr n>0, H°(X) est le conoyau de
Z - H° (X) ) est un foncteur semi-exact. Cela résulte aussitét de la suite exacte
de cohomologie, et du fait que H* (x, ) - H* (X/A ’ a) est un isomorphisme en
cohomologie de Eech, lorsque X est un espace compact et A un sous-espace fermé.

4° Le foncteur N (X) @ Q et le foncteur B Q) sont semi-exacts.

PROPOSITION 1.1, - Soit t un foncteur semi-exact. Si X est un espace ponc-

3

tuel, t(X) =0 .81 X et Y sont deux espaces a point-base, 1'homomorphisme

naturel
BV Y - 5 v (1)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Si X est ponctuel, prenons A = X j alors X/A est ponctuel,

et on a une suite exacte
t (point) - t(point) - t(point)

ot les deux applications sont 1'application identique ; il en résulte bien que

t(point) = O . Soient maintenant X et Y deux espaces & point-base X , Tesp.
Y, 3 le "wedge" XV Y est le quotient de la somme topologique de X et Y ob-
tenu par identificetion des points X et Yy 3 il s'identifie au sous-espace du
produit X x ¥ formé des couples (x , y) tels que x = X, o4 y=7, . L'in-

jection canonique

i: X->XvY (resp. j: Y->Xv YY)
définit

t(Xv Y) »t(X) (resp. t(Xv 1) > t(¥) ),

d'od 1'homomorphisme de 1'énoncé. Soient p et q les projections canoniques de
XvY sur X et Y respectivement ; puisque po i = idX et qo jJ = idY ’
dans la suite exacte '

t(q) (1) .
(1) —> tEv ) — t(X)
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t(q) est une injection, (i) une surjection, et la suite se scinde.
C. Qo Fo Do

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1. - Soient + et t' deux foncteurs contravariants, semi-exacts,

sur la catégorie des espaces compacts et des classes d'applications continues.

Soit ¢ ¢ t - t' un morphisme de foncteurs. Siy pour toute sphére st (y comm

pris la sphére vide s~ )s

e(s™ = (8" - v (sh

est un isomorphisme, alors

e(X) : t(X) - (%)

est un isomorphisme chaque fois que X est un polygdre fini.

Pour le prouver, on va utiliser la "suite de Puppe" : soient X et Y deux
espaces topologiques (quelconques), et soit f : X - Y une application continue.
La suite de Puppe attachée & f est la suite d'espaces et d'applications continues

£ i(f) J(£) S(f)
P(£) X Y —> C(f) —> S(X) —> S(¥)

définie comme suit. Soit M(f) 1le "mapping cylinder" de f , quotient de la som-
m (XxI) uY (o0 I=[0, 1]) par la relation d'équivalence qui identifie
(x,0 a f(X) e Y; on identifie X & un sous-espace de M(f) , par l'applica-
tion x- (x, 1) , et Y & un sous-espace de M(f) , en associant & chaque

ye Y laclasse de y dans M(f) . L'injection Y - M(f) est une équivalence
d'thomotopie, parce que M(f) se rétracte par déformation sur son sous-espace Y .
On a d'ailleurs une projection p : M(f) -» ¥ , déduite par passage au quotient de
ltapplication (X x I) uY > ¥ qui est 1'identitéd sur Y et envoie (x, %) en
f(x) « La composée de ltinjection X » M(f) et de p: M(f) » Y est précisément
f « On pose :

c(f) = M(£) /X,

1l'application i(f) de la suite P(f) est composéde de 1'injection canonique

Y » M(f) et de la projection M(f) -» M(f)/X ; i(f) permet d'identifier Y 2
un sous-espace de C(f) . Alors le quotient C(f)/Y s'identifie au quotient de
X x I par la relation d'équivalence qui identifie entre eux tous les points de
X x {0} et identifie entre eux tous les points de X x {1} ; ce quotient est la
suspension S(X) [On notera que la suspension S(f) de 1l'espace vide est la
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sphere S° J. L'application j(f) de la suite P(f) est, par définition, 1'ap-
plication canonique de C(f) sur son quotient C(£)/Y . Enfin, il est clair qu'une
application continue f : X » Y induit une application continue S(f) ¢ S(X) - s(¥)

(1a suspension est un foncteur covariant).
La suite de Puppe P(f) est ainsi entierement définie.

Lorsque Y =X , f étant 1'identité, C(f) est le c8ne C(X) (quotient de
X x I par la relation d'équivalence qui identifie tous les points de X x {1},
et i(f) permet d'identifier X & un sous-espace de C(X) , en identifiant x € X

4 la classe de (x , O) .

PROPOSITION 1.2. - Lorsque f : X » Y est une application continue d'espaces

compacts, et que t est un foncteur contravariant semi-exact, la suite associde

& la suite de Puppe

+(S(Y)) - t(S(X)) - t(C(f)) - t(Y) - t(X)

est une suite exacte (dans le cas d'un foncteur covarisnt, renverser le sens des
fléches) .

Démonstration. - On va raisonner par exemple dans le cas d'un foncteur contra-

variant.

f i(f)
(1) Exactitude pour X > Y C(f) « - On factorise cette suite 3

P i(f)
X —— M(f) > Y —= C(f) ,

on observe que p est une équivalence d'homotopie, et que
£(C(£)) » +(M(£)) » t(X)

est une suite exacte, per définition d'un foncteur semi-exact.

i(f) i (f)
() Exactitude pour Y —> C(f) —> S(X) . - Elle résulte de la définition

d'un foncteur semi-exact, puisque S(X) s'identifie au quotient C(£)/Y .

j(£) c(£)
(3) Exactitude pour C(f) —> S(X) —= S(¥) . - Introduisons l'espace auxi-

liaire (C(X) u C(Y))/T , quotient de la somme topologique C(X) v C(Y) des cBnes
de X etde Y, par la relation d'équivalence T qui identifie (x, 0) et

(f(x) , 0) pour chaque x € X . Considérons les applications

C(£) —L (c(x uc(Y)')/T-—L s(Y) ,
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o u est le plongement induit par 1l'application d'inclusion
CE uY-c@X uc(y

(qui envoie ye Y sur la classe de (y , 0) ) 3 le quotient de (C(X) u C(V))/T
par 1l'image de u s'identifie visiblement & S(Y) , et v est ltapplication de
(c(X) uc(Y))/T sur son quotient. Puisque le foncteur t est semi-exact, la suite

T (v) & (u)
£(S(Y) — t((C(X) uC(M))/T) —> t(c(£))

est exacte. De 13 on va déduire l'exactitude de la suite

t(s(£)) (3 ()
t(8(D) ———> (X)) — t(c() .

Pour cela, considérons 1'application A : (C(X) u C(Y))/T - S(X) qui se réduit,
sur C(X) , & l'application canonique C(X) -» S(X) , et envoie C(¥) dans la clasge
de X x {0} . Il est immédiat que l'application composée

A
) —s (X v C(1)/T —> S

est 1'application j(f) de la suite P(f) . On va voir que A est une‘équiva—

lence d'homotopie, et que 1l'application composée

A s(f)
c® vecM)/T —> SX) —> (V)

est égale & la composée de v et de l'automorphisme involutif de S(Y) (celui
qui change la classe de (y , t) dans celle d¢ (y , 1 - t) ). Pour cela, intro-
duisons 1l'application

hr 8() 5 (M uo()/T

qui envoie la classe de (x , t) auns celle de (f(x) , 1 -2t) pour 0Kt 1/2
et dans celle de (x , 2t = 1) pour 1/2 ¢t 1 . Le lecteur vérifiera sans peine
que Ao p et po A sont homotopes & 1'identité, et que l'application composée

S 4> (C) U CD)/T —s S(1)

est égale 4 la composée de S(f) et de 1l'involution de S(Y) . Ceci achéve la dé-
-monstration de la proposition 1.2.

Démonstration du théordme 1. - On va, en fait, prouver un peu plus : on montre-

ra que, sous les hypoth&ses du théordme 1, o9(X) : t(X) » +'(X) est un isomor-
phisme chaque fois que 1l'espace X appartient & une classe plus vaste que celle

des polyedres finis, & savoir celle des CW-complexes finis.
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On appelle CW-complexe fini un espace topologique X tel qu'il existe une

suite de sous-espaces fermés

onﬁcxlc...quzx

n.-1
et une suite d'applications continues fi : st o Xi (o £1i< q) (oh les n,
n, -1

sont des entiers> 0 ; et St désigne la sphére de dimension n, - 1 , bord de
P 1 ’

la boule fermée B, ~ de dimension n, ) jouissant des propriétés suivantes : pour
i

chaque i tel que 0 i< q , l'espace Xi+l est quotient de la somme topologi-l-
ni-
que Xi v Bn par la relation d‘'équivalence qui identifie chaque point ye S ~

& f, ) € X, [on dit que X;,; est obtenu psr attechement d'une cellule de di-

mension n, a X, au moyen de 1l'application f, ]

On montre par récurrence sur i que chaque espacé Xi est compact ; donc tout
CW-complexe fini est compzct. On notera qu'on a nécessairement n, = 0 , car seule
la sphére de dimension - 1 est vide : autremeni dit, on doit commencer par atta-
cher un point & l'ensemble vide (au moyen de 1l'application vide). Il n'est pas
supposé que la suite des entiers n, soit croissante (méme au sens large).

Plus précisément, on dira qu'un espace X est un CW-complexe de rang £ p
s'il existe une suite Xo cXCcaeec Xq = X comme ci-dessus, avec q g P . Le
théoreme 1 sera prouvé si on montre, par récurrence sur l'entier p > 1 , 1ltasser-

tion suivante :

(Ap) Sous les hypothéses du théoreme 1, ¢ (X) : t(X) » +'(X) est un isomorphieme
chaque fois que X est un CW-complexe de rang< p «

L'assertion (Al) est triviale, puisque t(X) et t'(X) sont nuls quand X
est un espace ponctuel. Pour la récurrence de (Ap) 3 (Ap+l) (avec p>=1),

on aura besoin du

LEMME 1. - Si (Ap) est vraie, et si Y est un CW-complexe de rang< p ,
alors ¢(SY) : t(SY) - t'(SY) est un isomorphisme ( SY désigne la suspension de
Y).

Admettons ce lemme (qui sera démontré en Appendice). Soit alors X un espace
pouvant &tre construit au moyen dtune suite de p + 1 attachements, et soit

onﬁc ch...cch Xp+l=X

la décomposition correspondente. Posons Xp =Y ; X s'obtient par attachement a
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Y d'une cellule de dimension n 2 O , au moyen d'une application continue

£ ™oy,

I1 est immédiat que X s'identifie & 1'espace C(f) de la suite de Puppe de 1'ap~
plication f . D'aprés la proposition 1.2, on & un diagramme commutatif dont les

sultes horizontales sont exactes :

£(6T) —> (8% — t(X) — (V) —> ("

() oD ® @ e
n-1
)

£1(SY) —> £ (S7) —=> 1 (X) —> ' (¥) —> ' (S
Par 1'hypothése de 1'énoncé, q)(Sn“l) et 0(S") “sont des isomorphismes ; par
1thypothése de récurrence (Ap) y ¢(Y) est un isomorphisme ; par le lemme, ¢(SY)
est aussi un isomorphisme. Alors le "lemme des cing" montre que ¢ (X) est un iso-

morphisme, ce qui prouve l'assertion (Ap+l) » et achéve la démonstration du
thécreme 1,

Définition. - On dit qu'un foncteur contraveriant +t , défini sur la catégorie
des espaces compacts et des classes d'homotopie d'applications continues, satisfait
a_la condition (L) si, pour tout espace compact X , +(X) s'identifie & la 1i-
mite inductive des +t(@(U)) relatifs aux recouvrements ouverts finis U de X ’

en notant @N(U) le polyddre, réalisation géométrique du M"nerf" du recouvrement U o

Cette définition appelle quelques explications. Rappelons que toute partition de
1'unité, sur X , subordonnée au recouvrement ouvert fini U s définit une applica=-
tion continue X -+ @I(Y) , et que si on a deux partitions subordonnées au mme re—
couvrement U , les appiications qu'elles définissent sont homotopes, d'ou une ap-
plication bien déterminée

g, ¢ H(AU)) » t(X) .
De plus, soit ¥ un recouvrement (ouvert fini) plus fin que U ; posons @

U= (U,)

¥ = (VJ)JGJ . 1) qe1 ?

et soit f : J -+ I une application telle que Uf(j) o) Vj pour tout j e J . La

fonction f associe & tout "sommet" du nerf N(Y)' un "sommet” du nerf NQ@) et
par affinité f définit unc application continue

@(F) :+ Q) » W@ .

Soit alors (p j)jeJ une pertition de 1l'unité, sur X , subordonnée-am recouvrement
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¥ , et posons

Yy = Zl ?3 5
jef (1)
) est une partition de 1'unité subordonnée & U « Il s'ensuit que 1'applica-
Y3

tion X » GN(U) définie par la partition (q;i) est composée de l'application
X » N(y) définie par la partition ((pj) et de 1'aspplication

QN(f) ¢+ GNE) » GN(U) .

De plus, la classe d'homotopie de 1l'applicetlon @ (f) est indépendante du choix
de f . Donc lthomomorphisme ‘

gyt HAM) - @) ,

dgal & t(QN(£)) , est bien déterminé ; avec ces homomorphisves g q » les t(Q @)
’
forment un systeme inductif de groupes abéliens ; et comme

By = 8 ° B,u

les homomorphismes g, définissent un homomorphisme

g+ limt(@W) » +(X) .
U

Dire qué le foncteur t satisfait & la condition (L) , c'est, par définition, dire

que lthomomorphisme g est un isomorphisme.

THEORBME 2. - Soient t et t' deux foncteurs contraveriants, semi-exacts, dé-

finis sur la catégorie des espaces compacts et des classes d'homotopie d'applica-

tions continues. Supposoné que t et t! satisfassent & la condition (L) , et

soit ¢ ¢ t - %' un morphisme de foncteurs, tel que p(X) ¢ t(X) - t'(X) soit

un isomorvhisme chaque fois que X est une sphére. Alors 9(X) est un isomorphigme

quel que soit l'espace compact X .

Ce thdoreme résulte immédiatement du théoréme 1.

2. Application aux foncteurs R et .

LEME 2. - Tous les foncteurs semi-exactg donnés en exemple au début du § 1

satisfont & la condition (L) .

La démonstration de ce lemme est donnée en Appendice.

On va alors eppliquer le théoréme 2 dans deux cas 3
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Premier case. - On prend
@ =F® eq, t®=FE;9,

p: B QT (X;Q Stant lthomomorphisme naturel. Il est immédiat que
9(X) est un isomorphisme lorsque X est une sphére. D'apres le théoréme 2, on a

done »
@ eqxTE;Q

pour tout espace compact X .
Deuxiéme case. - On prend

b =X®eq, t®=PT®eq (=1x;Q).

On prend pour ¢ le caractere de Chern :

ch® : XX 0 Q- W e Q.

On va démontrer ci-dessous, comme conséquence du théoreme de Bott, que lorsque X

est une sphére G s ch(Sn) est un isomorphisme. Si on admet ce résultat, on
obtient ¢ |

THEOREME 3. - Pour tout espace compact X , le caractére de Chern est un iso-
morphisme de K(X) © @ sur P (%) ®Q =¥ (X ; Q) .

Par voie de conséquence, si A est un sous-espace fermé de X compact, le

caractdre de Chern est un isomorphisme

KX, A eQ~x H5' (X, 8 9,

et en particulier (lorsque A est vide)

K(X) @ @~ BT (X) @ Q -

Comme on 1l'a dit, il suffit de prouver le théoréme 3 dans le cas o X est une
sphére s® ., On doit d'abord déterminer le groupe k(Sn) . Pour cela, on va utili-
ser le théoréme de Bott, sous la forme que lui a donnée ATIVAH. Introduisons d'abord

une notation : soient X et Y deux espaces compacts & point-base X, s Tespe ¥y 3

P

dens un exposé précédent [7] , on a défini (§ 3) une multiplication

K(X,xo)@K(Y,yo)-»K(XxY,XVY);

notons X # Y 1'espace quotient (X x Y)/(Xv Y) ; on obtient une multiplication
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ng ¢ KX o XM » XX #7)

(@épendent du choix des points-base) ; et la propriété multiplicative du caracté-
re de Chern se traduit par le commutativité du diagramme

ng
KX @ XK(Y) —» KE £7)
ich@ch 'LCh
Ny

E;Qef@;q — HE$T;0Q
o ﬁH se déduit du cup-produit en cohomologie de la méme manidre que Ny a été
défini en K-théorie. Cela dit, le théoréme de Bott peut s'énoncer comme suit
Théoreme de Botts - X(S°) ~ 7, ?{(Sl) =0, k(Sz) ~ 7 , et, pour tout espa-
ce compact X , 1l'homomorphisme

g+ X)) e X® - X 4 B

est un isomorphisme.

Les premiéres assertions sont presque évidentes (cf. [10] , ps 99)+ Nous ne dé-
montrerons pas ici l'assertion essentielle, pour laguelle nous renvoybns 4 une dé-
monstration élémentaire due & ATIYAH et BOTT [4] . Notons d'ailleurs.que, d'aprés
le théoreme 2, il suffit de prouver le théoréme de Bott lorsque X est une sphére

s" 3 clegt d'ailleurs ce cas qui nous intéresse plus spécialement ¢ en effet,

n+2

82 4 s nlest autre que la sphere S , de sorte que Nk donne un isomorphisme

qui est essentiellcement le "théoréme de périodicité" de Bott. On voit que
X©S™) =0 si n est impair,
R(S?) =~ Z si n est pair.

Or 'K(Sn) stinterpréte comme le groupe des classes d'applications continues
s® 5 BuU 3 le théoréme de Bott entrafne donc que les groupes d'homotopie
T (BU) sont nuls pour n impair,
X7Z pour n pairs

Le théoréme de Bott étant admis, il reste & prouver le théoréme 3 dans le cas
o X=8". 0n aen fait le résultat plus précis @
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PROPOSITION 2e.ls =~ Le caractére de Chern

ch : R(sD) - YPHT(SP ;5 Q)

-~

prend ses valeurs dans le sous-groupe NPT (s ; Z) de

PP (" 59 =8P (" 52 2 @,

et est en fait un isomorphisme

R(Y ~ YT 7y

o

Observons que 'Hpair(sn) se réduit & O si n est impair, et a 'ﬁn(sn) ~ 7
si n est pairs Pour n impair, la proposition résulte du fait que 'K(Sn) =0.
Pour n peir, on va la prouver par récurrence sur n/2 ; pour n =2 s le groupe
'K(Sz) est engendré par la classe du fibré universel x (1 , 1) ayant pour base
1'espace projectif P, (Q) X 82 s dont la classe de Chern c; est, au signe pres,
le génédrateur x de HZ(SZ) % Z 3 et comme chiy(l , 1)) = cl(x(l y 1)) , la pro-
position & démontrer est bien vraie pour n = 2 . Enfin, si elle est vraie pour n
pair, elle est vraie pour n + 2 , en vertu du diagramme commutatif

g
X(SM) o R(S?) — X(S*?)
Jchmh c
Ny
H(EY o B(E?) — H(E™D) cH(E™) o g

o g

Dans ce diegramme, les deux fléches horizontales sont des isomorphismes (la premis-
re & cause du théordme de Bott, la seconde & cause du calenl de la classe fondamen-
tale de cohomologie de la sphére), et la fléche verticale de gauche est un isomor-
phisme (par 1'hypothése de récurrence). Il s'ensuit que la fléche verticale de

droite est un isomorphisme de 'K(Sm'z) sur TI(Sm'z) .

Remerques - Si & est un fibré vectoriel complexe de base S2p s les classes
de Chern ci(ﬁ) sont évidemment nulles pour i< p , et on a donec

c, &)

Ch(ﬁ) = (__1)P _('p_:.—fﬁ' .

La proposition 2.1 entrafne donc que cpﬁ&) € Hzp(SZP) ~ Z est divisible par
(p = 1)8
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3¢ L'isomorphisme de Thom=Gysin en K~thdorie.

Soit {E , X, n} un fibré vectoriel réel orienté, & fibres de dimension paire
2n , a base compacte X . Une métrique riemannienne ayant été choisie sur le fibrd
E, solent B et S 1les fibrés associés, respectivement en boules et en sphéres.
L'espace B se rétracte par déformation sur la section nulle du fibré, identifide
& labase X ; d'oh K(X) ~K(B) . Il s'ensuit que K(B » 8) ® K(B/S) est un mo-
dule sur K(X) « De plus, pour chaque x e X » solent S_ et B, les fibres de
S etde Bj;ona

KB, ,S) ~XB./S) ~¥(s*™) ~ 7 .
x * 59 ») 4

THEOREME 4. - Pour un élément v e K(B, S) ¢ Q 4 les propriétds suivantes sont

équivalentes :

(a) ‘P._1 (ch(v)) e BP™(x ; Q) (oh ¢ désigne 1'isomorphisme de Thom-Gysin
(X ; Q) - Hq+2n(B » 83 Q) ) a pour composante de degré O une fonction X - Q
qui est # 0 en chaque point x€ X ;

(b) Pour tout xe€ X, l'image de v dans K(Bx , Sx) ®Q~ 'K(Szn) ® Q est
£0; |

(c) Ltapplication a - Veq de K(X) ® @ dans X(B, 9) @ Q est bijective
(donc K(B, 9) @ Q est un module libre swr K(X) @ Q , ayant v comme générateur).

De plus, il existe des éléments v e K(B , 9) g Q possédant les propriétés pré-

cédenteg.
EehntR

Démonstration. - L'équivalence de (a) et (b) suit du diagramme commutatif

KB, S) @ Q — kKB, ,8) 9
~|ch x|ch
HP* (5, 8) g Q v Hpair(Bx ,8) ®Q= Hzn(BX »5) 9
o™ o
v V(P

() ¢ g —> #°¢xd) Q=g
Dlautre part, (c) équivaut & dire que 1'application

B>ch(w)ep de HHT(X) g Q dens HPHT(p »yS) ®Q

est bijective, ou encore, en la faisant suivre de (p"l y que cp_l (ch(v)) est un
élément inversible de 1! algébre gPaT X) & Q « Tout revient donc & prouver que les
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éléments inversibles de HP*' (X) @ Q sont exactement ceux qui, pour tout xe€ X,
induisent un élément #£ 0 dans H°({x}) ® Q = Q .

Or soit w e Hpalr(X) ®Q , et soit, pour tout x, a, le nombre rationnel
qui correspond & w dans 1l'application

HPT (1) 9§ » HO({x}) © Q -

Le nombre CH est localement constant, donc X admet une partition en un nombre
fin; d'ouverts dans chacun desquels q, est indépendant de x . On est ainsi ra-
mené & démontrer que, si on a un espace compact X et un élément w e H*(X) ®Q
dont la composante de degré O est une constente non nulle, w est inversible
dens 1talgébre H*(X) ® Q ; or cela résulte du fait que les éléments de degré > O
de H*(X) ® Q@ sont nilpotents.

Pour achever de prouver le théoréme 4, il reste & montrer qu'il existe un
ve KB, S) ® Q ayant les propriétés (a) , (b) , (c) . Il suffit de prendre 1'é-
1ément que 1'isomorphisme

ch: K(B,S) 0Q-8*""E®, e Q

envoie dans la classe fondamentale U € Hzn(B ’ S) .

Remarques - Ce serait une erreur de croire que si deux éléments de
K(B, 8) ©Q induisent le mfme élément de K(B, , S) ®Q pour tout xe X,

ils sont égaux.

Appgndice

4+ Démonstration du lemme 1 (§ 2).

L'assertion du lemme est triviale si Y est vide, puisqu'alors SY est une
sphére S° s €t que £(3%) - £1(S%) est un isomorphisme sous les hypothéses du
théoréme l. Supposons donc Y non vide. Choisissant un "point-base! v, € Y, on
va définir la "suspension réduite" S(Y , yo) , comme suit S(yo) s qui est ho-
méomorphe au segment I = [0, 1] , s'identifie & un sous-espace de S(Y) ; par
définition, S(Y , y) est le quotient S(¥) /S(yo) , et 1'image de S(y) dans
ce quotient est le point-base de S(Y , yo) « Compte tenu du fait que Y est com-

pact, on va montrer que l'application canonique

ptS() 8T, y)
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est une homotopie-équivalence.

Cela résulte du lemme suivant.

IEME 3. - Si X est un espace compact, et A un sous-espace fermé et contrac-

tile, 1l'application canonique X - X/A est une homotopie-équivalence.

Démonstration du lemme 3. - L'application identique de "A est homotope a une

application constante y : A - A ; il s'ensuit que 1'application identique de X
est homotope & une application g : X - X qui prolonge Yy , et dans 1'homotopie

A est envoyé & chaque instent dans A . Par passage au quotient, on trouve une ho-
motopie entre 1l'application identique de X/A et 1'application h : X/A - X/A
déduite de g par passage aux quotients. Soit p: X - X/A 1tapplication canoni-
que 3 g se factoriseen fep, ou f: X/A 5X . Onaasalors hop=po forp,
d'oh, puisque p est surjectif, h=po f . Ainsi fo p et po f sont homoto-

pes & 1tidentité, et par suite p est une homotopie-équivalence.

Venons alors & la démonstration du lemme l. Paer hypothése, Y est un CW-complexe

non vide, de rang < p ; soit

Yozxécylc...cyq='1

la décomposition de Y correspondant & une suite de q attachements (1 € q< P
observons que Y, est réduit & un point, que nous prendrons comme point-base Yo

pour la suspension réduite S(Y , yo) .
Le lemme 3 montre que, dans le diagramme commutatif
‘P(S(Yﬂ’o))
t(S(Y , y)) —————s t'(S(T, ¥))

I J

¢ (SY)
£ (sY) —_— £1(SY)

les fléches verticales sont des isomorphismes. Pour prouver que 9 (SY) est un iso-
morphisme, il suffit donc de prouver que ¢(S(Y , yo)) est un isomorphisme. Pour
cela, on va faire voir que la suspension réduite S(Y , yo) est un CW-complexe de
reng L py ce qui permettra de lui appliquer 1l'assertion (Ap) et prouvera ainsi
le lemme 1. ' '

La suspension réduite S(Y , yo) s'identifie au quotient de Y x I par la re-

lation d'équivalénce qui contracte en un point le sous-espace

z=(x{oh)uv@x{thudylxD.
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La oonstruction de Y par q attacherents (Q € p), et celle de I par 3 atta-
chements, donnent, par "produit", une construction de Y x I par 3q attachements
successifs, de fagon que les 2q + ! premiers attachements donnent le sous-espace
Z o Ainsi Y x I s'obtient par attachements successifs de q = 1 cellules a Z .
Si on concentre Z en un point, l'espace quotient S(Y , yo) sfobtient donc par -
attachements successifs de q - 1 cellules a un point, c'est-a-dire par attache-
ments successifs de g cellules & l'ensemble vide.

Ce Qo Fo Ds

5. Démonstration du lemme 2.

Le foncteur H*(X) (resp. ﬁ*(X) ), cohomologie de Cech (respe. cohomologie de
Cech réduite) satisfait & la condition (L) du § 2 ¢ cela résulte de la définition
de la céhomologie de Eech, comme limite inductive des cohomologies des nerfs des
recouvrements ouverts finis de 1l'espace compact X . Ce résultat vaut pour tout
groupe de coefficients, et en particulier pour les coefficients Z et Q . Comme
le produit tensoriel commute avec les limites inductives, le foncteur H*(X 3 g) ®Q

satisfait aussi & la condition (L).

I1 nous reste & montrer que le foncteur R(X) satisfait & la condition (L),
d'ol il résultera aussit8t que ﬁ(X) @ Q y satisfait aussi.

S

D'aprés le théordme de classification (cf. [8]), X(X) s'identifie & 1'ensem-
ble [X , BU] formé des classes d'applications continues de X dans le classi-
fient BU (limite inductive des BU(n) lorsque n augmente indéfiniment). Tout
revient donc & montrer que [X , BU] s'identifie 3 la limite inductive des
[@@) , BU] relatifs aux recouvrements ouverts finis U de X .

Soit BU(n , n) 1la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension n
de g?n 3 BU s'identifie & la limite inductive des BU(n , n) y €t, puisque X

est compact, on a

[X , BU] - lim [X , BU(n , n)] .
n

On a de m8me

[@i(W) , BU] = 1im [@N(W) , BU( , m)] .

n

Alors, la relation a démontrer

(X , BU] = Lim (@ () , BU]
U
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résultera de la relation (valable pour chaque entier n ) :

(%) [X , BU(a , 0)] = Lim [G'(W) , BU(m , n)] .
U

Cette derniére relation est une conséquence du fait que 1l'espace BU(n , n) est
une variété triangulasble : une application continue X - BU(n , n) est alors dé-
finie per une partition de l'unité sur X , d'od facilement la relation (%). |
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