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LES OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND

SUR UN ESPACE VECTORIEL RÉEL DE DIMENSION FINIE

par Mohamed Salah BAOUENDI

Séminaire CARTAN-SCHWARTZ
16e aimée, 1963/64, n° 9

16 décembre 1963 
,

et 6 janvier 1964 

X étant un espace vectoriel réel de dimension finie, et E son dual, désignons

par 03A3 le complémentaire de 0 dans 0396 , et par (03A3 ; p) 1’.espace ,deX fonctions

définies COO et homogènes de degré p ( p. nombre réel quelconque).

On l’espace des opérateurs de Ht(X» celui

des opérateurs de. H~ ( ~ X dans Ht ( ) X .
On appelle opérateur 03C1-améliorant , tout opérateur très régulier appartenant à

pour tout nombre réel s . On note a t X 9 ° p) l’espace des opéra-
teurs P-améliorants sur X .

Les autres notations sont celles des exposés précédents. ~

1. Les opérateurs de Calderon-Zygmund d’ordre 0 . 
_

Pour tout couple de fonctions ( a ~ p) ë ~(X) x ~.( E 9 0) , considérons l’opéra-
teur très régulier (a)f6) (composé des opérateurs (a) et (~) ) , qui opère dans

pour tout nombre réel s .

En munissant ~ f(Hs) de la topologie limite projective des nous ob-

tenons une application bilinéaire et continue :

( ~(~) et ~~E 9 0) étant des espaces de Fréchet, il suffit de vérifier la conti-
nuité séparée, qui est immédiate) .

Comme est complet, cette application passe au produit tensoriel complé-
té 

n 
~(~ ~ 0). Mais, puisque $ (X) est nucléaire, p)

coïncide avec

(espace des fonctions définies sur X x ~~’.. -~ ~ 0~~ ’ C homogènes de degré p par



rapport à la deuxième variable et dont toute dérivée D~ D~ multipliée par tout,

polynôme en x et par 
Î est bornée) .

Appelons 6 cette nouvelle application : ~

PROPOSITION 1. - Pour tout x E 9 0) , l’opérateur 03B8(f) e st très 

lier.

Il est évident que tout élément de ~ L(HS) opère continûment de dans

(X) , e t de ’ (X) dans ’ (X) , puisque

Démontrons que , pour tout S E ~’ (X ) ,

supp sing 6(f)S c supp sing S ..

Soit Q un ouvert tel que s1° E ~( ~) . Considérons l’application bilinéaire et

continue :

( (a)(6) est très régulier ; la continuité résulte encore de la continuité séparée

immédiate, par le graphe fermé).

Par passage au produit tensoriel complétée on définit une application continue ~_~

D’autre part, on a l’application continue :

l, et 03A62 coïncident sur le sous-espace dense §(X) ® (03A3 ; 0) et par suite : 1

C. Q. F. D.

DÉFINITION. - On appelle opérateur de Calderon-Zygmund d’ordre 0 sur X , les~

éléments de l’algèbre 0393(X ; 0), engendré algébriquement (sans passer à l’adhé-
rence topologique) , dans l’algèbre ~ (HS) , par de 8 et les opérateurs
0-améliorants.



Il est évident .que les opérateurs 0-améliorants forment un idéal de 0) .
Désignons par p l’application canonique : 

’

On a :

THEOREME 1. - L’application po 6 est un isomorphisme d’algèbres entre

o) et r(x ; 0~ ~~t(~ 9 0~ .

Ce théorème résultera des deux propositions qui suivent :

PROPOSITION 2. - Soient f et g deux fonctions appartenant à 0) ,
alors e(fg) - 03B8(f) 03B8(g) e st un opérateur O-améliorant .

Il est évident que e(f) e(g) est très régulier. Démontrons qu’il opère
de H dans H pour tout nombre réel s . Munissons ~ (HS , HS+1) de la to-

pologie limite projective des (HS , HS+1) , et considérons l’application 
néaire et continue s

En effet, le dernier opérateur vaut

et [(o~)(p~)] opère de Hs dans (voir le lemme de commutation de l’expo-
sé précédent).

Un raisonnement analogue à celui de la proposition 1 montre qu’on a l’applica-
tion continue :

C. Q. F. D.

Cette proposition montre que p ° 03B8 est un épimorphisme La proposi-
tion suivante montre son injectivité.



PROPOSITION 3. - Soit 1 0) tel pue 9(f) soit améliorant, alors -

f est nulle. Démontrons d’abord le lemme suivant :

Pour tout couple (a, X x E , il existe une suite d,e fonctions

03C6j ~ Ho(X) telles que :
(i) ~ j , ~03C6j~o = 1 ,

convergent faiblement vers 0 dans H° 

(iii) V V (3 E ~ C~ 9 0) ,

convergent fortement vers Q dans H° quand j ~ ao .

Démonstration du lemne . - Soit ] OE Q (X) et vérifiant ()§/ÎÎ o = 1 . Le couple

(a , b) e X x Z étant donné, posons, pour j ~ N ,

ç . (x) = ] (j (x - a)) (n = dim X) .
J

V érifions que le s vérifient le s conditions ( 1) , (ii) et (iii).
3

(1) et (ii) sont triviales. (Les supports des ç . se concentrent autour de a ..)
J

Supposons a = 0 (origine de X ) .
i

Désignons par et î les transformées de Fourier de ç , ,1 et ] . On a :

v

Remarquons que la boule j~ b ,z ~ ~ ri reste dans un cône contenant b ~ dont

"l’angle au sommet" tend vers 0 quand j 7 + oo .

En utilisant l’homogénéité de 03B2 et l’inégalité de Schwarz, on vérifie facile-

ment C. Q. F. D.

Démonstration de la proposition 3. -Soit 0) telle que

a~X 9 0) . Supposons que f ne soit pas identiquement nulle. Il existerait

alors un couple de points (a , X x E tel que f (a 9 b~ ~ 4 . 

Considérons alors le s f onctions (p. relative s aux points (a , b) , données par

le lemme précédente et les applications équicontinues ((ii) du lemme) :



La condition (iii) du lemme montre que cette suite d’applications converge vers~

0 sur un sous-espace dense de §(X x E ~ 0) , soit §(X) @ ë(E ~ 0) .

Elle converge donc vers 0 partout. Mais (y) 9(f)~.. restent bornées dans H (X)

quand j varie, puisque 6(f) est améliorant. Comme 03C6 est à support compact,

(03C6) 6(f)p. est relativement compact dans H° (lemme de Rellich). Il s’en suit,

((ii) du lemme précédent) que (03C6) 03B8(f)03C6j convergent forte me nt vers 0

dans H° . Par conséquent, f(a, convergent aussi fortement vers 0 dans

H ; comme

on obtient une contradiction.

f est donc identiquement nulle.
Ce Q. F.D.

Le théorème 1 se trouve, ainsi, entièrement démontré. 
_

DEFINITION. - On appelle 0-symbole l’application G = (p o 0) o p

Si A E ï’(X 9 0) , est le O-symbole de A .

4n déduit du théorème 1 que a est surjective et de noyau (X ; 4) .
o

2. Les opérateurs de Calderon-Zygmund d’ ordre uelconque.

Soit p un nombre réel quelconque.

Nous allons définir, dans ce paragraphe le sous-espace vectoriel de ~ (HS , HS-03C1)
des opérateurs de Calderon-Zygmund d’ ordre p, et montrer leurs propriétés.

Remarquons d’abord que si |03BE|2 désigne une forme quadratique sur 0396 , on a :

Montrons que le sous-espace vectoriel de ni suivant $

est indépendant de la forme quadratique choisie sur 2. Cela résultera de la pro ~

position suivante :



PROPOS IT ION 4 ... Soient |03BE|21 et |03BE| 22 deux formes quadratiques sur 0396 , et A
un opérateur de Calderon-Zygmund d’ordre 0 9 alors :

Il suffit de vérifier que "

Or un développement en 1 |03BE|1 , par exemple, montre que la fonction entre paren-
thèsesest 0(1 |03BE|1) quand 

,>. 

1 ~ + ~ .
0. Q. F. D.

DÉFINITION. - On appelle opérateurs de Calderon-Zygmund d* ordre p les éléments

de

J~j ~ étant une forme quadratique quelconque 

Définissons l’ application suivante:

La proposition 4 montre qu’elle est indépendante de la forme quadratique )~j
choisie sur E .

On note a 
P 

cette application, et on l’appelle le p-symbole.
, ~ 

’

THEOREME 2. - Le est une application linéaire surjective et

de noyau ÛL(X , p) . 
Ce théorème résulte trivialement du théorème 1.

Donnons maintenant quelques propriétés des opérateurs que nous venons de cons-..
truire. 

,

PROPOSITION 5. - Soient p un nombre réel positif ou nul, et

alors est un opérateur de Calderon-Zygmund et son symbole d’ordre p est



la fonction ap .

Il suffit de montrer que

ce qui est trivial puisque :

COROLLAIRE. - Un opérateur différentiel, à coefficients dans §(X) 
e st un Calderon-Zygmund de degré m , et son m-symbole est celui ui a été déf ini

dans l’exposé n° ~.

En effet, un opérateur différentiel d’ordre m - 1 est sûrement Cm - l)-amélio-
Soit donc D) un opérateur homogène de degré m :

Chaque DP est ~.t opérateur ~~p~ , et ~ -~ ~p est une fonction homogène de degr(--..
m, C~ sur 0396 , d’où le résultat d’après la proposition.

C. Q. F.D.

La proposition 5 n’est plus vraie pour p négatif, puisque dans ce cas, 03B2 ne

définit plus une distribution au voisinage de l’origine. Mais nous avons :

PROPOSITION 5 bis. - Soient p un nombre réel quelconque et

tels que p et j3 coïncident dans le complémentaire d’,un compact de E . Alors,
l’opérateur (03B11)(03B2)(03B12) est un Calderon-Zygmund d’ ordre p et de symbole

~.

Démonstration. - Par partition de l’unité, on peut écrire : 03B2 = 03B21 + 03B22 , 03B21 .



étant une distribution à support compact, et ~3 2 une distribution définie par une

fonction qui coincide avec p en dehors d’un compact. On a alors

L’opérateur (a.)(p.)(a~) envoie continûment §’(X) dans §(X) ( )~ en parti-
culier, il_est p-améliorant. Le raisonnement de la proposition 5 montre que

M - + est aussi 03C1-améliorant.

Par le lemme de commutation~ on a :

d’où la proposition.

PROPOSITION 6. - Le composé de deux opérateurs de Calderon-Zygmund d’ordre res-

pectif p et T e st un opérateur de Calderon-Zygmund d’ordre p + 03C4 . De plus,
nous avons le diagramme commutatif s

ce qui résulte du lemme de commutation de l’exposé précédent quand B = (a)(p)
avec ~(Y~ x ~(~ ~ 0) . Par un raisonnement déjà vu, on montre que ceci

reste vrai pour P , opérateur de Calderon-Zygmund d’ ordre 0 quelconque.

C. Q. F. D.

PROPOSITION 7. - Le transposé tT opérateur de Calderon-Zygmund d’ordre p

e st enc ore un opérateur de Calderon-Zygmund d’ or dre p . De plus

r r

Si f E (X x 03A3 ; p) ’ note fv la fonction du même espace définie ainsi :

, 

(1) Si T E ’(X) , ((03B11)(03B21)(03B12)T) = 1  (03B21 i ôc T ) ) et 03B21 (2 T ) est
à support compact.

2



Il est évident que

(voir exposé précèdent).

De même nous avons :

En effet, le transposé d’un opérateur très régulier est très régulier. Ceci est

immédiat (2) en utilisant le théorème des noyaux de Schwartz (puisque le noyau est
C~ dans le complémentaire de la diagonale).

Démontrons d’abord la proposition dans le cas p = 0 . Nous avons pour a e §(X)

et P e UZ ; 0) :

Par densité 0) , on en déduit la proposition dans le cas p ="0.

Soit p) ( p quelconque). T s’écrit

Mais ((1 + i~)~) + )~t~)~) ~ S(X , p) (proposition précédente),
le résultat cherché.

( ) On peut le voir plus directement en montrant qu’un opérateur A est très

régulier~ si et seulement si V F. et F~ sont fermés disjoints de

X y la forme bilinéaire A03C6 , 03C8> définie sur  x 0 se prolonge en une
forme bilinéaire séparément continue sur
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3. Le cas vectoriel.

Soient E , F , G trois espaces vectoriels complexes de dimension finie.

E* > ~‘ > G* désigneront leurs duals respectifs.

Les résultats du paragraphe précédent s’ étendent trivialement à ce 
cas. En par-

ticulier on a :

2° L’application 03C303C1 ~

est surjective et de noyau C(.(X ~ ~ 9 p) . .

~~ Le diagramme suivant est commutati f


