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Séminaire CARTAN~SCHWARTZ 4-01
16e année, 1963/64, n° 4 )
’ 4 novembre 1963

[révisé en Juillet 1964 ]
CLASSES FONDAMENTALES. CLASSES DE CHERN

par Claude MORLET

(Rédigé par Max KAROUBI)

Nous supposons le lecteur familiarisé avec quelques techniques simples de topo-
logie algébrique, [1] et [3], et plus particulidrement avec celles de la cohomo-
logie singuliére. Si (X , A) est une paire d'espaces topologiques (A cX) , G
un groupe abélien et p €Z , on note HP(X , A3 G 1le p-iéme groupe de coho-
mologie singulidre de la paire (X , A) & coefficients dans G
( 5P (x s A 3G =0 pour p<O0). 1 (x s L 3 G est le groupe gradué somme
directe HP(X , A, G) « Dans le cas od G est mmi d'une structure d'anneau,

P
H*(X » A 3 G peut &tre mini d'une structure d'anneau par le cup-produit interne
(Appendice 1). On écrira, pour simplifier les notations, 1P (x , b)) et HY(X, 8)
respectivement au lieu de HP(X s A 32) etade H*(X y A 52) e

le La classe fondamentale d'un espace vectoriel réel orienté.

Soit ﬁn* =R® - {0} « Le groupe Hp@n , Bn*) =0 pour p#Zn et est isomor—
phe & Z pour p=n [3] . Choisissons une fois pour toutes un générateur a de
H'R , R) 5 ce choix définit wn isomorphisme de H (R , BY) sur Z ; on voi
aisément que l'involution de (R , g*) définie par x ~~» = xchange 0 en -,
Supposons n > 0 ; Pz c e —a (i1 s'agit du cup-produit externe ; cf.

n
Appendice) est un générateur de H- (ﬁn s ﬁn*) qui définit donc un isomorphisme
de H@R" ’En*) sur Z .

Soit maintenant E un espace vectoriel réel de dimension n > 0 3 choisir une
base dans cet espace, c'est se donner une application linédaire bijective

et R'+E . Cette dernidre induit un isomorphisme
*
e: HE,EY > "® , ™) =2 (avee B =EF - {0}) .

*Keml 4
Posons E(e) = ¢ (an) « 81 g ot €, définissent 1a mfme orientmtion, elles sont
n;

*
homotopes sur @n y R) et par snite a(sl) = 5(82) « S1 g et &, nedéfinis-

e, 00 e's: Rn->§n est définie par

~

sent pas la méme orientation, soit €5 = &y
)
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8'(X1,x2,0.o,){n)f-’('-Xi,xz,ooo,Xn) H
alors

et ¥ = (0) “dw eee v ==a

Ee) = - E(e) .
&(8) ne dépend donc que de l'orientation w de la base & et change de signe

avec W e

DEFINITION 1., = Si E est un espace vectoriel orienté de dimension n , la
classe fondamentale de E , est la valeur commme w, € 1 (B , E*) des expres—

sions E(e) sy oL € désigne une base orientée quelconque d¢e E + Si n=0,
U désignera 1'élément unité 1 e HO(E) =E (il n'y a qu'une fagon d'"orienter"
un espace vectoriel de dimension O ).

PROPOSITION 1. = Si E et F sont deux espaces vectoriels orientés, et f
une application linéaire bdjective de E sur F compatible avec les orienta- ,
tions, f*(uF) =up . Si lt'espace vectoriel réel E @ F est muni de 1l'orienta-
tion produit des orientations de E et de F,

Uper = Vg < Up (cup-produit externe).

2+ La clagse fondamentale et la classe d'Euler d'un espace fibré vectoriel réel

orienté.
oriente

On définirait de la méme maniére que les espaces fibrés vectoriels complexes,
les espaces fibrés vectoriels réels (la fibre est un espace vectoriel réel). Les
résultats obtenus dans le cas complexe se transposent aisément au cas réel. En
identifiant C" a R°D

~

par

(Xl*'iyl’n"%"'iyn) ~ (xl’yl’xz’yz""’xn’yn)

on voit que tout fibré vectoriel complexe a un fibré vectoriel réel sous—jacent.

2.1, Orientation d'un espace fibré vectoriel réel.

Soit {E , X, n} un fibré vectoriel réel. Une orientation du fibré est la
donnée, pour tout x € X , d'une orientation W, de la fibre E_ "variant de
fagon continue avee x Y. Plus précisément, pour tout x € X, il existe un ou-

vert U contenant xb et une trivialisation du fibré au-~dessus de U :
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de telle sorte que V y € U 1'orientation sur Ey définie par ¢ cofncide

avec l'orientation wy o

Un fibré vectoriel réel est orientable s'il existe une orientation de ce fibré.
Un fibré vectoriel réel muni d'une orientation est dit orientés Si X est con-

nexe et E orientable, 1l existe deux orlentations de E .

Exemple d'espace fibré réel orienté. — Soient E un fibré vectoriel complexe

et ER le fibré vectoriel réel sous-jacent. ER est orienté de la fagon sui-

vante § définissons une orientation de chaque fibre de ER comme étant celle

induite par une carte quelconque du fibré ; ceci a bien un sens car les change--
ments de carte sont, pour chaque point de la base, linéaires sur ( ; ce sont
donc des applications R-linéaires de déterminant >0 . Dans la suite le fibré
vectoriel réel sous-jacent & un fibré vectoriel complexe sera toujours muni de
cette orientation canonique.

2.2+ Théoréme d'isomorphisme de Thom=Gysine

Ld A
THEOREME 2.2. - Soit {E , X , n} un espace fibré vectoriel réel orienté de
dimension n (i. e. la dimension des fibres est constante et égale & n ). Soit
s, la section nulle du fibré E , et soit E =E - s (%) .

a. I1 existe un élément uy € K'(8 , ) et un seul tel que 1l'on ait, pour
tout xeX,

L) =v

X

oh i désigne 1l'inclusion (Ex ’ E;t) c(E, E¥) . L'élément w, s'appelle la
classe fondamentale du fibré E . :

b. L'application 6 : H'(E) ~H (E , EY) aéfinie par le cup-produit mixte
8 ~~s Uped est bijective (e'est un isomorphisme de H (E)-modules & droite,
qui augmente le degré de n unités).

Pour une démonstration, voir par exemple [2] et [4].

L'application 8, X +E permet dtidentifier la base X & un sous-espace de
E , rétracte par déformation de E , donc
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a s H(X) - E*E) et s*: E%E) - B ()
sont des isomorphismes (d'algdbres gradudes), récirpoques 1'un de 1'autre.
p=60z%: H(X)~E*E , E¥
est un isomorphismec de H*(X)-nmodules 2 droite, qui augmente le degré de n uni-
tés 3 c'est 1'isomorphisme de Thom-Gysin.

Considérons le diagramme commutatif

H*€) ———o > E*E , B
A
* *
rc ¢ S,
* A%
5,9
H' (%) 2 > H (%)
oh S désigne la composition de s = et de 1'inclusion E,9 cE, Eﬁ .
On a

S: o(x) = S:(uE.n*(x)) = S:(UE))oX pour tout x e H*(X)

I1 stintroduit ainsi 1'élément S:(uE) » qu'on notera X; € H'(X) s o'est 1a
classe d'Euler du fibré réel orienté E . Ainsi

S: o(x) = Xge¥

o

La suite exacte de Cysin :

.
7

considérons le diagramme eommutatif
i ¥ 1% 4 d 1+l
H(E, E*)-al-»Hi(E)——»H EMN—H (]i, EY ¢

N AN
.lcp .In**.lid. '(p
SR s w8 iy o

ob la premiére ligne est la suite exacte de cohomologie, et o @ et f sont
définis par

* -1
a=59, B=9¢ 0

L

suite exacte :

Puisque les fléches verticales sont des isomorphismes, la deuxiéme ligne est une

clest la "suite exacte de Gysin"e Comme @ est la multiplication
(& gauche) par Xg » on voit que le noyau de nor @ - 5FEY

est 1'idéal
de H*(X) engendré par la classe d'Euler Xg

Remarques -~ Si i <n -1, la suite exacte de Gysin montre que
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& @ -5 EY
est un isomorphisme.

2436 Propriétés de u, x , 6, 9.

8. Fonctorialité. — De la proposition 1.1, on déduit aisément la fonctorialité
de u, Yy, 0, ¢ vis-a-vis des morphismes stricts de fibrés orientés. En d'au-

tres termes, si
£+ {F,Y,n}-{E,X, n}

est un morphisme de fibrés vectoriels qui induit, sur chaque fibre, un isomor-
phisme respectant les orientations, alors

f*(uE) =Up f*(XE) = Xp

et on a les diagrammes commutatifs s

* *
HE , B — > u*F , 7 BE, B — I >EF,
A
6 (¢ (0] ¢
* ik
1 (E) A ;) 1 (%) £ > B*(Y)

b. Somme externe et interne. — De la proposition 1.1 et du (a) du théoréme de
Thom-Gysin on déduit aisément les formles

Uper = Y~ Up > Xggr = Xg ~ Xp

ou E et F sont des fibrés vectoriels réels orientés de bases X et Y res-

pectivement, E @ F é&tant orienté de maniére évidente. Sj en outre X =Y et
A est 1l'applicatien diagonale X =+ X x X,

A*E o P =E @ F

et par suite @

XEQXF =X .X .
EP
¢« Classe d'Euler d'un fibré trivial. — Soit E un fibré vectoriel orienté de

dimension n ;3 E +trivial équivemt au fait que V x € X , il existe un morphismg
strict

f:{E,X,n}*{Ex,{x},ﬂlEx} ’
d'ou

szf*()(E)zo pour n>0,et =1 pour n=0 .
X
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de Aytre définition de la classe d'Euler. - Soit E un fibré vectoriel réel

orienté de dimension n .

%
Phg) = vpeXg = U8, (o) = upeug

d'ol une deuxiéme définition possible

=071 ) .

Xg =% \Up-Ug

Conséquence ¢ si n est impair, on a Xp =0 . Bn offet

UpeUg = = Ugelg
(anticommtativité du cup-produit interne), donc

XE = -XE 3

En fait, pour n=1, Xg = 0, car tout fibré orienté de dimension 1 est

trivialy au moins si sa base est paracompactec.

3. Classe fondamentale (de cohomologie) d'une variété compacte connexe orientdéa.

3els = Soit X wune variété topologique de dimension n , et soit x € X ;

(X, X -{x}) ~HE, V- {x)

{

oi V est un voisinage ferms quelconque de x (théoréme d'excision en cohomolo—
gie) ; on peut choisir V homéomorphe (par une certe de la variété) & une boule

de R", de telle sorte que

H(X, X={x) 8@ ,V-{x) @,z =2 .

Par définition une orientation de X est le choix d'un générateur wx de

Hn(X y X = {x]) "variant de facon continue avec x " (on pourrait amssi définir
1'orientation au moyen de cartes, les définitions sont équivalentes) 3 de manidre
préeise, pour tout x € X , il existe une carte ¢ 3 B-V , B étant une

boule fermée de En s V un voisinage fermé de X, de telle sorte que l'orien-
tation de B soit image par qa* de 1'orientation de V (1l'orientation de B
étant celle qui consiste & choisir comme générateur de Hn(B s B=1{b}) , pour

)
. . n cps . .
b € B, celui qui correspond & o par la composition des deux isomorphismes :

Hn(ﬁn , ﬁn ~ {o}) (Translation)*: H:n(ﬁn , En _ {b})m Hn(B , B - {b})):

Dans ces conditions on a le théoréme suivant (qu'on ne démontre pas ici) @
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THEOREME 3ele = Soit X wune variété compacte, connexe, orientée, de dimension
njalors H(X)~Z.8 i désigne 1'inclusion X ¢ (X , X - {x}) , 1'image

R

de w, par

1¥ 0 @, X - {x) » 5

X
est un géndrateur de H'(X) indépendant de x j nous ltappellerons la classe
fondamentale, notée [X] , de la variété X ([5] et [6]).

- S1 on compose le projecteur H*(X) - Hn(X) et 1'isomorphisme Hn(X) - 7 défini
par l'orientation de X , on obtient un homomorphisme

Ar HY(X) » 2 ;
pour a € H'(X) » A(a) s'appelle la valeur de a € H'(X) sur 1a classe fonda-
mentale d'homologie [X] € Hn(X) » et se note souvent {a , [X]) o Cette termino-
logie et cette notation se justifient dans le cadre d'une théorie de 1thomologie

des variétés ; mais la définition de A(a) qu'on vient de donner évite cette
théorie de 1'homologie.

3¢2. - Désignons encore par A 1'homomorphisme prolongé du précédent de
Hn(X Q) dans Q « On a alors le théoréme suivant (sans démonstration)

N
THEOREME 3.2 (dualité de Poincaréd). — Soit X une varidtd compacte, connexe,
orientée, de dimension n . L'application composée $

ot X;Q i (X 5 Q) cup-produit interne s X5 Q) A Q

est une forme bilindaire non dégéndrée sur le produit des espaces vectoriels
H (x Q et Bl [5].

ut (X ;9 et g1 (X 5 Q) sont donc des espaces vectoriels en dualitd $ en
particulier leurs dimensions (finies car X est compacte) sont égales ; en par-
ticulier, la caractéristique d'Euler-Poincaré y(X) (= S(- l)i diuh Hi(X ; Q)
de la variété X est nulle si n est impair.

3. 3. ~ Revenons aux notations de 3.1, et supposons X différentiable de
classe C » On voit aisément que le choix d'une orientation de X équivaut au
choix d'une orientation du fibré tangent T(X) (une carte définit un homéomor-
phisme d'un voisinage de O dans Tx(X) sur un voisinage de x damns X , d'od
une bijection Hn(T x) , T (X) ~{o}) swr H'@X,x-{2} qui ne change pas
si on remplace la carte par une autre carte compatible aveec ltorientation).
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o2}
S

THEOREME 343s = Soit X une variété compacte, connexe, orientée de classe O
et de dimension n ; mmissons le fibré tangent T(X) de X de l'orientation

induite par celle de X ; alors @

Xp(x) = XX x [X] (efe [5]) .

4o Classes de Cherne.

4.1, - On se propose d!attacher & tout fibré vectoriel complexe E dont la

base X est paracompacte (la dimension des fibres n'étant pas supposée néces-

sairement constante) des classes de cohomologie
oy (0 € B (X 5 2)
jouissant des propriétés suivantes

1° Fonctorialité vis-a&-vis des morphismes stricts (si f ¢ E -+ E! est un mor-
phisme strict de fibrés, induisant une application g : X - X! de leurs bases,
on a ci(E) = g*(ci(E')) pour tout i) 3

81 E=Fe ly (ou 1, désigne le fibré trivial de dimension 1 , de bass

~

X ), alors ci(E) = ci(F) pour tout i 3

3° Si la dimension des fibres de E est constante et égale & n , alors

n)szR ’

classe d'Euler du fibré rdel E_  sous-jacent & E , muni de l'orientation défi-
nie par la structure complexe des fibres.

4 S
THEOREME 4.l. - Le probléme précédent admet une solution et une seulees Les
ci(E) "s'appellent les clagses de Chern du fibré E . On a

co(E) =13
c; (E)

ci(E) =0 si toutes les fibres de E sont de dimension < i .

O pour i >0 si E est trivial ;

Pour la démonstration, voir Appendice 2.
On notera c(E) 1la somme 2 ci(E) e H*(X) , tout au moins lorsque la dimen—

sion des fibres de E est bornde (si elle ne 1'était pas, c(E) serait un é1é-
ment de

@ = 1 5 ) .

v
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442+ Classes de Chern d'une somme directe externe ou interne. >

THéOREPE 4¢2+ = S1i E et F sont des fibrés de base X et Y respectivement,

-~

on a

(4.241) cEoF =c(@E) ucl el X xY)

“e

si de plus X=Y,o0n a
(462.2) c(E oy F) = ¢(E) ec(F) .

Pour la démonstration voir Appendice 3.

Remarque d'ordre général & propos de cet exposés = On pourrait rédiger cet exposé
dans le cadre de la cohomologie de 5ech, au lieu de la cohomologie singulidre. Pour
la cohomologie relative H*(X ’ A) s, on se borne au cas ou 4 est ouvert, et au cas
ot A est fermé (en supposant X paracompact dans ce dernier cas). Le théoréme

d'isomorphisme de Thom=Gysin et la suite exacte de Gysin sont encore valables ; on a

notamment une "classe d'Buler® en cohomologie de Cech. Bien entendu, pour une varié-
té compacte, la cohomologie de Jech cofncide avec la cohomologie singuliére. Enfin,

la caractéristique axiomatique des classes de Chern (théordme 4.1) marche aussi ﬁien
en cohomologie de éech.

Agggndices

Appendice 1 : Cup-produits.

a. Cup~-produit interne

Soient (X , A) une paire d'espaces topologiques et G un anneau commtatif.;

on définit une application bilinéaire de
P, r;0 x5B3@, ;0 87,550

appelée le cup-produit interne [1]. 81 a e H'(X , A 3G et be X, a0 ,
on note a.b le cup-produit interne de a et de b . Cette opération définit
une multiplication dans H*(X , A3 G) , appelée et notée de la méme maniére. Le

cup-produit interne jouit des propriétés suivantes :

*
L. Fonctorialité, -S1i £: (X' ,A') » (X, 4 ,ona V aeH (X, A; G)
V ber @ , A, 0

£%(2) .£*(b) = £*(a.b) ;

2. Associativité. — Si a , b , ¢ sont trois éléments de H'(X , A 3 G , ona




410
(2eb)ec = as(bec)

1]

3. Anticommitativitd., - Si ae H'(X , A ;0 et reHX ,A30) ,ona

b.a = ("‘ 1)m a.b .

*
HX,A; G estmni, par le cup~produit interne, d'une structure d'anneau.
Si G est unitaire et A vide,

* . *
H(X9A5 ) =H (X 5 G

est de plus un anneau avec élément unité 1 € H°(X 5 G) .

be Cup=produit externc.

Soient (X , A) et (Y, B) deux paires d'espaces topologiques.

On définit une application bilindaire

PE,A;60 <8 @F,B;30 >HF9XxT, AxY) vExB ;0

appelée le cup-produit externe. Si a€ H'(X , A3 G et be i ,B30 ,
on note &~ b le cup-produit externe de a et de b . Cette opération s'étend
aux H® et jouit de propriétés analogues 4 celles du cupeproduit interne. Les
deux oup-produits sont 1ids par la propriété suivante : Supposons que le cup-
produit externe de a € HP (X sy 3G etde be H3(X , A 3 G soit défini, et ‘
soit A 1ltapplicationde (X , A) - X xX, (A xX) u (X x A)) définie par
A® = (x, ¥ 3 alors

[N

A*(a ~ b) = a«d ¢

ce Cup-produit mixte.

Considérons le cup-produit externe
P , ) x H3(X) » BP9 x X , A x X) R

et soit A 1'application diagonale de (X , &) dans (X x X , A x X) . Le cup-
produit mixte de a € HP(X , &) et de b e HY(X) est 1%élément, noté a.b , de
HP*3(x , A) 4éfini par a.b = A*(a -~ b) . Le cup~produit mixte s!étend aux 8 g
ot est fonctoriel. H' (X , A) est alors un H*(X) -module & droite (on pourrait
aussi définir sur B (X , A) une structure de H*(X) -module & gauche). De plus
le cup-produit interne et le cup-produit mixte sont 1iés par les propriétés sui--
ventes : soient i 1'inclusion X c (X, &) , j 1'inclusion A cX , et 0
1'opérateur bord H*(A) - H*(X , A) , on a alors les formules suivantes

V aen*(x,n , beu'® , ceH (X, N,

i*(ab) = i*(a) b, 8.1 ¢ = ac , d(a.j* v) = da.b .
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En d'autres termes O et i¥

sont des homomorphismes de H*(X)-module & droite
E 3 N o sy 2
(H (X) opérant sur H™(A) per 1'intermédiaire de 3* ). La deuxidme propriété

signifie qu'on a le diagramme commutatif -

H*(X , A) x H*(X , A) cup-produit interne

7). B¥(X , A

*
id x 1

Y
H (X, ) « B (%) .

Appendice 2 : Uniciti et existence des classes de Chern.

On se propose de démontrer le théoréme 4.l. Il suffit de le prouver lorsque la
dimension des fibres est constante ; en effet, dans le cas général, il existe une
partition de la base X en ouverts X n tels que la dimension des fibres au-
dessus de X  soit égale & n ; d'aprés l'axiome de fonctorialité, la olasse
c;®) est alors l'unique élément de K- (X) qui induit, dens HZi(xh) , la
classe c; du fibré restreint au-dessus de X, e

Démonstration de l'unicité. Tout d'abord, on a ci(E) =0 si i>n, n dési-

gnant la dimension des fibres ; en effet, soit F 1le fibré trivial de base X ,
4 fibres de dimension i - n ; d'aprés l'axiome 2 (appliqué i = n fois), on a

ci(E) = ci(E &y F) 3
d'apres l'axiome 3,
ci(E ey F) =XE®XF = Xg*Xp (ef. 2.3) 3
or Xg = O puisque F est trivial de dimension >0 . D'ol ci(E) =0 comme
annoncé.
5§ E est un fibré de dimension 0 , on a
co (E) = XE =13

1tunicité des classes de Chern est donc prouvée pour les fibrés de dimension O .°
Procédons maintenant par réeurrence sur la dimension n des fibres, en supposant
qutelle soit prouvée pour les fibrés de dimension n - 13> 0 , et que c, ® =1"
pour tout fibré F de dimension n -1 .81 {E, X, n} est un fibré de dimen—
sion n , on a le diagramme commtatif
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B v o —L 5@ >E
n" n! n

v : * V

B* id g¥p=nE 4

oy n" et f sont définis par n"(s , 2z) =s, f(s, z) =zs (mltiplicatioch
par le scalaire =z dans chaque fibre). L'application f est injective, et liné-
aire sur chaque fibre j; puisque la base X est paracompacte, le sous-fibré image

de f admet un supplémentaire E! (de base E* , & fibres de dimension n -1 ).
De plus on montre sans difficultd que l'espace E* est aussi paracompact. D'ol

* *
c; @) =c;(p E) =p (e;(E))
en vertu des axiomes 2 et 1. Or

¥ FEY - @

est un isomorphisme pour r < 2n -~ 2 , en vertu de la suite exacte de Gysin. On

a donc nécessairement
ci(E) = (p*)-l ci(E') pour i<n-1 .

Ceci montre 1l'unicité des ci(E) pour i< n, et le fait que co(E) =1, De
plus, 1'axieme 3 définit cn(E) , et on a vu que °i(E) =0 pour i>n, L'uni~-

cité est donc prouvée.

Démonstration abrégée de l'existences = La démonstration de 1'unicité conduit

4 définir les ci(E) par récurrence sur la dimension des fibres de E o I1 reste

4 vérifier que les ci(E) ainsi définis satisfont aux trois axiomes voulus. On

laisse cette vérification au lecteur, & titre dtexercice.

Notons que la relation ¢(E) = 1 pour un fibré trivial E résulte de l'axiome
3 et du fait que c(E) = 1 pour un fibré de dimension O .

Remarque. - L'existence et l'unicité des classes de Chern ae prouveraient e
sans supposer la paracompacité de la base X , & condition de remplacer 1'axiome
2 par 1l'axiome plus fort :

2'¢ Si on a une suite exacte de fibrds (de méme base X )

¢ - 1C -E~-F-~>0, ’
alors c(B) = c(F) .
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Appendice 3 ¢ Classe de Chern de la somme directe de deux fibrés.

On se propose de prouver le théoréme 4.2 dans un cas particulier, celui ol les *al-
ic w
gébres de cohomologie H (x H g) et H (Y 3 Q) des espaces de base sont des Z-
nodules libres, de type fini en chaque degré. Alors l'application

B (X) @ B (Y) » I (X x Y)

définie par le cup-produit est bijective. C'est méme un isomorphisme d'elgbres
gradudes, a condition de définir sur H (X) ® B*(Y) 1a structure multiplicative que

voici ¢
(a @ 1b)e(a? ®pt) = (= 1)P2 (aat) 3 (bb?) ,

pour a' homogéne de degré p , et b homogdne dc degré q .

Démonstration du théoréme 4.2. — On va prouver les relations (4e241) et (4.2.2)

par réeurrence sur la somme des dimensions des fibres d¢ E et de F $ si ces
dimensions sont nulles, il n'y a rien & démantrer. Suppossns les relations prou-
vées lorsque la somme des dimensions est <N , et soient E et F deux fibrés®
de dimensions n et p respectivement, avec m + p =N . On va prouver (4.2.1),
d'ol (4.2.2) résultera ensuite en observant que FE &y F est induit par E@ F ~
sur le diagonale X de X x X .

Si E=E! e 1o (E' de dimension n - 1), la formule (4e241) est évidento,

car

c(E @ F)

I
i

c((E! ®X1) @F) =c((E' 9 F) @XxYl)

=cE' @ F) =c(E') uc(F) =c(B) ucl(F .

Id Ié . * . ’ . I d 3
En général soit El -» B le fibré, image réciproque de E $x par 1ltapplication

~~

* *
@t E +X (@ =alE) ; on sait que E, se trivialise en Et' @ . 1o » d'od
E
c(B, o F) = c(El) v c(F) :‘-at c(E) uc(P

= (@, x 1Y)* (c®) ue(®) ’

\ *
ou alle: E- xY¥Y->Xx Y. Mais le diagramme
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E;jeF >EeTF
\V/ o, x 1 \4
E¥ ey — - T o Xy
montre que
*
c(EleF) = (oy = 1Y) c(E @ F) .

Comparant les deux relations obtenues, on trouve

Oy x 1% (©E ve®) = @ x 1P c®OF) .

Soit
u=cEeF -c() vc(h) .
On vient de montrer que (al x lY)* u=0.
ad x 1

Considérons le fibtré E x Y ——> X x Y , fibré vectoriel de dimension n j

*
E x Y est le complémentaire de sa section nulle. La suite exaecte de Gysin appli-

Ve \ ’ . *
quée & ce fibré (ef. 2.2) et la relation (%, x lY) u=0 montrent que u est
dans 1'idéal de H*(X x Y) engendré par la classe d'Euler XE‘Y o Or le diagramme

b ]

commutatif

pry
ExY S E
lCX. X lY [0}
\' pr, v
IxY >X

*
montre que Xp vy = PFy Xg ° Ainsi u appartient & 1'idéal de g (X x ¥) engen-
dré par 1'image de X € H(X) par
pr"l‘ : H@ - B*E x 1) .

De mfme, u appartient & 1'idéal engendré par 1'image de Xp € HP(Y) par
pr; : H¥(Y) - H*@X x Y) .

Si on identific ltalgdbre -H (X x Y) 2 1%algdbre B (X) ® H (Y) , on woit quo
u appertient a
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(% BY(X)) ® B¥(Y) ot a B¥(X) ® (P E(Y)) ,
q2n n2p

donc a

(D 54(x)) @ (D #8(v)) .
0 2P
Par suite u est de degré >n+p=N.0r u est de degré g N, et sa
composante de degré W est

XEeTF) -xE vx(® .
qui est nulle (cf. 2.3)e Donc u=0 .

Ce Qe Fo Do
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