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lée annde, 1963/64, n® 15 24 téyrier 1954
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L'objet de cet exposé est de présenter une autre définition des groupes de
Grothendieck K(X , A) considérés dens l'exposé 3, mieux adaptée 3 1'étude des
structures multiplicatives, et susceptible de nombreuses applications (cf. [i],

[2] et [3]).

1. Une généralisation de la notion de "fibré-différence".
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Nous reprencns les notetions de 1'exposé 3 ¢ X désigne un espace compact et
A un sous-espace fermé. Mous allons associer & tout objet formé dlune suite

By 5 oee En) de fibrés sur X et d'une suite exacte
a a a

B BISANG ;) w-_;’l.‘a- n-1
(1) O =3 Byl =5, Pees T B s T By — O
un élément d(EO s By eee B A, ey, an-l) € K(X , 4) de la fagon
suivante : la suite (1) se "casse" en petites suites exactes
a
2 A : L
(2) 0 — 24, — Lr‘ﬂ — L., 0,

olt Z, désigne le fibré (sur 4 ), noyau de a. - En scindant chaque suite (2),

on obtient des isomorphismes

A

[ K
"E E2k+111’«. — Zr

p

oo
i

'321:]:;. = I

dont les classes d'homotopie sont independantes des scindages choisis, car deux

'l n + it - 3 ° .
scindages sont "homotopes” (en effet, si o, et Ta Zr+l —— ErlA sont

deux relévenents de a., alors to_ + (1 - t)'cr est aussi un relévement de a
pour tout te€ [0, L] ).

Adnsi a = A~ B est un isomorphisme
AN x -
\’P; B S — $1 E2k+1IA
dont la classe d'homotopie ne dépend que de la suite (1). D'aprds 1'exposé 3, il
définit un élément 4 {}% Toy s 6_&:

'S

'Q_»"‘. ) ° ] a
el 3 a) qu'on noter
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Pour n =1, c'est 1'¢léent d8jd défini dans 1l'exposé 3, ce qui justifie la no-

tation. On vérifie ssns neine 1l: proposition suivante :
PROPOSITICH 1.
1981 f est une eprlication continue (X' , i') ---» (X, &) , alors

a((£F =), (Fa)) = al,) @) ;

e dAE,, ..., Bosa , eee an_l) ne dépend que de la classe d'homotopie
e a o a_ . 2
de ( o’ ’ n-l) ’

3 ;

3°98i f est 1'applicstion canonique (X , f) —-> (¥, &),

Ay, @) =2 Db aE)

1

X
I

en notant d(Ei) 1tinege de =, dens K(%)

4° 5i on peut prolonger les o au-dessus de X de manieére que la suite

oLo : al aﬂ-l
O e T = 1 cmn ... == B e T >~ 0
0 1 n

soit exacte, alors d((z,) , (ai)) =0 ;

50 A(Z; By , (ag o)) = a((E;) , (@) + (), @) ;

6° d(0, E , 3., oo ,E 30

o 1 5 n 9 see QO

a
> 7o

n-l)

= - d(E s £ s« oo a
(O’ ’n)o’ b

2. Une sutre définition de K(i , a) .

Ce qui précide conduit & une autre définition. Pour chaque paire (X , &) (ol
X est compact, et . fernmé dans I ), considérons la catérorie C(X , .) dont
, B, «..) de fibrés
n

de base X , nuls pour = assez srend, et d'une suite exacte
a a a

o = 1 n
— N ———3m 445 m——tm —— oo

oli Ijna
les morphismes ((T.) , (@.)) —— ((E!) , (a!)) &tant les suites de morphis-
i i i i

mes Ei B Qﬂ commutent avec les ai et les a! au~dessus de 4 . L'ensemble
i

les objets sont les couples formés d'une suite (?0 y see

0 --> E

Enlﬁ

I(X , ~) des classes d'isomorphie d'objets de C(X , 4) est un monofde commutatiX
(pour 1'addition définie p-r la somme de Whitney sur X ). Ce monoide I(X , %)
dépend fonctoriellement du couple (X , 1) . En particulier, on a un homomorphisme:

de restriction I(X , X) ~—= I(X, 1) . Posons

L(X , &) = Coker I(X , X) —=> I(X, &) .
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On rappelle que si on a un morphisme £ @ I' -—-=> I de monoides commtatifs,
notés additivement et aysnt chacun un élément neutre, le conoyau de f est le quo~

tient de I per la releation d'écuivalence
R(a , b) <= 3 ce I' tel que a + flc) =b + f(c) -

L(X , A) est un monoide comrutetif dépendant fonctoriellement du couple (x , A) .
On a un homomorphisme évident £ 3 K(X , 4) — L(X, A) . D'autre part, 1'eppli-
cation qui, & ((Ei) , () e C(X, &) , essocie d((Ei) , (ai)) , définit, par
passage au guotient, un homomorpiisme

x ¢ (X, A - KX, 4

I1 est cleir que y o 2 est 1l'identiti de K(X , A) ; donc 1'application U est

injective.

‘, -‘\ o T > 3 T - s 3
TH O 1. - L'application % ¢ X(X , 4) —— L(X , A) est un isomorphisme, et

e i e o -

per suite, L(X , A) est un sroupe commtatif.

e e e s s~

I1 sufrit de montrer que € =st surjective. Nous dirons qu'un objet
1

((2,) 5 (@) € C(X , A

™

° \ e ‘
est de longueur <n si %, =0 pour 1> n ; nous noterons CP(X , A) 1la sous=
cetégorie de C(X , A) formée des objets de longueurs £ n , In(X , A) 1l'ensen-
ble des clesses d'isomorphie d'objets de Cq(X , A, et

L (X, 4) = Soker (_Tn(x y L) e In(X , A)

On a
o, A =K, A

D'sutre part, 1'inclusion Cn(X , A) —= C

tht Ln(X s A — Ll

m_1(}1 , A) indvit un homomornhisme

(X , A) ; et il est clair que L(X , A) s'identifie & la
limite inductive des Ih(X , A) suivent les P et ¢ s'identifie & 1'homomor-

phisme canonique de X(X , A) =7, (X, #) dans la limite inductive. Nous ellons
montrer que, pour tout n> 1 , 1'application tn est surjective, ce qui entrai-

nera la surjectivité de ¢

Pour E e Cn+l(X , A) , nous noterons [E! son image dans Ln+l(K , A) per

1'zpplication cenonique Cq+l(X , A)  — Lq+1(X , A) . Donnons-nous
L 1

4

ve L (X, 3)

et choisissons T € Cn+1(X , 4) telque [B]l=u.Ona [E]=[C"], ob



U oo T e b T e E | B e 0eo a % 1 a o 0) .
E (Eo ’ s Pall T Tntl 0 Th ntl > Tan+l 7 7o ? ' Tpal ’ Tn )

! i e 0 s E ek . e ge e n homnonor-
L'homomorphisme o (_J_:l n+l)lA > B 1|a S prolonge en un honomor- .

3

phisme surjectif au-dessus de X ; en effet, a - se prolonge en un homomorphisme
au-dessus de X , qui est surjectif =su-dessus d'un voisinage U de 4 ; si
¢ est une fonction continue sur X , & valeurs dans [0, L] , égale & 1 sur 4 ,

& support dens U , l'homomorvhisme f défini par

H
b

= ¢(x) a, + (1 -9(x)) i

(ol iX désigne 1'spplication identique de le fibre de Ed+l au-dessus du point

x € X ) fournit le prolongement chercné. Donc, quitte & remplacer E par E'!' , on

peut supposer E choisi de fagon que a_ ¢ El —> E

n 1A n+l lA

o <& 3 ~

homomorphisme surjectif @ s E  — B au-dessus de X .
- L

La suite a

n

0O ey 2 == E —= & — 0
n n n+l

se prolonge en un

est exacte ( Zn désignant le noyau de a% ), et elle se scinde au-dessus de X H
soit F_ un fibre supplémentaire de Z, dems E_; alors E est égal & la somme

des deux objets

(Eo s see 5 E , 4,05 a

et

(0 0

) 60 o

s By s By 30, wn , 0, 0),

ce qui démontre 1l'assertion. Le théorime 1 est donc prouvé.

3. Produits.
Ldmettons provisoirement le lemme suivant, qui sera démontré plus loin (§ 4) :
LEMME. - Soit B = ((Ei) , (o)) € Cn(X , A) . Le complexe acyclique

a a
0 n-1
0 — Eol._[{ —Se ol EnlA — 0

se prolonge en un complexe (non nécessairement acyclique) su-dessus de X :

~ ~
o a
0 —~—> B —» ... ——% E > 0
0 n
(on doit donc avoir §i+1 ° &i =0 pour O<ign=~-2). Deux tels prolongements

sont homotopes, c'est-a-dire sont isomorphes aux restrictions & X x {0} et
X x {1} d'un complexe au-dessus de X x I , égal & EI“ x I au-dessus de A x I

( I désigne toujours le segment [0, 1] ).
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Ce lemme étant admis, donmnons-nous des éléments E e C(X , &) et Fe C(Y, B)
(ot Y est un espace compact, et B un sous-espace fermé). D'aprés le lemme, on
peut supposer que L et T ont été prolongés en des complexes au-dessus de X
et Y respectivement. Ces complexcs Stant acycliques sur A ot B roeocpectivement,
lc produit tensoriel externe E @ F est un complexe acyclique au—dessus de
(AxY)u (XxB) =¢C

(cela résulte du fait que, en chaque point (x , y) € X x Y , 1'homelogie du pro-
duit tensoriel de deux complexes d'espaces vectoriels est canoniquement isomorphe
au produit tensoriel de leurs howmologies). La restriction de ce complexe au-dessus
de C définit donc un élément de C(X x Y , C) dont la classe d'homotopie, d'a-
prés le lemme, ne dépend pas des prolongements choisis. On définit ainsi par pas-
sage aux quotients, une application lindaire

L(X, A)&«L(X,B) — LExY,C).

D'aprés le théoreme 1, elle se traduit par une application lindaire

¢ s KX, A) eK(Y,B) —s KX xY,C).

PROPOSITICN 2. - L'homomorphisme ¢ est naturel ; lorsque A et B sont vides,

\4
il coIncide avec la multiplication définie dans 1'exposé 3 (§ 4).

C'est évident & partir des définitions.
Application. - Supposons donnés un élément de K(X , &) et un élément de
K(Y , B) , chacun d'eux dtant défini par un représentant s

E = (B

o By a) 6‘01(X , 4, F = (F0 » Fyos B) e CI(Y , B) .

Nous allons, au moyen de ce qui précdde, exhiber un représentent de
¢ (x([E]) & x([F])) dans CLXxY, (4xY)u (X xB)) .
Pour cels, prolongeons a et B en des morphismes (encore notds o et B ) au-
dessus de X et Y respectivement ; formons le produit tensoriel
EsFe»CZ(XxY, (i x Y)u (X xB)) ,

défini par la suite

M

0—E_ s F_ (asl)e(Top) (2, 87 ) o (E_oF,) ((L)sPlofsl) E, o F} —0

[

qui est exacte au-dessus de (A x Y) u (X x B) . Supposons que les fibrés soient

munis de structures hermitiennes (dans le cas complexe), resp. euclidiennes (dans
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le cas réel). C'est toujours possible, puisque X et ¥ sont compacts. Posons
y,=(@aI)e (Iap), vy, =((-I)ep)e (@el),

G:E g F

o~ "o o G, = (B #F)e (E eF), G, =E; & F

2 1’
Plagons-nous par exemple dens le cas complexe (hermitien). On a un scindage natu-

rel de E @ F , & savoir
G, = Im Y, + Ker Y (o Y, @ésigne l'adjoint de Y, )-
Soit s un relévement de Y, au-dessus de (X xB) w (A xY); 1l'objet

(GovaG G yoes)ec:l(XxY,(XxB)uz(Axy))

1 5
est un représentant de ¢([E] e [F]) . Or 1'objet
i *
(GOQGZ,GI,YO@YI)
est un représentant égquivalent (et ne faisant pas intervenir s ).
En effet, le diagremme suivant est commtatif
YY)
o '1
(GOeGZ)lC —_—— G

1|c
N

Iel /[ Ie(Y’l;o\{l) (ot C = (X x B) u (A x Y) )
Y. es

0
(€, 0 &) g — Gy
Or Yt oY, estun opérateur hermitien positif, donc homotope a 1'identité 3 donc

I (YT o Yl) se prolonge en un isomorphisme au-dessus de X x Y (exposé 3,
lemme 3). Les deux objets considérés sont donc isomorphes. En résumé, on peut pren-
dre pour représentant de ¢([E] e [F]) 1'objet

(B, «F)e (B, eF ), B T )o (E oF)svV,
'
asl (-I)s ;3*\\

Iep o eI )
AN /

ot y est défini par la matrice

4, Démonstration du lemme.

Soit aa_l un prolongement de O au-dessus de X ; &ﬁ_l est surjectif o

dessus d'un voisinage Un_1 de A . Posons

Loy =Ker % gy
n-1
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Zn_1 est un fibré au-dessus de Up_1 , et on a une suite exacte
a 1
O P Z PR E .—E:—) E —— O °
n-1 n-11U, nlU

On construit per récurrence une suite décroissente de voisinages Ui de A, de
. " ~ -
fibrés Zi au-dessus de Ui , et de prolongements oy de o au-dessus de Ji ,

de facon que les suites -~
a,
: i .
O—-——>Zi-——->-Ei‘Ui————>Ei+1‘U. —_ 0 (0gign-1)

soient exactes. Il existe donc un voisinage V de A (per exemple Uo ) tel que

le complexe acyclique donné
a a

i 0 n-1
O — EOIA — oo — Enl[{ — O

se prolonge en un complexe acyclique au-dessus de V 3

~ ~
o Q.
[o) N1

O A EO‘V —— soco R E lv- —cndm. Oo

Soit alors f wune fonction continue sur X , & valeurs dans [0, 1], égale &
1 sur A, et & support dans V . Le complexe

f&o fa )
0 — Eo > El S eee ——— En — 0

existe au-dessus de X et prolonge le complexe acyclique donné. Ceci démontre
la premiére partie du lemme.
Notons p la projection X x I —— X , et posons p""E:.L = Fi . Supposons

qu'on ait, au-dessus de la réunion

Xx oD wEx{1Duw(dxI),

un complexe 5
0 > F > F — ... —33:L> Fn — 0,

dont la restriction & A x I soit acyclique, et tel gque, pour 0£Lig€n=-1,
Bs (x , t) soit indépendant de t pour x € A . I1 s'agit de montrer 1l'existence
d'un prolongement de ce complexe en un complexe au-dessus de X x I . Prolongeons-
le d'ebord au-dessus de

X x [0, 1/4]) v (X x [3/4, 1]) w(ax1)
en posant

("E'(x, t) = py(x, 0) pour Ot < 1/4 ,
ﬁl(x , t) =p;(x , 1) pour 3/4gt<t .

11 existe un v0131nage U de A (qu'on peut supposer fermé) tel que ce complexe
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soit acyclique au-dessus de
(Ux[0,1/4]) w(Ux[3/4, 1]) u(hx1);

d'aprés la premiére partie de la démonstration, on peut donc le prolonger en un
complexe au~dessus de U x I . Soit alors f wune fonction continue sur X x I ,

4 valeurs dans I , égale & 1 sur
(X x{O})U.‘ (X x{l})u)(AxI) R

et & support dans
V=& x[0, 1/4])u X x [3/4, 1]) w (U° x 1)

(ou g° désigne 1'intérieur de U ). Le complexe défini au-dessus de X x I par
/, Yi(X )

Yi(x,t):o pour (x , t) &€V

fﬁi(x , t) pour (x, t)e V

prolonge (2), ce qui achdve de prouver la deuxidme partie du lemme.

5. Quelques remarques sur la structure multiplicative.

a. La multiplication définie au § 3 est associative ; cela résulte de 1l'asso-
ciativité du produit tensoriel des complexes de fibrés.
LW
b. Par 1'application diagonale (dans le cas oh Y =X, B =A ), on obtient
une multiplication interne
KX, A) « K(X , A) —> KX, 4)

qui fait de X(X , A) une algébre associative et commitative (le commtativité ré-

sulte de 1l'isomorphisme canonique de E 8y F sur F By E, lorsque E et F sont

deux complexes).
c. De maniére anelogue, 1'application diagonale induit une multiplicetion

K(X) @ X(X , A) — K(X, &),
qui fait de K(X , A) un module sur l'algébre K(X) . On peut interpréter cette
mltiplication comme suit : si A € K(X) est représenté par un fibré E de base
X,etsi aeK(X, A) est représenté par un objet ((Fi) 3 (ai)) «CX , 4),
alors Aa est représenté par 1l'objet ((E w Fi) s (Tea.,)) eC(X, A) . On re-

i
trouve donc la multiplication définie déjd dans 1'exposé 3.

-

d. Ie produit externe
¢+ KX ,H) eK(Y,B) —s KEXxY,C, ot C= (X xB)u(AxY),

est compatible avec les structures de moddles de K(X , A) et K(Y, B) sur
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K(X) et K(Y) respectivement ; autrement dit, on a la formule
e((Aa) & (o) = Ap(a & b) ,

qui résulte facilement des remargues précédentes.

6. Propriété multiplicative du caractére de Chern.

PROPOSITION 3. - Le diagramme suivant est comumtatif

K(X , A) « K(Y , B) ———— K(X xY, C)
i chech ’ ch
H(X , A) & H(Y , B) LoXterne. ux Y v, o),
oi C désigne (X xB) u(AxY), et H(, ) est une abréviation pour la coho-
mologie relative HYoT(( » ) 3 Q) & coefficients rationnels.

(Cette propridté multiplicative avait été établie dans 1l'exposé 6 pour le cas ou
A est vide.)

Démonstration. - Grice aux isomorphismes

K(X/4, a) ~ K(X , A) , K(Y/B , b) ~ K(Y , B) ,

il suffit de faire la démonstration dans le cas o A et B sont réduits 2 des .
points a et B (raisonner comme dans 1'exposé 6). ’
Dans ce cas, C =Xv Y,

On a le diagramme

KX, a) « K(Y,b) — KX xY,XVvY —> KEXxTI)

l chech l ch J ch
*

H(X , &) e H(Y , b) —> HX x 7, Xv ¥) —s HE x 1)

Le carré de droite est commutatif, & cause de la fonctorialité du caractére de
Chern. Le grend carré est commutatif, & cause de le multiplicativité du caractére
de Chern dens le cas ebsolu. De plus, £ est injectif, & cause de la suite
exacte de cohomologie

(X x ¥) —% H'(XvY) —s pt

f* ‘ Hn+1

(XxY,XVY)m-—-& (XXY),

et parce que « est surjective pour des raisons fonctorielles. L'injectivité de

* . , . 2 .
f  entraine alors la commutativité du carré de gauche, ce qui établit la propo-

-

sition.
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7. Remarques sur les classes de Chern et la cohomologie de Cech.

Pour tout espace topologique, notons ®(X) 1l'ensemble des classes d'isomorphie,
de fibrés vectoriels de base X (cf. exposé 3). Dans l'exposé 4, on a défini les
classes de Chern comme morphismes du foncteur contravariant ¢ dans le foncteur
H( |, g) ; ces deux foncteurs sont des foncteurs contravarients de la catégorie
des espaces paracompects dans la catégorie des ensembles. En fait, la théorie des
classes de Chern dlun,fibré vectoriel de base X se fait aussi bien dans le cas de
la cohomologie de Cech que dans celui de la cohomologie singulidre : la théorie
axiomatique qu'on en a donnée veut dans chacun de ces deux cas. Si on note ¢ 1la
classe totale de Chern & valeurs dans la cohomologie singuliére, et ¢ la classe
totale de Chern & valeurs dans la cohomologie de 5ech, ona c=fe &, ou f
désigne le morphisme classique de la cohomologie de Cech dans la cohomologie sin-
gulidre ; en effet, fo ¢ satisfait aux propriétés axiomatiques de la classe to-

tale de Chern en cohomologie singulidre.

I1 résulte de 1a que la connaissance de & détermine c , et par suite que les
classes de Chern & valeurs dans la cohomologie dz Sech sont plus intéressantes que
celles & valeurs dans la cohomologie singuligre. En fait, le théoréme d'isomor-
phisme du caractere de Chern qu'on verra dens 1'exposé svivant n'est valable qu'en

. v .
cohomologie de Cech, si on désire qu'il soit vrai pour tous les espaces compacts.
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