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Séminaire CARTAN-SCHWARTZ 11-01
16e année, 1963/64, n° 11 27 jemvier 1964

L4
OPéRATEURS DE CALDERON-SYGMUND SUR LES VARIéTES

par Mme Juliane BOKOBZA

Soit X une variété C* , de dimension n , dénombrable & 1'infinie

On désignera par ((pi) je7 e partition C° de 1'unité subordonnée & un recou-
vrement dénombrable, localement fini, par des ouverts relativement compacts Ui
qui sont des domaines de cartes sur X et de trivialisation de tous les fibrés

mis en cause dans la suite.

. o [*] [} o
1, Définition de certains espaces de sections-distributions 3 0,0, &,8".

Soit E un espace fibré sur X & fibre vectorielle complexe de dimension finie
constante, de fibre-type & ; soit E* 1le fibré dual de E . On pose 3

[o]
0 (X ; E) =c°;(x ; E)
espace des sections ¢* A support compact de E ,
n « -
(Dt(X;E) =co(x ; BY oy t) _ca(x ,E @X

(% est 1'initiale de tordu ; Q, est 1l'espace fibré (sur X ) des n covecteurs

ct B

tangents complexes tordus) .

Soit Kj une suite exhaustive de compacts de X ¢ on introduit sur (D (X s E)
la topologie limite inductive des topologies suivantes sur

(o]
O X;E) = c;(x 3 E) ,
J J
soit ((pi) ieIK la famille finie des fonctions de la partition dont le support

j o [o]
rencontre Kj 3 ¢ variant dans Og (X ;3 E) , la topologie sur Oy (X 3 E) est
3 J

la topologie de la convergence uniforme des ¢ 5 ¢ , ainsi que de toutes leurs
dérivées, i e IKj , les dérivées étant prises par rapport & un systéme de coor-
données sur un voisinage du support de ¢ 3 °

Cette topologie sur @(x E) ne dépend ni de la partition (¢4 ) jeg » 1l de la
suite K, , ni des coordonnees choisies, les 69 (X 3 E) sont des espaces de
Fréchet fermés dans O(X 3 E) . “
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o]
Par définition ®!'(X ; E) est le dual fort de

0, ;B =0(x 5 B oy %)

clest l'espace des sections-distributions de E « Op note OD' X;E ) le dual
fort de © X 3 E) .

[e]
(D(X $ E) se plonge naturellement dans ®!'(X 3 E) de la fagon suivante : soit

n o]
a e 63(}{ 3 E) 394 ped (X s BY =0 ; BF ®y Q:) , on peut associer naturel-
lement & (@ , B) une sectlon C du produit tensoriel contracté de E par
E* & ol s soit
(o] o n
@, p) ,e0@;Ce) =0@x;% =00 .
’

On définit alors (a , B) = / (a, B) .

E,E

’

n ‘

Par ailleurs 63_:_) X3 E ) s'identifie canoniquement & X X3 B ey Qn) .
o]

(X E) et ®'(X ; E) sont réflexifs (ce sont des espaces de Montel).

On pose 5(X E) =C (X 3 E) espace de sections C de E

n
&y (x

o
On munit &(X ; E) de la topologie de la convergence uniforme des 9y © 5 et N

EY) = ¢®(X ; Qn)

“-e

(o)
leurs dérivées, icI, o€ &(X ; E) s : c'est une topolog:l.e de Fréchet, Par défi-
o]
nition 5'(X 5 E) est le dual fort de &, (X 5 E * ;" (X 3 E*) est le dual fort
o
de 2(X 3 E) .

2. Définition des espaces H JESE) et H::'omp(X s E) .

Soit T e O (X 3 E) et soit K € CO(X R) & support compact contenu dans un
domaine de coordonnées U (U3 U c R n)

Alors T¢ définit par transport une forme lindaire continue 'I’Té sur l'espace
des sections C a support compact du fibré trivial U x g* s cet espace s'identi-

fiant 3 0 (1) @ &* 3 'ﬁp est donc un élément de @ (iI) @&

On dira que la section-distribution T appartient a (X E) si,pour toute
pecC (X 3 R) & support compact contenu dans un domaine de coordonnées u,
l'image de To dans 0'(l) @ & appartient en fait & H°@) @ & . N

On désignera par H(p’l‘“s la norme de 1l'image 'cpT de ¢T dans Hs(ﬁ) ® & .
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On met sur Hi (X 3 E) 1la topologie de Fréchet définie par les semi-normes
T » “(pT“s qui peut en fait étre définie par le sous-ensemble des semi-normes
T - [lpy g

Cette topologie ne dépend évidemment pas des soordonnées choisies, & cause de

1tinvariance locale des H° par difféomorphismes (exposé n® 10).
(X 3 E) désigne le sous-espace des distributions & support compact de
1oc (X ; E) 3 cet espace sera muni de la topologie limite inductive des

HK (X 3 E) munis de la topologie induite par H (X E) .
J
On a les inclusions topologiques strictes suivantes
Q ]
. '
Q(X,E)chomp( E)cH (X,E) ctD X ; E) .

o] s s ]
En outre O(X 3 E) est dense dans Hcomp(x ; E) , : X3 E) , O (X;E)

[o} , n *. [o] o]
et £'(X ; E) . La dualité entre tD_b(X 3 E') et O'(X ;3 E) d'une part, ©®(X ; E)
n -~

et O' (X E*) d'autre part, définit naturellement une dualité entre les ensem-
] . -3 _
bles HJ (X ;E) et Hcomp(X E¥ @ Q"‘) alors H L& 5 E) est le sous

e

(o]
espace de ®'(X 3 E) constitué des éléments qui, en tant que formes linéaires

n
sur @, (X , E® , se prolongent continuement & H;(S)mp(x s E¥ g QE) .

3e Définition de a_l.oc (X3E,F; p) espace des opérateurs p-améliorants &

Soient E et F deux fibrés vectoriels complexes sur X , de dimension finie
constante, de fibre-type & et & .

Les opérateurs p—amellorants de E dans F seront les opérateurs continus

(o]
de O(X 3 E) dans (D'(X F) qui possédent les propriétés suivantes ¢

(i). Ils se prolongent en opérateurs continus 3

$1(X 3 E) » 61 (x

-e
-e

F)

o o
a'(x E) » &t (X

-e

F)

-e

-0+1
loc X ; E) » Hiog"' (X, F) pour tout s rdel ;

(ii). Ils n'augmentent pas le support singulier.
gu

Conséquencess - Ils se prolongent ¢
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(o] . (o]
O(X ;E)+0(X; F)
[«]
EE 3 E) -5 ; P
H (X 5 ) + H” l(x 5 F) .

L'espace des "opérateurs de degré p " est

ﬁoc(X;E,F;p)=aloc(X;E,F;p+l) .

4. Définition . de Ploc Xs;E,F3;p espace des ogérateu_:g_s_, de Calderon-Zygmund
d'ordre p de type local.

[} [o]
Soit A un opérateur continu de ©(X ; E) dans @'(X ; F) . On dira que
Aer (X E,F, p si:
8 Tefloc(X;E,F;p)

be V ¢ et Y fonctions c” a supports compacts dans un m#me domaine de
0 A~ [¢]
coordonnées U, l'opérateur (p) A(Y) de O(U) @ & dans O @) @ § , défini par
transport de () T(y) , appartient & T(U , p) & £(5 , 5) (condition locale).

D'aprés 1'invariance par difféomorphisme (exposé 10), il suffit que ce soit vral
pour des 'U,i recouvrant X .

Remarg_ues.
Si p>pts G(X;E,F;p)Da(X;E,F;p‘).
Si p2pt+1:s TX3;E,F;p) dod(X

we
=

-
=

we

he

N
-

Vp:G.loc(X;E,F;p)CI"loc(X;E,F;p)Ca X3sE,F;p+1).,

5. Définition du p-gymbole.

¥ (%) désigne l'espace cctangent de X privé de 1'image de la section nulles
gX , TF(X) 2 £E , F) , p) désignera l'espace des sections € de l'espace
fibré sur To (X) , image réciproque de £ x(& 3 F) par la projection T*@ + X,
dont, pour tout xe€ X , la restriction a T*(X) est une fonction positivement
homogéne de degré p , & valeurs dans SZ(Ex , Fx) .

Soit Ael, (X3;E,TF;p) etsoit (x,& e TH(X) soit ¢ une fonction
c® sur X telle que ¢(x) =1 , & support compact dans un domaine de coordon—
nées U 3

Soient a 1la carte choisie, U3 U et n et & les trivialisations choisies:
E‘un &, F‘u-» S « On note N, et Cx les isomorphismes induits par n et &
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sur Ex et Fx . Enfin &* désignera le vecteur de En représentant & dans
la carte a « Alors le p-symbole cp(A) de A sera 1'élément de

* .
X ,T.X) ,2E, F , p) défini par 3

OP(A) (x, & = l;;l o cpm (a(x) , E,u') ° My .

On sait que cette définition ne dépend pas des coordonnées choisies pour ¢
choisie (cela résulte du théoréme fondamental d'invariance par difféomorphisme
exposé n® 10). En outre elle ne dépend pas de ¢ , car on peut remplacer ¢ par
¢y dans la formule de définition, pour ¢ fonction c” a support compact dans
un domaine de coordonnées U' avec Y(x) =

6e Opérateurs différentiels d'ordre p (p entier >0 ).

Ce sont les opérateurs de 63(){ 3 E) dans o (X 3 F) de caractére local (exposé
1 et 2) qui sont en outre amdliorants d%ordre p (c'est-a-dire € 1o (X E, F;p))e
I1 est évident qu'ils vérifient la condition locale (b) s ce sont des operateurs de
Calderon-Zygmund d'ordre p et leur p-symbole colncide avec la restriction

4 r* (X) du p-symbole qui a été défini préeédemmente On a done défini une appli~
cation

o, : Fl.c(X sE,Fj3p) »eX, Tq:(x) ’ E(E/' F) P) .

Cette application est évidemment lindaire.

(4 8
THEOREME - o est surjective et son noyau est & X3E,F;p

06 (X3E,Fj5p) »I (X58,73)-Ba, ™) , L€, F ,p) »0.

Preuve.
A ——

1° Le noyau de o, est & . XsE,Fs;p) ¢

Tout opérateur p-améliorant a un p-gymbele nul évidemment. Réeiproquement soit
AeT, (X E,Fj3p) telque o (A) =0 3 montrons qu'il opére algébriquement
de H (x E) dens  HIP*(X 5 F) 5 sett Te Hy (X3 E) , soit ¢ fonction

c” a support compact dans U domaine de coordonnédes et soit ¥ Ffonction C &
support compact dans U qui est égale & 1 sur le support de ¢ ¢

QAT = QAXT + 9A(1 = X) T 3

or @A(L -~y T est C° (car A n'augmente pas le support singulier) et @Ay
est p-améliorant parce que son transformé dans la carte a un p-symbole nul ;
done
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QAT € H§;§+l (X3 F) et AT e Hi‘éﬁ*l X3 F) .

Comme Hi (X 3 E) est un espace de Fréchet, on en déduit que A opére contind
ment de HS (X E) dans Hi p+l (X ;3 ) (graphe fermé). Donc

€
Aed, (X E 5P .

20 op est surjectif ¢

Soit fez(X3;TR® ,LE,F ,p . ¢y £ est & support compact dans U, ;
~y ~
donce ¢y f a support compact dans 'ui se prolonge en le symbole d'un opérateur

de I‘@n s &4, 5, p) qu'on peut choisir & bisupport compact dans ﬁi et définit

donc un opérateur X, de T (ﬁi y &4 5, p) qu'on peut relever en un opérateur

i
Ay €Ty (X E, F, p) 2& bisupport compact dans Y .

De plus cp(Ai) = ¢; £ + Définissons alors A 3
[+} [e]
O(X 5 E) »0'(X 3 F) par A=24 .
i
Montrons que A € I‘loc(X sE,F3p etque o (A) =13

(1) A se prolonge continfiment de cJ (X 3 E) dans g X3P o

o

(2) A se prolonge continfiment de @r(x ; E) dans @t(x F .

wve

(3) A se prolonge continfiment de HS (X 3 E) dans Hs-P X3P .

En effet Ki envoie H® (U) @ & dans Hs p(u) ® 3, donc, par suite de 1l'ine
variance des H° par difféomorphisme local, A; envoie Hl oo (X $ E) dans

s-p (X F) , donc aussi A .
(4) A n'augmente pas le support singulier.
(5) La condition locale (b) est évidemment vérifide.

(6) Le symbole o (A) (x) = o ((pAcp) (x) si o(x) =1 et si ¢ est C° a sup-
port compact (dans un domaine de coordonnées) o

Or
(pA(p = :: (pA 4 P
supp cpnui;éﬁf

dtou @

A =2 D M— = .
o, (4) () P «(oa; 9) P 9; (0 £(x = £(x)
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7. Transposé.
[o}
Soit Ac Floc(x s E, F3 p); alors tA opére de O(X 3 F ey QE) dans

n

0 (X 3 E*¥ @, Q) « On va montrer que

®x ¢
t . ¥ n * n

AerlOC(X,F ®Qt’E QQt’p)
et que

b,y _ o )

A) = o (A

9, ( ) of

le symbole Vv est le changement de & en - § dans 1l'espace des co-vecteurs

tangents & X
fx,8 =f(x, -8, xeX, geT (B .

Il n'y a qu'a vérifier la condition locale ;3 or ¢ tlnp = t(\])A(p) et 1t'image dans
une carte conserve la transposition.
D'autre part op(tA) (%) = op((p tAcp) () ot o(x) =1 etod ¢ est C° & sup-
port compact dans U ; on a aussi
t b t"
0, ("8) () = o, ("(ehe)) (x) = o, () (%) ’

(o U est un domaine de coordonnées).

8¢ Composition des opérateurs.

Soient Al € rlOC(X H E ’ F ] pl) et A2€ rloc(x H F ] G H p2) L4

{OREME A eT, (X;E ) et (A, A) =0 (A)o0
THEOREME, - A2 1€ T ®35E, G5 py+p) &b °p2+p1 2 &) =%, 2)o pl(Al).
Preuvee = Evidemment A, A, € £

o b e E3E, Gsp 4P .

Vérifions la condition locale : soient ¢ et Y & supports compacts dans un
méme domaine U 3

Gh, A ¥ =9k, XA, ¥ + A (1 =X7) AL Y

oh X est C° a support compact dans U et ¥ = 1 dans un voisinage du sup-
port de ¢ , or A2(1 -)(2) A, YT est ¢ , done

‘PAz(l‘Xz) Al\l’ealoc(xiE ’ Gs3p), V .P

dtautre part :
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—— === N
9h, XX, ¥ = @Ay X XA Y €T, py +p)) @ £(6 , 8) .

Montrons que

Pz*Pl(A A) =0, (A) A (Al) 3

soit x € U domaine de coordonnées et soit ¢ fonetion ¢” & support compact

dans U avec ¢(x) =
T~
m

A6, B) = 50 o o oy by 9) (3, &) o
e e
= 0o © 0 up (B X XAy 9) (40 &%) o n,
-1 ":I-\ o == \ o}
=G o opz(cpﬁz ¢) (a(x) , &) o %, oh; 9) (@(x) 4 &) oy

~

o opz(q)' L, 9) (@@ , 8906 o6 9, Ay 9 @G 5 £ o,

It}

I

°92(A2) (x5 8 o %, ®) (x, 8

(o n, 6 et & sont les trivialisations choisies sur U des fitrés E , F, Gz)

9. Opérateurs elliptiques.

Ae I‘ (X E, F;p) estdit p-elliptique si son p-symbole est ipversible.

THEOREI"IE.
Ae I" (X E,F;p est p—-elli.ptique <> 3 Ale I'loc(X s FoE ;3 ~p)
tel que
MA=I,+C oy Ced (X;E,E ;0
et

AA' =TI, +D ob Dealﬂc(X;F,F;O) .

Preuve. - Soit I, 1'opératewr identique sur E : alors o (IE) est 1l'appli-
) *
cation de T (X) dans £(E , E) qui, & tout (x, &) eTr (X) s fait correspon-
dre 1l'identité de Ex o

cp(A) est inversible signifie qu'il existe fe (X, (%) y E(F L E) , - p)
tel que
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fo OP(T) = oo(I’E) »
Alors f est le symbole d'un opérateur A'e Floc(x s F,E;-p),
o (A') =1¢f .
_p( ) ’

d'ol

o (A1) = c_p(A') op(A) = o (1) H

ceci exprime que

c:A'A-IEealoc(x,E,E,o) .

(Mrme raisonnement pour D .)

10. Hypoellipticité.

o]
Définition. = Soit T € ®!'(X ; E) et soit 0 ouvert dans X j on dira que T
est H® dans Q si y V ¢ fonction c” a support compact dans €,
s
¢T € Hloc(x y E)

. s R
LEMME, -ngient Ae Bloc(x sE,Fj3p) et T qui est H dans Q. Alors
AT est H dans Q .

Preuve. - Soit ¢ fonection C” & support compact dans Q
QAT = AT + @A(1 = x) T

avec ) fonction C® & support cempact dans Q et égale & 1 dans un voisi-
nage du support de ¢ ¢ @A(lL ~%) T est C  dans X , car A n'augmente pas
le support singulier, d'autre part

s 8
XT € Hj, (X 5 E) , donc oixT e HJF (X, ) .

[ 4 \
THEOREMZ, - Soit A , p-glliptique, AT, (X ;_E , F3p) 3 soit .
TeW'(X 3 E) et soit Q un ouvert cu AT est H P ; alors T est Hy

dans Qo

ac

COROLLAIRE., =~ Tout opérateuwr A , p-elliptique, est hypo-elliptique $

AT est C° dans Q <=> T est € dans Q .

Preuve du théoréme. — On peut supposer 2 relativement compact, alors T est
A

d'ordre fini, soit € H" dans Q « Op peut supposer A - s entier.
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Soit A'eFloc(X;F,E;-p) et soit Ceﬂloc(X;E,E;O) tel que

A’A:IE'!'C .

Montrons par récurrence que T est Hioc‘ dans Qs si A<s=13 AT est

#5P dans Q s donc A'AT est S dans Q et CT est H)w1 dans € j donc
loc Aol loc o Q loc

Q. D'od .
T est Hloc dans D'ot T est Hloc dans

Remarque. - Il suffit, bien entendu, de supposer A elliptique dans . Alors
[o]
si A' est un symbcle inverse de celui de A& dans Q, et si 9e®(® , (p) C
a un symbole nul partout, donc appartient a

OX ;E,F;0) =L8X;E, Fj 1) .

-

Ajors 81 T est H)”

loc
A+l
loc

dans €, le lemme montre quand mfme que ¢CT est

H dans Q , donc aussi CT , d'oh le résultat.



