JEAN CERF

La nullité de 7ty (Diff S3). 2. Espaces fonctionnels liés aux
décompositions d’une sphére plongée dans R*

Séminaire Henri Cartan, tome 15 (1962-1963), exp. n° 20, p. 1-29
<http://www.numdam.org/item?id=SHC_1962-1963__15_ A8 0>

© Séminaire Henri Cartan
(Secrétariat mathématique, Paris), 1962-1963, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Henri Cartan » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SHC_1962-1963__15__A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire Henri CARTAN _0=0T1

(Topologie différentielle) _
15 année, 1962/63, n° 20 6 mai 1963

LA NULLITE DE n_(Diff ).

2+ ESPACES FONCTIONNELS :
L4
L]E'S AUX DECOMPOSITIONS D'UNE SPH%JRE PLONGEE DANS ~3

par Jean CERF

1. Décompositions d'une sphere-plongée dans _If

1. Varidtés-avec wrétes rentrantes.

Dans cet exposé, et dans la suite, on élargit 1égérement la notion de variété & bord
anguleux définie en [4] ¢ on considére des variétés différentiables qui peuvent avoir
sur leur bord, outre les singularités habituelles, des "arétes rentrantes". Soit
M une telle variété, de dimension n ; en un point d'une aréte rentrante de M,
il existe une carte locale-dont le modéle soit le complémentaire de la partie
{xn >0, x_,
chacun de ses points soit 3 une variété & bord anguleux au sens de [4] , S0it a

1'adhérence du complémentaire dans En d'une telle variété, Il en résulte que le

>0} de ﬁn . la variété M s'identifie donc au voisinage de

bord de M posséde encore un "voisinage prismatique" ; on peut donc comme en [2]
définir l'arrondie M' de M comme une sous-variété de 14, et généraliser les
autres résultats de [2], notamment la propositinn 2 (resp. 2!') d'aprés laquelle
les groupes de difféomorphismes avec bord fixe (resp. les espaces de plongements)
de M et M' ont méme type d'homotopise.

Soit M une variété au sens ci-~dessus. On suppose que llaricndie M!' de M

est difféomorphe 3 D" ; cela entraine évidemment que M est homéomorphe & D" .

Un certain nombre de propriétés simples de D" sont encore vraies pour M, en

particulier le "théoreme d'isotopie" :

Soit M une variété orientée dont l'arrondie soit difféomorphe 2 D" ; soit V

une variété comnexe, orientée, de dimension n 3 soient f et f!' deux plonge=-

—— .

ments de M dans V ~ o0V ayant méme orientation ; il existe wne isotopie Y de
V , induisant 1'identité sur OV , telle que Y.f'=Tf .

[En effet, l'espace des plongements de D! dans V -V qui ont une orienta-
tion donnée, par exemple positive, est connexe (cf. [2], proposition 3) ; d'aprés
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la proposition 2' de [2], ce résultat est encore vrai si on remplace D par M.,

Le lemme en résulte, par un raisonnement classique utilisant le théoréme 1 de

[2].]

2. Plongements fidéles du bord d'une variété.

Soit F un compact de R® ; on appelle enveloppe de F , et on note classique-
. = b
ment F , 1l'adhérence de la réunion des composantes connexes non bornées de
n
R -‘F Y

~

Soit M une variété au sens du n°® 1 ; on suppose que M est compacte, connexe,
de dimension . n . Soit f wune application continue du bord oM de M dans EF H
on note F 1'image de f . On dit que f est un plongement fidéle (sous-entendus
de classe C* ) de OM dans EP s'il existe un voisinage ouvert V de OM dans
M tel que f puisse se prolo&ger en un difféomorphisme (de classe C° ) de V

sur un voisinage de F dans F .

by

Notations. = Dans la suite, on sera amené & considérer certaines sous-variétés

compactes, connexes, de 3 3 on les notera Mk , 1l'indice k pouvant prendre un

o~

certain nombre de valeurs entiéres. On notera s _
Sk = espace des plongements de R& dans 5? s conservant l'orientation ;
Qk = groupe des difféomorphismes de P& conservant l'orientation g

8y = espace des plongements fideles de oM  dans 5? s conservant 1l'orien-
tation j

%k = groupe des difféomorphismes de ab& conservant l'orientatione.

Comme précédemment dans le cas du disque D3 (cfe [3], n° 2) on définit les
espaces 8k/§k , Sk/wk , et on a le diagramme commutatif

N > &./%

V
S ————— §
k > Sl .
En particulier, le disque D3 sera désormais désigné le plus souvent par Mb 3
de sorte que les espaces & , 3

, etc. de [3] (p. 5) seront désormais notés & s

ﬁo ’ etce
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3+ Décompositions d'un élément de %J% o

On note @(5{/}@ ) 1'ensemble des couples (F ,D) ou F e %o/;e , et ox D
est une sous-variété de §3 difféomorphe a D? , telle quu FnD =0D, et que
F et D soient transversaux en tout point de oD .

Soient (F ,D) et (F' , D') deux éléments de 0O(S C/ze,o) 3 un difféomorphisme
de (F,D) sur (F',D') est une application £ : FulD - Fty D', telle
que £|D soit un difféomorphisme de D sur D', et f|F un difféomorphisme de

F sur F' ; on dit que f -conserve l'orientation si f|F est compatible avec
1l'orientation induite par ﬁ? sur F et F!' , Quels gque soient les éléments
(F,D) et (F',D') de ©(5 /%) , il existe un difféomorphisme de (F , D)
sur (F* , D') conservant l‘orientation ¢ car, d'aprés l'exactitude de la conjec-
ture de Schonflies pour st , il existe un difféomorphisme f , conservant 1'orien-
tation de (F , D) sur (F' , dD') ; et d'aprés la nullité de I, , £ldD se
prolonge en un difféomorphisme de D sur DF o

On dit qutun difféomorphisme f de (F , D) sur (F', D!) est fidéle s'il
existe un voisinage ou;vért V de FuD dans m tel que f puisse se pro=-
longer en un difféomorphisme de V¥ sur un voisinage de F' u D' dans m .
Si (F, D) et (F:\ D') sont fidélement difféomorphes, alors D' ?\St ou n'est
pas contenu dans F' suivant que D est ou n'est pas contenu dans F .« Récipro=
quement, supposons par exemple que D C F et D'c F° ; soit f un difféomor=-
phisme arbitraire de (F , D) sur (Fl , D') ; soient F1 et F2 les adheren-~
ces des deux composantes connexes de F =D ; on note (pour i=1, 2) aF. =Fy
et f(F,)=Fl; F,,F,, F!, F} ont chacun we aréte saillante ; donc lel
et le2 sont fidéles, donc f est fidéle ; on a le méme résultat lorsque

3

3 A o
DCR =F et D'CR ~F'; onen conclut ¢

L'ensemble @(Sﬁ/}eo) se partage en deux classes pour la relation de difféomor-

phisme fidéle., En plus, si deux éléments sont fidelement difféomorphes, il existe

toujours un difféomorphisme fidele de 1l'un sur l'autre qui conserve l'orientatione

I1 est commode pour la suite de choisir un représentant dans chaque classe. On
note Do 1'équateur de Mo , autrement dit le disque de centre O, de rayon I,
du plan {z =0} . 0n note d'autre part D2 l'intersection de R3 - M avec la
spheére {x + y2 + (z - 1) 1= 1, On choisit comme représentants (aM , D ) et
(bM 2) s un élément de (S (/}c ) sera dit du premier type ou du second type
sulvant. qu'il est fidélement difféomorphe & (bMO Do) ou 3 (bM 2)
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) . /\ .
On note M; la partie {z >0} de M 5 et on note MU D, =M, . Les varié=

tés M- M, et M, - M sont difféomorphes & My« Ilen résulte qu'd tout
élément (F , D) de (D(%o/sﬁo_) est associé s

- s'il est du premier type, un élément de (§,/%,) x (§,/%,) défin% & 1'ordre
prés ;

- 8'il est du deuxime type, un élément de (52/3&2) x (51/’4‘&1) .

2, Démonstration de la conjecture de Schonflies pour 82 .

1, Cercles minimaux ; décompositions d'Alexander.

Soit Fe§ c/xo ;mnote @OF) la famille des plans horizontaux non tangents a
F.S0it Pe®(F); PnF se compose d'un nombre fini de "cercles" (i. e, de
sous~variétés difféomorphes 3 S1 ) le long desquels F et P se coupent trans—
versalement, Soit C wun tel cercle, soit D 1'enveloppe de C dans P D

ost difféomorphe au disque D~ s

/ [}
DEFINITION 1. - On dit que C est un cercle minimal de F si DnF=0,

I1 suffit quu P nF soit non vide pour qu'il existe parmi les composantes

connexes de PAF wun cercle minimsl de F .

Soit C wun cercle minimal de F ; soit D 1l'enveloppe d¢ C dans son plan
horizontal ; le couple (F , D) est un élément de 1l'espace ®(S 0/360) considéré
au paragraphe précédent ; on dit que (F , D) est la décomposition d'Alexander

de F définie par C ,

Cas el F € (sc/}co)o ; espaces (31/361)0 et (52/}(’,2)0 e = On rappelle que
1'espace (50/360)0 (défini en [3], p. 25, avec la notation (5/%)°)est le sous
espacede 5 c/xo formé des variétés'excellentes pour la cote z ", On va définir les
espaces (5k/xk)“ pour k=1, 2, Pour qu'un élément F de ﬁkﬂﬁk appar-
tienne 3 ($k/}€k)° il faut et il suffit que F ait une face horizontale, que le
plan de cette face ne soit pas tangent & la seconde face, et que cette seconde
face soit "excellente pour la cote",

Tout élément de 5k/3&k associé & une décomposition d'Alexander d'un élément
de (5 C/llco)6 est un élément de (ﬁk/nk)o o Inversement, tout élément de ($k/3€k)°
(k = 1, 2) peut &tre obtenu par ce procédé ; on va préciser ceci.
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DEFINITION 2. - Soit F e (8/%,)° (c=1,2) . Ondit qu'm élément F_ de
(3 c/ch)"" est un bon arrondi de F s'il existe une décomposition d'Alexander de
Fo en deux éléments dont 1l'un §oit F , et dont 1'autre, noté F!' , ait les pro=
priétés suivantes

F' e (5,/%,)° ;

F' a une seule singularité (nécessairement un sommet) ;

F' n'est rencontré par aucun plan horizontal tangent & F .

Tout élément F de (sk/;ek)o admet un bon arrondi (k= 1, 2) . Soit en effet
D 1la face horizontale de F ; soit C 1le bord de D ., Supposons par exemple

qu'au voisinage de D , F soit tout entier en-dessous du plan horizontal P de
D . I1 existe un é1ément F" de (51/}81)0 , 8itué au-dessus de P, contenu dans
w voisinage arbitrairement petit V de D , ayant une seule singularité, et tel
que F" n P=D . D'aprés [1] (II, 2.4.4, pe 301), on peut apporter au théoréme

1 de [2] 1a précision suivante : la fibration considérée dans ce théoréme est
localement différentiablement triviale ; de ceci on déduit facilement qu'il existe
une isotopie Yy de V , laissant la cote invariante, et telle que y(F"= D) se
raccorde avec F - D le long de C ; il suffit de choisir V assez petit pour
qu (F' U F") =D soit un bon arrond:L de F .,

2. Cercles essentiels ; complexité d'Alexander ; décompositions simplifiantes.

DEFINITION 3. - Soit T e (so/ze )° 5 soit Pe ®(F) (cf.n® 1) et soit C ume
composante de PnF . Ondit que C est un cercle essentiel de F si, sur
chaque composante comnexe de F - C , il y & au moins un col,

DEFINITION 4, - Soit F e (5 C/;c )° 5 on appelle complexité de F 1le couple
(1, 3), o 1 est le nombre de cols de F , et ol j est défini comme suit 3
s'il existe sur F un cercle essentiel, alors

C cercle essentiel de F

i= inf (nombre de composantes connexes de D n F) 3
{D enveloppe de C dans son plan

et s'il n'existe sur F aucun cercle essentiel, j =10,

Soit F € (i‘ik/nk)o k=1, 2) ; 1a complexité d'un bon arrondi F de F

est indépendante du choix partlculler de F s, ce qui justifie la definltion
suivante s |
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DEFINITION 4', - Soit F & (5/%)° (=1, 2) ; on appelle complexité de F

la complexité d'un bon arrondi ‘arbitraire) de F .

; - (& ' \O o . .
Notations, - On noti ‘gif%k)(i,j) (resp. (5k/%k)$(i,j) , TeSpe (3k/%3<taa))
la partie de (Sk/xk) formée des éléments de complexité égale (resp. inférieure

ou égale, resp. strictement inférieure) & (i, j) (1'ordre considéré sur 1l'en-

semble des complexités est 1l'ordve lexicographique).

REMARQUE 1. = Soit F € (50/%0)%i’j) $ solt C un cercle essentiel de F , soit
D 1'enveloppe de C dans son plan ; si D nF a exactement j composentes con-
nexes, alors aucune d'entre elles n'est essentielle. Il en résulte que j est
inférieur au nombre de sommets de F (le mot sommet étant pris au sens généra-
lisé suivant : point critique en lequel la forme quadratique des dérivées secon=-
des est définie poritive ou négative) ; d'oi 1'indgalité j < i + 2 . Cette iné-
galité (qui peut d'ailleurs étre renforcée) montre que, pour tout k et tout i,
l'ensemble des j tels que (Sk%gk)?i,j) soit non vide, est fini. Ce fait ne
Jouera d'ailleurs pas de réle essentiel dans la suite,

REMARQUE 2, - Soit F un élément de (soﬂmo)fo o) 3 toute décomposition de F
‘ . o) . ’
est du premier type, Donc (%2/%2)(030) est vide.

DﬁFINITION 55 = Soit F € (SO/%O)O 3 on dit qu'une décomposition d'Alexander de
F est simplifiante si les dsux variétds F' et F" assocides & cette décompo~-
sition sont 1l'une et l'autre de complexité strictement plus petite que celle de
F (pour 1'ordre lexicegraphigus),

S1 C est un cercle & la fois minimal et essentiel pour F 3 ou si, F étant
de complexité (i, j) ., € est un cercle minimal contenu dans 1l'enveloppe hori-
zontale D! d'un cercle eseonticl C' , tel que D' n F ait exactement j come-
posantes connexes ; alcms la décompesition de F définie par C est simplifiante;
on peut donc éncncer i

. ’, ’ - . o] e . . 0 . )
Pour qu'un élément F ie (35/30) admette une décomposition simplifiante,

il faut et i suffit qu'il exiecto sur F un cercle essentiel,

On va maintenant caractériser (3 1l'aide de la complexitd) les éléments de
(ﬁa/xo)o sur lesquels il existe un corcle essentiel.

IEME 1, - Soit F « 50_/}3'0 ot scit Pe P(F) 5 soient ¢ et o' deux points
de F situés d= part et d'autre d= P , Il existe au moins ume composante connexe

C de PAF tells Qe ¢ et c¢' solent dans des composantes connexes distinc-
tes de F ~C .
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Démonstration. = Soit (Cj) la famille des composantes connexes de P nF j

jed ,
pour chaque j, F = Gj a deux composantes connexes, dont on note les adherences
Dj°o et Dj~1 . Tout chemin continu joignant c¢ & c¢' dans ~? rencontre P 3
2 b

done tout chemin comtinu joignant ¢ & ¢! dans F rencontre PnF j donc ¢
et c¢' ne sont pas dans la méme composante connexe de F = (P n F) ; le lemme
en résulte, si 1'on peut montrer la propriété suivante 3

Pour toute fonction k ¢ J -» {0, 1}, l'ensemble

H= N Do
jes 33E()

est connexe,

Démontrons cette propriété ; on a

..1"k(j) ;

les Cj étant disjoints, deux ensembles Dj-k et Dj-k‘ sont ou bien disjoints,
b4

ou bien emboités ; il existe donc un sous-ensemble J' de J tel que 3

F"H: U D. .
jegr 3=EQ) 2

cette réunion étant en plus disjointe ; donc H est le complémentaire d'une

réunion disjointe de disques, donc H est connexe.

IEME 2, - Soit F € (gc/mo)zi K
b

10 Soient F' et F" les ¢éléments d'une décomposition d'Alexander de T ; on
note (i', j') 1le complexité de F' , (i" , j") celle de F" , On a toujours:
', §') <@, ) et (", ") <G, §) .81 (@', §)=@E, j), alors

" , Ve 0
F" est un élément de (51/%1)(0’0) .

20 Pour qu'il existe une décomposition d'Alexander de F qui soit simplifiante,
il faut et il suffit que i >2 .

Démonstration,

°Onag i' +i" =3 ;3 donc i'<i et i"< i , Supposons i' =1 ; alors

i = 0, donc d'aprés la remarque 2 ci-dessus, F" € (51/”1)20,0) s F' a une
seule singularité, qui est un sommete Soit alors Fé un bon arrondi de F!' ; par
définition de Fl, F' est l'un des é1léments d'une décomposition d'Alexander de
Fé , dont on désignera l'autre élément par F'" , La famille des cercles essen-
tiels de F et celle des cixfles/sfsentiels de Fé coincident. On peut en plus

choisir Fé de fagon que F' c F" ; pour tout cercle essentiel C de F , le



20-08
nombre de composantes connexes de D n F est alors supérieur ou égal & celui

de Dn Fé , de sorte que la complexité de F est supérieure ou égale & celle
de F!' , laguelle est, par définition, celle de TF' .
)

20 I1 résulte du lemme 1 que la condition i >2 est suffisante pour 1l'exis~
tence d'un cercle essentiel (donc d'une décomposition simplifiante) ; or elle est
évidemment nécessaire,

3« Démonstration de la conjecture de Schonflies différentiable pour s? .

Le but de ce numéro est de démontrer la conjecture de Schonflies différentia=-

ble faible pour 82 , c'est-a-dire la proposition suivante 3

PROPOSITION 1, - L'application canonique 85/90 - 58/%b est surjective.

On a vuen [3], (p. 5) que 1l'image de & 0/90 par cette application est la
o
S
composante connexe de e dans SO/RO « Comme (Scﬂuo) est dense dans oﬁno
([3], proposition 7, p. 25), il suffit de montrer que 1l'image de Ed/go contient
(%o/mo)o ; pour les besoins de la démonstration, le résultat qulon établit est
le suivant

IEME 3, - Pour k=0, 1,2, l'image do /8 contient (5/%)° .
La démonstration du lemme 3 utilise un certain nombre de lemmes
Ty . )
IEME o, - L'image de e';l/g1 contient (sl/zal (0,0) *
IEME B. - L'i & i °
ME B. - L'image de 0/90 contient (% o/zco)(l’ o) *
Iea lemmes o et P seront démontrés dans 1l'exposé suivant.

IEME Yo - Soit F € 55/%0 ; solent F!' et F" les éléments associés 3 unme
décomposition (F , D) de F . Si deux des trois éléments F , F' , F' sont
deng 1l'image de 1l'espace ;k/gk correspondant, il en est de méme du troisiéme.
En plus, si (F, D) est du ler {resp, 2e) type, tout difféomorphisme fiddle de
(éMb ’ Do) (resp. (bMé , D2) ) sue (F, D) peut se prolonger en un difféo-
morphisme de M = sur F (resp. de M, sur FuD )e

Démonstration, I1 faut distinguer deux cas

a. Ie cas "additif", c'est-a-dire celui ol les deux éléments pour lesquels

1'hypothése est supposée satisfaite sont contenus dans 1l'enveloppe du troisitme.

Dans ce cas (compte tenu du § 1, n° 3), le résultat est une conséquence immédiate
du théoréme d'isotopie locale,
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be Ie cas "soustractif", c'est-a-dire celui ol 1l'enveloppe de 1l'un des deux

éléments pour lesquels 1'hypothése est supposée satisfaite, contient les deux

autres éléments. Ce cas se subdivise lui-méme :

-si (F , D) est du premier type, on utilise le théoréme d'isotopie des plon=-
gements de M, dans M qui induisent 1'identité sur M, n bMB 3

-si (F, D) estdudeuxiéme type, on utilise suivant le cas, l'un des deux
théorémes suivants (analogues & celui utilisé pour le premier type, et qui s'en
déduisent & 1l'aide de la proposition 2* de [2])s "deux plongements de M

_"":‘—' « s . ’.4.'
(respe M, - M ) dans M, qui induisent 1'identité sur M n oM, (resp. D, )
~sont isotopes".

Premier IEME de récurrence. - Soit (1, j) = (2, 0) « 51 quel que soit
ke {0, 1, 2} 1l'espace (giﬁmk)<xi 0 est contenu dans l'lmage de gk/gk ,
1
alors (so/ze )(1 1) est dans 1'image de 80/9 .

Démonstration. = Soit F € (SO/RO)(i 5) 3 d'aprés le 2° du lemme 2, il existe
’

une décomposition simplifiante de F ; il suffit donc d'appliquer le lemme Y.

Second IEME de récurrence. - Soit (1, J) (0, 0) «5i (8 /%, )(1 1) est
. H
dans 1'image de 50/90 , alors, pour k=1, 2, (Sk/%k)( i,3) est dans 1'image

2 5/% .

Démonstration, = Soit F e (z;rk/;e,k) (0,3) (k=1.ou 2) . Soit F_ un bon ar-
rondi de F j; il existe une décomposition d'Alexander de Fo en deux éléments
dont 1'un est F , et dont 1l'autre élément F' est dans (Sr/%l)?o,o) ; donc
d'aprés le lemme o, F' est dans 1l'image de &,/8, . la complexité de F_ = est
(i1, 3), done F, est dans 1'image de 80/90 s il suffit donc d'appliquer le
lemme Y.

Démonstration du lemme 3. = La propriété "&tre dans l'image de l'espace Sk/gi
correspondant" est vraie pour (§ /%1)

(0,0) dtaprés le lemme a 3 d'aprés le
lerme y, on en déduit qu'elle est vraie pour $d/x )(o 0) 3 OB rappelle (cf,

n° 2, remarque 3) que (Sé/ ( 0,0) est vide, D'apreés le lemme B, la propriété
est vraie pour (3&/% )(1 o) ; donc d'aprées le deuxiéme lemme de récurrence, elle
est vraie pour ($E/Rk (1,0) quel que soit k € {0, 1, 2} . Dtaprés le pre-
mier lemme de récurrence, la propriété est donc vraie pour (3d/% )(2 o) 5 B
applique ensuite le deuxiéme lemme de récurrence, puis de nouveau le premier, et
ainsi de suite.
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Conséquences immédiates de la proposition 1,

COROLLAIRE 1, = Soit M une variété (au sens du § 1, n° 1) ; on suppose que

1'arrondie de M est difféomorphe i 2 s tout plongement fidéle de OM dans
3
R

peut alors se prolonger en un plongement de M dans 53 .

Démonstration. - le cas particulier ci M= D3

de Schinflies différentisble forte pour S-
tait de la conjecture faible.

n'est autre que la conjecture

on a vu en [3], § 2, qu'elle résul-

we

Cas général, - Soit f wun plongement fidéle de OM dans 53

, on note F
1l'image de f 3 f peut se prolonger en un plongement d'un voisinage V de oM
dans M sur un voisinage de dF dans §. Soit M' une arrondie de M telle
que M cVj M est difféomorphe & S° , donc d'aprés le cas particulier
ci-dessus, fle' ‘peut se prolonger en un difféomorphisme de M' sur @) 3
d'apres le théoréme d'isotopie locale, on peut modifier ce difféomorphisme au

voisinage de OM' de facon qu'il se raccorde avec f|M - M! ,

COROLLAIRE 2, - Soit Fe § o/"o ; soit (F , D) une décomposition de F , Si
F est du ler (resp. 2e) typi, il existe un difféomorphisme conservant 1'orien-
tation de (Mo , Do) suw (F, D) (resp. de (M2 , D2) sur m , D) )e

Ceci est une conséquence immédiate du coroilaire 1 et du lemme Y.

3. Classification et modéles pour les doubles décompositions

d'une sphere plongée dans R .

ls Classification des doubles décompositions des éléments de & o/ LI

On note @2(50/2{20) 1'ensemble des triples (F , D, D') tels que (F, D)
et (F', D') soient des éléments de @(SC/KO) , 6t que DnD'=g,

Comme au § 1, n° 3, on définit la notion de difféomorphisme (resp., de difféo-
morphisme conservant l'orientation d'un élément (F1 » Dy D'l) de (92(.‘5 0/3@.)
sur un autre ¢lément (¥, , D, , Dé) 3 en particulier, un tel difféomorphisme
doit appliquer D1 sur D2 et D'1 sur D} . Quels que solent les éléments
(Fy, Dy, DY) et (F,,D,, D) de 0,(5 /%) , il existe un difféomorphisme
de 1'un sur l'autre, conservant 1'orientation : car, sur la sphire S° , deux
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I 2’ 0 . . . Ve 1
figures, chacune formée de deux sous-variétés disjointes difféomorphes & S,
peuvent toujours e transformer l'une dans l'autre par un difféomorphisme conser=
vant 1l'orientatione

Toujours comme au § 1, n® 3, on définit la notion de difféomorphisme fidéle
entre deux é1éments de @2($ 0/260) . On va classifier les é1léments de @2(5 O/Ro)
pour la relation "difféomorphisme fidéle, & l'ordre des deux derniers éléments
pres", On remarque d'abord que si D, et D'r sont contenus dans f; s la con-
dition nécessaire et suffisante pour que (F, , D, , D)) soit fidelement difféo-

morphe a (F1 , D1 ’ D'l) est que D2 et D} soient contenus dans F, . Supg&-

sons maintenant que 1'un au moins des disques D1 et D'1 soit extérieur a F1 5

alors 1l'un au moins appartient au bord de F1 ¥ D1 U D'1 3 supposons que ce soit
D1 ; on voit facilement que la classification est achevée par la considération des

~\
deux invariants suivants 3 D} est ou n'est pas intérieur & F; ; OD} est ou

. S
n'est pas dans le bord de F, uD, . On trouve ainsi que 032(50ﬁ€0) se partage
en cing classes pour la relation ci-dessus ; en plus, deux éléments d'une méme
classe se correspondent (3 1'ordre prés des deux derniers éléments) dans un dife-
féomorphisme fidéle conservant l'orientation. Mais d'aprées le corollaire 1 de la
proposition 1, tout difféomorphisme fidéle de (F, , D, , DY) sur F,,D,, D)

— /\
peut se prolonger en un difféomorphisme de F, uD, UD} sur F,uUD, UD}'3 on

peut donc énoncer

@2(50/330) se partage en cing classes pour la relation suivante 3 (F,, D, , D'l)
et (F2 , D2 , Dé) sont équivalents s'il existe un difféomorphisme conservant

1l'orientation de (F, uD,u D}, F, , D, , DY) sw (F,uD,uDd}, F,, D, , DI
/\ .
ou sur (F, uD,uD:, F, , D}, D) .

2+ Choix de modeéles,

Les notations M, D , D, sont celles de la fin du § 1. On note 3

D, 1'intersection de M et de {z = 21.} 3
D3 le symétrique de D, par rapport au plan fz = 0} 3

D 4 1'adhérence de la partie extérieure a M, de la sphére de centre (0, 0,1)
coupant OM  suivant le cercle {z =3/4} ;
Dy 1'intersection de M_ et de {z =3/4} .
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On pose s
(a , D ,D) =4 | (M ,D,,D,) =5
(oM , D, Dy) = 4, (aMo,Dz,D5)=A5 .
@, , 9, D3) = 2
Pour ¢=1,2,3, 4,5, onnote Az,AE,A’é,dansl'ordreindiquépar
la figure 3, les adhérences des composantes connexes bornées du complémentaire

dans R3 du support de Al’, s (le support de AZ est la réunion des trois per-
ties de R° qui composent A, )e

Les notations M, M, , M, ont été définies & la fin du § 1 ; on pose (cf.
figure 1) s

A'l::lg; A3UA§UA§=M45 AZUA:i'-‘M'j .
- On pose d'autre part (cf. figure 2) 3

(M), A ual, a) =3 | (0, &, U AL ) A1) =

(M, , &, , A3 val) =3, | (1, A, 0 AY, A8) = 2

(M 5 &y 5 A1) =% | Wy, A5uly, A3) =2

Wy, Ay, 43) =51 UG, 4, uAy) =2

Pour a=1, «es, 7, onnote Z Ile triple obtenu en permutant les deux
derniers éléments de %

Chacune des variétés A, , A} , A} est difféomorphe & 1'un des modéles M
(ke{o, 1, «es, 51) ; chacun des triples (A, UA}, 4, , A}),
(Apudpway , A uly, AY), (Apuay, ap, AY) , (A,UALUAY, A, , A
est difféomorphe & 1'un des modeles g, (@e{=7, «a, +7}¢ Le théoreme de

UM )

classification du numéro précédent peut maintenant s'interpréter comme suit s

PROPOSITION 2. - Soit (F , D, D') un élément de 0,(5 /&) ; soient
(A, A, A") les adhérences des composantes connexes bornées de R” - (FuDuD'),
prises dans un ordre convenable, Il existe 2€ {1, ..., 5}, et un difféomor—
phisme conservant 1'orientation, de (4, u A U AY , 4, , A} , A}) sur
(AUA' UA" , &, AY, AM) ,

Chacune des variétés A , A' , A" est difféomorphe (avec conservation de
l'orientation) 3 1'un des modéles M (ke{0, 1, ..,5D .

Chacun des triples (AU A' , A, A') , (AUA' U A", Ay 4l , AM),
(A u A", AY JA") , (A UA'uU A", A, A yA") est difféomorphe (avec con-
servation de 1'orientation) & 1'un des modéles o o (ae{=7, ¢ee , 71 &
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Figure 1 : Modeles
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ZZ Figure 2 : Modéles de décomposition
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Figure 3 : lModeles de double décomposition
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Remarque., On peut définir les ensembles (D(%{/Kk) pour k=1, 2 ; la défi-
nition est analogue & celle de ®(S (/Ro) , & ceci pres qu'il faut rajouter la
condition ¢+ D ne doit pas rencontrer l'aréte de F , Avec cette définition, on
voit que le systeme (Z,) (pour ae {0, 1, see , 7} définit un systéme com=
plet de modéles pour les éléments de O(5, /%) , avec k=0, 1,23 (Z, et
Z_, définissent évidemment le méme modéle de décomposition)e

4, Espaces fonctionnels attachés aux modéles LA

L'addition dans les espaces ¢ et R ,

~

l. les espaces 8, et R® .

Pour une variété M_, compacte, comnexe, de dimension 3 , on a défini au § 1,
n° 2, les espaces § , 8, , 5 , K _, &/% » Ek/afk ¢+ On note en plus s

@i( le groupe des difféomorphismes de M, conservant l'crientation et les rela-
tions d'incidence ;
8. 12 composante connexe de 1'élément neutre dans gk .
s

gk et gk-e sont des sous-groupes distingués de 8 _, et 9
b4

k e © % o
Les modiles M k=0, 1, ees , 5) définis au §3 ont les propriétés par-
ticuliéres suivantes g

FROPRIET 1, - L'arrondie de 1 est difféomorphe 3 D°

[

LK 4
FROFRIETE 2. - Ou bien il existe un élément s, de 9k s dlordre 2 , tel que

le sous-groupe engendre per 8, (qu'on note 8y ) soit canoniquement 1somorphe a
gk/g 3 ou bien 9k =9, , on pose alors § = {e} .

En effet, pour k=0 et k=5, § =% ., Powr k=1 et k=2, on prend
pour s, un difféomorphisme arbitraire de M., conservant l'orientation et
échangeant les faces. On note p la rotation d'angle n de M autour de la
droite {y =12 =0}, et on prend pour 83 1la restriction & M3 de po @ -1
(® étant le difféomorphisme de M~ défini ck-dessous au n° 5). Enfin on prend

pour 8, la rotation d'angle x de M, autour de la droite {y=z=0},

LK 4
FROFRIETE 3. - L'application cancnique 3
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noPALE (4, 5 T3 )) - (&)

est un isomorphisme,

En effet, le cas particulier de la proposition 1 de [2] donne un isomorphisme s

(1) n (Diff (M, ; J'g’Mk)) 3 n, (DifE (M 5 3M))

e

soit d'autre part sz le groupe des difféomorphismes de ka conservant 1l'orienw
tation et les relations d'incidence ; gk est fibré sur sz , de fibre
Dif:t‘(lvﬁ< 3 6}&) , de sorte qu'on a une suite exacte

veo my (&) »mB) o n (1ee(n 5 M) 2x &) ~n () 20
on montre sans difficulté & 1l'aide du théoréme 4 de [2], et de son corollaire 2,
que ¢
no(iﬁk) = 0 pour tout k 3

et que s

O pour k=0

7y () .

E pour k = 1 ’ [ X X 2 [ 5
Dans ce dernier cas, un générateur de nl(l(’k) est donné par la rotation d'angle
2n autour de ladraite 0Oz , de sorte que, dans tous les cas, 1l*homomorphisme
nl(gk) ->7t1(9€k) est surjectif. L'homomorphisme 17c0(D:1:£‘f(I'£c 3 6Mk)) N no(gk) est
donc bijectif, ce qui, compte tenu de (1), achéve la vérification de la propriété
3. ‘

Une conséquence immédiate de la propriété 3 est la suivante s

les groupes no(g ) (pour X =0, 1, eee , 5) sont canoniquement isomorphes

5

au groupe 1t (Diff(D” , 7)) .
—————e O 82

En effet, d'aprés [1] (p. 336, corollaire 3), il existe, du seul fait que M
est compacte, connexe, et de dimension 3 , un homomorphisme canonique

n Oife (D’ ; ;r;"z)) - n (D (M 5 ng&)) E

d'apres la proposition 2 de [2], la propriété 1 entrafne que cet homomorphisme
est un isomorphisme ; il reste & composer cet isomorphisme avec celui de la proe
prié'bé 3e
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IEME 4, - Soit M. e variété vérifiant les propriétés 1, 2, 3 ci-dessus. le
groupe gk;e'gk est un sous-groupe distingué de 8k 3 3 ’
8,/ (®).o+S,) est abélien et canoniquement isomorphe & = (gk) (et par conséquent

e k 3 — o
a n (Diff(@” ; J 2)) )e

le groupe quotient

Démonstration. - Ie lemme est une conséquence immédiate de la propriété sui-

vante : "sous les hypothéses cimdessus, le commutateur gg!g"l g""1 de deux élé-

ments quelconques de Qk est dans la composante connexe de 1'élément neutre", On

a vuen [3] (lemme 1), que cette propriété est vraie pour le groupe Diff SP
(quel que soit n ) ; on montre exactement de la méme fagon qu'élle est vraie quel
que soit n pour le groupe Diff (D" ; Jmn_r) 3 pour la démontrer dans le cas du
k

gk = Qk s c'est-a~dire pour k=0 ou 5 ), N

@+ On suppose que 1l'un des éléments g , g' , par exemple g g st dans &, , -
I1 suffit de montrer qu'il existe g* isotope & g , tel que g* g'g"‘"1 g
soit dans Qk;e « D'aprés la propriété 3, on peut choisir g* de maniére qu'il
soit dans Diff(M ; JgM) « S0it V une variété difféomorphe 2 p? 3 identifions
Nﬁ{ 4 une sous-variété de V - dV ; soit E* le difféomorphisme de V obtenu en

groupe 9, on procéde en deux temps (18 second temps est inutile lorsque

prolongeant g* par 1'identité ; d'aprés le théoréme d'isotopie pour les plon=
gements des disques, généralisé au cas des variétés telles que M (cfe § 1, no 1),
il existe un difféomorphisme g' de V prolongeant g' ; le difféomorphisme

g E“g"“‘l ‘g'"l de V induit 1'identité sur V - M ; puisque V est difféomorphe
yekel =]
g

by

3 0’ , 11 en résulte que E* 2'g est dans la composante connexe de e
dans Diff(V 3 J3,) 5 donc, d'aprds la proposition 2 de [2], g* g'¢™ ! g'™! est
dans Qk;e o N

be On suppose que ni g , ni g' ne sont dans 8, o =.I1 existe alors,d'aprés
la propriété 2, h et h' dans gk tels que g = h.sk et g!'= hes, o On peut
éerire

ge'e” g = (hg")(sp "' nt)(g')”! (gt g™l
-] -]
] 1

donec gg's g € gk;e -

Définition des espaces Re o = Pour k=0, 1, «os , 5, on pose 3

glc/(glc;e'g’.k) = Ry 5
®, est un rev€tement surjectif de §,/8, + D'aprés le lemme 4, R, est muni
naturellement d'une structure d'espace fibré principal, de base sk/gk , de fibre
le groupe abélien discret n_ (Diff(D° ; J:Q)) .
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Précisons comment sont définies les opérations de 7to(D:'Lff(D3 3 J°S° 2)) dans
& . Soit a € R et sait o n (£ (07 ; 3%,)) 5 on choisit arbitrairement
S

wn représentant ¢ de a , un représentant g de o, et un plongement Y,
dtorientation positive, de D3 dans l'intérieur de Mk 3 Yogo q}'l est alors
wn difféomorphisme de (0°) , qui se prolonge (par 1'identité sur M = y(0°) )
en un difféomorphisme de Mk qufon note g " s ¢9°g " est un représentant de
1'é1ément a.c de R o

e Les espaces ¢, %R, ¢G, Wa , B o L'addition dans /G .

On note € (resp. R, resp. G/G ) l'espace somme topologique des espaces Efk
(respe R » Tesp. §/9 ) pour k=0, 1, eeo, 5 . L'espace R est wn revé-
tement surjectif de G/G ; c'est aussi d'aprés la fin du n® I, un espace fibré
principal de base G/G , de fibre 7:0(D:'Lff(D3 3 J;z)) .

Pour tout modéle Z, (xe{-7, «eo , 7}) on note Ra la partie de
(€/6) x (E/6) formée des couples (A , A') tels qu'il existe un difféomorphisme
conervant 1l'orientation de X sur le triple (AuA', A, A') ., Lles ensembles
Wa sont disjoints. Pour tout o , les ensembles B et ®_, sont symétriques

1'un de 1l'autre (i, e. ils correspondent 1'un & 1l'autre par la symétrie de
(€/®) x (€/6)). On note s

¥ =
ae{<7,400,7} ¢

D'aprés ce qui précéde l'ensemble ® est symétrique ; il en est de méme de l'en~

B .

semble ®W
o

L'addition dans G/G o - Pour (A, A') € ¥, on définit la somme de A et A
en posant g

A+A'=AuA? 3
1'opération ainsi définie sur ¥ a les propriétés suivantes
= elle est comutative ;

- elle est associative au sens suivant : pour tout (4 , A' , A") tel que
(A +A') + A" et A + (A" + A") existent, ils sont égaux

we

~ elle est réguliére (i, e. A + B= A + B' entrafne B = B! ) ; ceci permet
de définir (sur une partie convenable de (G/G) x (G/G) ) une différence ; la
différence de C et A , lorsqu'elle existe, est notée C = A j on prendra garde



20-18

que l'ensemble correspondant & C - A n'est pas l'ensemble différence de ceux
qui correspondent & C et A , mais 1l'adhérence de celui-ci.

- 6lle est continue sur % .

3, Définition et premiéres propriétés d'une addition dans R .

Dans ce numéro, on va définir un relévement dens R de l'addition ci-dessus
ce sera une opération définie sur la partie ¥ de R x R situde au-dessus de
® o L'ensemble R étant réunion disjointe des ensembles B, » ¥ est réunion
disjointe des ensembles correspondants ‘o’a 3 on définit 1'addition séparément sur
chacun de ces ensembles ?a .

Soit a €{=7, ess 4 7} ; soient Mj(a) R Mi(a) ’ Mi'(a) les modéles rese
pectifs des trois éléments de Z, 3 on désigne les deux derniers éléments de z,
respectivement par Aa et Ac'x « On note N, 1'intersection de A, et de Ao" .
On choisit deux plongements conservant l'orientation

Po Mi(oz) 7% @) d'image A, ;
99 % Mi(q) @ Yj(q) » Q'image AF .

ey 0L la partie de Si(a) x 81'(a) formée des couples (p , ¢') tels
que le diagramme g

soit commutatif, Puisque s

- !
L I e T
X est unique, et 1l'image de yx dans RB

¢' « On pose g

est la réunion des images de ¢ et
= ~ ! H

Si on note A, A", B les projections respectives de ¢ s ¢! 5 X dans CG/G
ona g
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(2) B=A + A! .
La projection de U 0! sur  (CfF) x €/C) est ®, 2 car pour tout

‘Pa’ [0
(A, A') e B il existe par définition un difféomorphisme y , conservant 1'orien-

tation, de Mj(a) sur A uA', qui envoie A sur A et Ay swr A' 5 le

couple (x © g, » X © 9}) est wn élément de U situé au~dessus de (A , A').

o’ Ta
IEME 5, - Soient (¢ ,9') et (¢, y') deux éléments de 'uq)wp& ayant méme
projection dans R x R ; ¢= _,¢' et g~  , ¥ ont mfme projection dans R .

1a démonstration du lemme 5 repose sur deux propriétés des modeles Za , et

sur un lemme préliminaire relatif aux espaces fibrés,

PROPRIETE I. = Pour towt @ € {=7 , ees , 7}, tout difféomorphisme de A
(resp. Ao't ) qui laisse stable Na conserve les relations d'incidences.

Vérifications - On se borne  la partie de la condition portant sur Ay ; elle

est trivialement vérifide pour i(a) = O ou 5 . Pour les autres valeurs de

i(a) , soient F, et Fa;l les deux faces de Mi(a),j(oc) qui s'échangent

30_
par gu ° 8 (1) ° ¢, 5 on constate qu'il existe toujours he {0, 1} tel que s
ou bien N, c Fa;h 3 ou bien Fa;h cN, et Fa; b g, .

[ 4 ‘
PROPRIETE II. - Pour tout a & {=7 , ees , 7}, les homomorphismes s

”1(§i (o) = T QL M)

nl(gi, (o) 7y DAEF 1)

respectivement définis par ¢, et (p& , sont surjectifs.

En effet, il-résulte facilement du théortme 4 de [2] que, pour tout a,
nl(Diff Na) xZ , la rotation d'angle 2n autour de 0z étant un générateur.

IEME préliminaire. — Soit p: E -+ B une fibration localement triviale ;
soit (a2 , b) un couple de points de E situés dans la méme composante connexe
par arc8, Si l'application s nl(E 3 a) » nl(B s p(a)) définie par p est sur=-

jective, alors quel que soit le chemin y , continu dans B, d'origine p(a)
et d'extrémité p(b) , il existe un relévement & de vy, continu dans &,
d'origine a et dlextrémité b .

Démonstration du lemme 5. = Dans le cours de cette démonstration, on utilise

les notations simplifides i , i', j au lieude i(a) , i*(a) , j(@) .
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D'aprés la définition de R , il existe g e, 8. telque Y=¢ og.,

ije*i
Nécessairement g doit laisser stable N ; donc, d'aprés la propriété I, g
appartient a gi s donc s *
(3) g € gi;e .
De méme, il existe g'e %1, tel que Y'=9'o g', On note g" 1'élément
b
de ¢ 3 qui vérifie s
~ LI . $ 1) u .
v (Pa"P& IP (o ‘Pa’(P& #') € ’

g" est un élément du sous-groupe de $, formé des difféomorphismes qui laissent
stable N (et par conséquent A, et A} ) ; on désignera ce groupe par $(@) .
Précisons les difféomorphismes induits par g" sur Ay, et Als

o go -1 sur A H
Po Pa o ?

g" =
s 08 o (p';l sur Al

Considérons le diagramme commutatif suivant g

7} .
~ a ~ ~
Jm\/w v, J\o/o -
g(a) > 8
Na Na i
g
v o
Diff Na .

Dans ce diagramme, l'application pd est définie par
ha(8) = 0, o (&18) o ¢3! pour tout ge8()
1'application v, ©st un homéomorphisme de J;; S(a) suwr wne partie de
By 8 ;5 les applications &, et § o v sont, des fitrations dot les fitres
a

respectives sont contractiles, il en résulte notamment s

) 7O & vy S@) =0

(5) 1'application canonique s RI(J‘; 8(a)) - n, (Diff NL) est un isomorphisme.
a



20=21

Soit J" (resp. J ) 1'image de g" dans Jy §(a) (resp. dans Jy 8 )
a

a
D'aprés (3), J peut €tre joint au jet e de 1'élément neutre par un chemin
continu de JOI; gi ; donc, d'aprés (4), il existe un tel chemin, noté Yy , qui

soit dans l'im:ge de v, ; Yy estalors l'image psr v, d*un chemin, noté Yy" ,
joignant e & J" dans J‘;; g(a) o D'aprés (5) et la propriété II, la fibrations
gi - J;; gi vérifie les congitions du lemme préliminaire, Il résulte donc de ce
lemme q%e le chemin Yy peut se relever en un chemin O , continu dans gi ’

d'origine e et d'extrémité ¢, © g o cpgl .

Ce qui précéde peut se répéter en remplagant i par i', ¢ par o', Y

par Y' , etce On note y' 1l'image de y" dans J’; gi' 3 on obtient un rele-
N a
vement &' de y', continudans S, , d'origine e et dtextrémité

¢y © 8o tp&'l « Is couple (&, O') définit un chemin continu dans g(a) , jol=

gnant g" & e j; et ceci achéve la démonstration du lemme 5 «

Le lemme 5 montre que 1l'opération est compatible avec la projection

1
arPa
€ + R ; elle passe donc &u quotient, et définit sur une partie de R xR (qui

U, ) une opération, & valeurs dans R , gyu'on note
PasPa

e On va en premier lieu étudier le comportement de cette opération vis-d-

est la projection de

* '
(Pa’(Pa
vis des opérations de no(Diff (D3 3 J°°2)) dans 1l'espace principal R . Soit
S

+ a' existe, et soit ') un élément de U

Poys Py ’ (0 01) 900%q
situé au~dessus de (a , a') . Soit o€ no(Diff(D3 : J°°2)) et soit g un repré-

S

(a,a') tel que =

sentant de ¢ ; soit ¢ wun plongement d'orientation positive de g dans 1l'inté=-

rieur de Mi(a) o la notation ¢ " étant celle définie & la fin du n° 1,

(¢ o gy » ¢') est encore un élément de U y g et Oona s

a’va
6 - - v - 1 .
(6) (0 o g) 00l ? (o 0008 ¢ ) o B0V

De ceci il résulte en particulier que la partie de R x R sur laquelle est défi-

nie 1l'opération + , ©ost saturée pour les opérations du groupe
a? o :
n @ire(D> 5 7)) x n_(ire@> 3 ) 3
o} 82 o 82

or la projection de cette partie sur (€/6) x (€/6) coincide avec celle de

y » clest-d-dire ®_; donc 1l'opération + est définie sur 1'image

u
“Pa’ (‘Pa _— (Pa’ ‘p&
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réciproque ¥, de ¥ par la projection de R x R sur (€/®) x (8/6) ; en plus
on a d'aprés la formule (6)

(ae0) + a’ = a +

(ateo) = (& + a')e.o
oc’(p& ) ( a"p& :

Do Py
pour tout (a , a') e ¥, et tout oe fto(D:'Lff.‘(D3 3 Jooz)) .
D ——— S —————r—— S

Soit & un systéme de couples d2 difféomorphismes (g, 9}) (pour

0 €{="7, ¢0c 3y 7} Je On appelle addition associée & & et on note +5 1'opé-

ration définie sur ¥ de la fagon suivante ¢ si (a , a') e ¥, » on pose 3

a -bq) &t =a s a' , On verra au numéro suivant que pour un choix convenable
’ Id
du s%rstgm ® . cette "addition' est bien commutative. Il résulte de ce qui pré-

céde que, pour tout systéme & , lladdition *y @ les propriétés suivantes

(1) La projection R - /G est additive ; de fagon plus précise, soient a et
a' deux éléments de R , soient A et A’ leurs projections respectives dans
G/G ; pour que a +p &' existe, il faut et il suffit que A + A' existe ; A +4A
est alors la projection de a +

® a‘ .
(1i) si a +p &' existe, alors (a.0) +p a' et a +4 (a's0) existent pour
tout o e x DiLL®> 5 37,)) , et on a
— Q

(7) (@e0) +5 8" =a +5 (a'e0) = (a g 8')e0 .

(1ii) L'opérat +p ©st réguli¢re, autrement dit : a +5b =a 45 b' entrafre
b="D' et a+yb=a' +4b ontrafne a =a' . En plus, pour qu'il existe a
(resp. b ) tel que a + b=c , il faut et il suffit quw C =~ B (resp. C =4 )

existe ; (A, B, C désignant les projections respectives de a , b, ¢ dans
L5 ),

(En effet, a +p b =a +g D' entraine d'aprés (i) ¢+ A+ B=A + B! ; donc,
d'aprés la régularité de 1'additicn dans G/G, B = B' 3 donc il existe
e no(Diff(D3 :37))) tel quo b = b.o ; dlaprés (ii), il en résulte :
S

a+3b=(a +3b)oo;donc o=c, donc b=rbt,

Supposons d'autre part que C - B existe, et posons ¢+ C - B= A 3 soit a!
au~dessus de A ; puisqe A + B=C , il résulte de (i) que a' + b est au~

dessus de C , “onc de la form® c.o ; donc dlapres (ii) on a (a'.o-l) +b=c¢c ),
(1iii) L'opération +p ©st continue sur ® ,

(En effet, elle a été obtenue par passage au quotient & partir des applications

continues « . ). '
s Pa
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4, Condition de commutativité d'une addition dans R .
On va maintenant particulariser le systéme ¢ comme suit ; soit p 1la rota-

tion d'angle & de M~ autour de la droite {y =2 =0}, On choisit s

Py = injection de Ml’ dans Mo H

(8)

pee .

J
(PO o}

D'autre part, on suppose que, pour tout % # O, ona s
(9 (0o » 015 = (01 5 9) .

On va montrer que, pour tout systéme ¢ vérifiant les conditions ci-dessus,

1'opération +; est commutative.

En effet, pour tout o , les ensembles U , et U, sont symétriques
Pas P, ParPo
dans € xC€, et on a, pour tout (p, ¢') € U , 2
(10 LR =@~ ' .
) P o100 ¥ =9 To 08 0

Il résulte immédiatement de (9) et (10) que, pour o £ 0, ona g

a! + a=a'+ a=a + a'
(P-a’(P.:oz ‘Po’cf(pa (Pa’(Po'c ’
I1 ne reste donc plus & montrer que la commutativité de l'opération + y « On

Par?o
utilise pour cela le lemme suivant (qu'on utilisera également au n° 5) g

IEME 6¢ = Soit a e {~7, ..., 7). Solent (¢, , ¢}) et (9, , ¢}) dewx
couples de difféomorphismes vérifiant les conditions du début du n° 3, On suppose

que ces couples sont "équivalents" au sens suivant : il existe des éléments

{ n g d : g
é, g ,gg situés respectivement dans i (0);0°51 () gig(a);ebsi|(a) ’
j@)se°y (o) LI

~
(Pa:g"o Gy 0 g

.o

ve

(P&:g"o(pa’o g!

alors les opérations o o et 4, . colncident.
ara Pas?a,
Démonstration du lemme 6. - Soit (¢ , ¢') e U y 3 Soit X =@~ 1 ¢ eCn
P 9?a Pou2 o

a le diagramme ccrmutatif
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, 1(a)

-1
9 \\\a

~ % (@)

w/ \ipog

M &
J(a)

“P(;. /1'((1)
(@)
EL résulte de ce diagrame que (¢ og, ¢°g') € U, ~ 9 et que ¢
(Pa’q’a
(¢ °g) - (9" og') =x og" H
(‘Pa’(’p

le lemme en résulte par passage au quotient.

Application du lemme 6. = Soit (a , a') € ?o o D'aprés (10) on a s

a + vat=a' % , a .
?o2%o ?or?

Dtaprés (8) et le lemme 6 ¢

al' + a=a'+ a s
] ] 2
@0,¢0 wo’qo

ce qui achéve la démonstration de la commutativité de +g o

Notion de différence, - La commutativité de +; et la propriédté (iii) justi-
fient la définition suivante : soient a et ¢ deux éléments de R ; s'il existe

beR tel quu a + b=-c, cet élément est unique ; il est appelé différence
de ¢ et a,etnoté c-a .Soient A et C les projections respectives de
a et ¢ dans G/G; pour que c - a existe, il faut et il suffit que C -4
existe.

5, Construction d'une addition associative et commutative dans R .

Définitione = Soient A , A' , A" +trois éléments de G/C ; on dit que
(A, A' , A") est un modtle d'associativité pour une addition +p s'il existe
dans R trois éléments a , a' , a" , de projections respectives A , A' , A",
tels que
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(11) (a o a') tgal = a 4y (&' +4 a")
(ce qui implique, bien entendu, que ces somes existent)e

Propriétés des modéles d'associativité., - Soit (A, A* , A") un modele d'as-

sociativité.

1° Quels que soient les éléments (&, &', a") de R, de projections respec-

tives A , A' , A" , ona 3

(12) | (& *+p a') g an =g +% (& +5 am) .
En effet, il existe trois éléments o , o' , o' de no(Diff(D3 ; Jz:z)) tels
que s

~v,
a' = a',0! 3 amn = gn, et .

o2

]

o

L 3

Q
-e

Dlaprés (7) s
(a *p at) +5 at = [(a +5 8') +5 ah] (0 + O + Om)
et
& 4y (@ 4 a") = [a 45 (@' +a")]e(o + 0" + o") 3
(12) résulte par conséquent de (11),

20 Soient (B, B' , B') trois éléments de /G ; s'il existe un difféomorphisme
£ de (AUA'UA", A, A", A") sur (BUB'UB, B, B, B") , alors
(8, B', B'") est aussi un modele dtassociativité.

En effet, on peut supposer que f conserve 1ltorientation 3 f associe alors.
canoniquement & tout élément a de R, de projection A , un élément, noté fea,
dont le support est B ; ona

(fea % fea') +5 foa' = fo((a +pa') -éq, al)
Définition explicite d'un systéme @ particuliere = On rappelle que o dési-

gne la rotation d'angle n de M autour de la droite {y = z = 0} « On désigne
par © un difféomorphisme de M ayant les propriétés suivantes
K 3

(a)
oje

(b) © applique Do sur Dl

e

(e) poe)-lz ®op .
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[I1 existe un tel difféomorphisme j; on peut par exemple construire & 1 comme Suite
On définit d'abord € sur M, ,  nlasg+s}, ot
induise une "translation", c'est-i-dire envoie tout pcint de cote A au point ol

de maniéere que, sur M

le méridien de ce point perce la plan {z = A = -‘%—} , puis on prolonge la défini-
tion de @ ! 3 1'aide de 1a formule (c).]

Soit h wun plongement, conservant 1l'orientation, de M5 dans lui-mé'me, appli-

quant M, sur A Ay sur A} D, sur D, , Soit g wun élément de 3

5 9 59 "1 4
tel que la restriction de g & Ml coincide avec celle d@ h o h ,

oje

On définit ¢, et ¢! par les formules (8) ci-dessus,

Or; pose ¢
(p'l, = injection de MO dans H
‘Pé = injection de dans H
(93' = injection de dans

Py = injection de dans

Ve

=

g = injection de M2 dans

=
£ a8 o BT

Puis on définit comme suit les autres éléments du systéme O

Pp = ¢ o h o c%' 3

¢, est llapplication de M; dans M, définie par © (autrement dit, ¢, es¥,
défini par 9, © 95 =00 ¢ )

93 =h o gz

¢p=95°h; 9p=9j080 ¢l ;

Pr=07° 945

9 =84° 9g° 950 hopl; [s4 est défini au n° 1] ;

9 = cps o ho cp3’ o (pé 3 ga,; est défini comme suit g la restriction de cp,; a
A2 est définie par :

Py o Py=900 H

e’:, la restriction de q;; a Mo s'identifie & un élément de go;e qu'on note
g' .

Enfin, on définit ¢, ©t cp& pour a= =7, eee y = 1, 4 1'aide de 1la for-
nule (9).
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Définitione = On dit qu'une addition +¢ est associative si, pour
t=1,2,3, 4,5, les modéles (A

tivité pour +

A, A?b) sont des modéles d'associa-
@ e

PROPOSITION 34 = L'addition relative au systeme ¢ défini ci-dessus est asso=

ciative et commutative,

Cette addition est la seule qu'on utilisera dans la suite ; on la désignera sime
plement par + o Elle est commutative en vertu du n° 4.

La démonstration de la proposition 3 repose sur le critére suivant, donnant une
condition suffisante pour qu'un triple soit un modéle d'associativité.,

S'il existe des indices i, j,k,? ,m,ne{0, 1, .o, 5}, des indices

@y B,yY, 0e{=7, ¢ue, +7}, et des systémes de difféomorphismes

((pa ’ (pa) , ((p ) , (3, oy $2) » (95, 94) respectivement équivalents (au sens
du lemme 6) aux systemes ‘((p s Py 1) , etc., définissant i'addition, tels que le

;/ \
s

Mk/

"l'application A de M dans lui-méme définie par

diagramme ¢

e

ait la propriété suivante

les formules g

Al((pﬁo(pa.M.):cp ocpa o(pl3 3
~ 1 ~ ]

N @ © 9, )-tngPYHP' ° ¥

R PP |

Al (cpéeMx) = @} o Ak 3
est un élément du groupe gn' e.Sn ", Alors le triple
~ ~ ~ ? . 2
((p‘3 ° G oM 9g ° cp‘;L.M'j , (pé.l&) esfr, un modéle d'associativitée

“we

Pour démontrer que les cing systémes (A ) sont des modéles d'as-
sociativité on applique cing fois ce critere, avec les correspondances suivantes g
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¢=11 ¢ ) g 95 #2053 P2 o 9% o'
b=2{ ¢ @ % e 9, ey ey ¥ e
e=3 |9, 9} % 9L oiep e S
t=41 9} %2 91 I B o7 °
t=51 ¢ 93 94 93 ¢q 90 91 ¢les © '

La forme pratique sous laquelle l'associativité de 1l'addition sera utilisée
dans la suite est la suivante 3

COROLIAIRE. - Soit (A , B ; C) un moddle d'associativité. On note s

A+B=D; B+C=E 3 A+B+C=F .

Soient a,b,c,d, e, f des éléments de R situés respectivement au~dessus

de A,B,C,D,E, F ., Considérons les relations suivantes

ea+b=4d H
b+c=e 3
a+ex=T*~ H
d+c=1fF o

Si trois de ces relations sont vérifiées, la quatricéme l'est gussi.

Démonstration du corollaire. - les quatre cas possibles se raménent aussitét
a deux ¢

ler case. - On suppose qu’on a @
a+b=4d; b+c=e; a+e=1 .

Alors d+ec=(@+Db)+ec=a+(b+ec)=a+e=* .

2éme cas. - On suppose qu'on a 3
a+b=4d; a+e=1 H d+ec=1f

Pour montrer b+ c =e , il suffit d'aprés (iii) de montrer s a + (b + ¢c) = a +6.,
Or on a bien g

a+(b+c)=(a+b)+c=d+e=Ff=a+e .
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