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Séminaire Henra CARTAN 1101
(Topolog:Le différentielle)
15¢ annde, 1962/63, n° 11 4 février 1963

IE THYOREME DE PREPARATION EN GROMETRIE DIFFERENTIABLE

par Bernard MALGRANGE

I. Position du probléme.

le Islgebres diffirentiablas.,

On note Sn 1'algébre (sur le corps R ) des germes de fonctions numériques

(indéfiniment) différentiables au voisinage de O dans ‘an .

Définitione = On appelle algébre différentisble une Realgébre A (unitaire
et # 0), mnie d'un homomorphisme surjectif d'algdbres & - A (pour un entier
n convensble) [il est entendu que tous les homomorphismes d'algébres sont unim

taires] °

Si p désigne 1'idéal de Sn s noyau de cet homomorphisme, 4 s'identifie,
comme algdbre, & & /b o La domnde d'un idéal p de & , distinct de & , défi-
nit une algébre différentiables L'algebre Sn est, en particulier, une algébre

différentiable, correspondant au cas oi p= 0 e

On désignera souvent par une seule lettre A une algébre différentiable 3 il

sera toujours sous-entendu que 1'homomorphisme 8 -+ A est donnée

Toute algébre différentiable A = & n/p est une algébre localo, dont 1'idéal
maximal, noté m(h) , s'identifie & (g )/p .

Etant donndes deux algtbres différentiables & -4 et & - B, onva définir
ce qu'on appellera un morphismo de 4L dmns B « Définissons d'abord les morphis-
mes de Sn dans Sm 3 considérons un germe d'application différentiable

p: E'- R

(il s'agit de germe d'application au voisinage de O € Em s tel que ¢(0) =0) 3
a4 chaque germe d'application différentiable f ﬁn -+ R associons le germé
composé f o o ¢ Em -+ R; 1'application f » £ o ¢ est un homomorphisme d'alge-
bres & =& , noté ¢ + Par définition, un morphisme u Sn > Sm est un
homomorphisme d'algébres tel qu'il existe un germe d'application ¢ avec

¢" = u « Alors ¢ est déterminé par la connaissance de u 3 en effet, soient

Xy g ese 5 X, les coordonnées dans Bn » by y ooy ¥, les coordonnées dans
B.m; soit ‘Pi(.yl y oo ym) la i~iéme coordonnée x; du point o(y) 3 alors
on a



1la0R
Lpi(yl g sve ym) = u(xi) Iy
image par u de 1'élément x; € Sn e Donc u détermine ¢

En général, solent & - L et 8m » B deux algébres différentiablese On ap-
pelle morphisme de A dans B un homomorphisme unitaire d'elgebres us: A - B

tel qu'il existe un morphisme (p* 2 Sn - gm rendant commutatif le diagramme

%
4

Y \L
u

I1 est évident que les morphismes se composente On a ainsi défini la catégorie
des algébres différentiables ; et on a, en particulier, une notion d'isomorphisme
d'algébres différentiables.

PROPOSITION 1. - Etant donnde une algdbre différentisble & 5B, ot n élé-
ments bi e m(B) , il existe un morphisme et un seul u s & - B tel que

u(xi) = by (en notant x; 5 eee x, les coordonnées dans ﬁn )e

Démonstrations - Pour chaque 1, choisissons u; € m( Sm) tel que Jt(ui) = by e

I1 existe un morphisme ¢ @ &, + & ot un seul tel que cp*(xi) = u, , come on
vient de le voire Le morphisme composé m o (p* = u prouve l'existence affirmée
par 1'énoncé. Montrons 1l'unicité ; soient des u.:'.L e m(gm) tels que u} =u; €I,
I désignant le noyau de = § on veut montrer que, pour toute f € gn p ON a

£u] 5 eoey W) = £(u; , eeey u) el .
Posons ug_ =u, + ti 3 il suffit de montrer qu'il existe des fonctions différen-

tiables g; telles que

Plug + By eeey w + 5 ) = £(uy 5 eeey w)

n
=j§1 tigi(ul,...,un, tl’...’tn) .
Cela va résulter du lemme suivant ¢

IEMME le = Soit f € Sm s €t soit k un entier < m j supposons
£(0 5 eeey 0y X 15 eosy x ) identiquement nulle. Alors il existe des

hyeg (L<igk) telles que

n

f= 2 x, h, .
. il 1
:l:l
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Démonstratione = Il suffit de prendre

1of
h1=/0 Xl(O, ...,O?txi,xi+l,...,xm)dt .

La proposition 1 étant ainsi démontrée, on notera, pour toute f e & , et pour
toute suite de n éléments by em(B) , £(b; , eee, b) 1'élément de B,
image de f e &, par 1'unique morphisme u ¢ Sn + B tel que u(xi) = bi o Quant

3 1'image u(sn) c B, on 1'appellera la sous-algtbre différentiable de B engen-
drée par les b, € m(B) «

Remarques = Le lemme 1 entraine que 1'idéal maximal m(sn) est engendré par
Xy 5 eee 5 X o Donc, en général, pour une algébre différentisble A , m(4) est
un idéal de type finie

2+ Topologie d'une algdbre différentiablee

Soit A= E}/p une algébre différentiables Soit mk(A) la puissance ke=iéme
de 1'idéal maximal m(A) o La topologie m(A)=adique de A est celle dans laquelle
les mk(A) forment un systéme fondamental de voisinages de O « On notera m (&)
1'intersection des mk(A) 3 pour que la topologie de A soit séparde, il faut et
il suffit que m (&) = {0}

D'aprés le lemme 1, mk(Sn) est 1'idéal des germes de fonctions nulles & 1'ori-
gine ainsi que leurs dérivées d'ordres < k « Et m°°(sn) est donc 1'idéal des
fonctions plates, c'est-d~dire qui s'annulent en O ainsi que toutes leurs dérie
véese

Soit &= A/m(2) 1'algibre séparde associde 3 A o L'algdbre gn\ stidentifie
a 1'algébre ﬁ[[xl s vee xn]] des séries formelles, en vertu d'un théoréme
classique de Emile BOREL, suivant lequel toute série formelle est la série de
Taylor d'au moins un germe de fonction différentiablee Ainsi, 1'algebre g; est
un amneau local, noethérien et complete Tout quotient de g; est aussi un anneau

local noethériene

En général, soient A et B deux anneaux locaux, et soit us A -B un
homomorphisme d!anneaux locaux (c' estf-a-dlre tel que u envoie m(4) dans m(B) e
Alors u induit un homomorphisme : A-B tel que le diagramme

A—% o8B
n ln‘
% J B

>

B>
e

soit commutatife
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PROPOSITION 24 =~ Supposons que u soit surjectif, de noyau p « Alors 2 est

»
surjectif, le noyaude n'o us: A -+B est 1'adhérence p de p, et le noysu

de % est 1'image n(P) o Si de plus 1 st noethérien, alors p= p+ m(4) ,

et le noyau de u est 1l'image . n(p) «

Demonstrat:.on. ~ Puisqua u est surjectif, on a m(B) = u(m(A)) , done

(B) = u(m (A)) pour tout enticr k, et u ( (B)) = m (A) + p e Donc u (m“(B))
est 1'intersection des w (A) + P,y ct est-a-d:.re 1'adhérence p , ot il est évidemt
que le noyau de u est 1'image, par m , de u (m (B)) =P » 54 ! est noethé=
rien, tout idéal de A est fermé d'aprés le théortme de Krull, donc n(p) est
ferme, et par suite w1 (n(p)) p+ m(h) est fermée Clest donc P , et le noyau
de u est n(p) = nlp + m (&) = n(p) »

COROLIAIRE. = Pour que la topologic de B = L/p soit séparde, il faut que
m (4) c p , et cela suffit lorsque A est noethériene

En particulier, pour qu'une algebre différentisble soit séparée, il faut et il

by

suffit qu'elle soit isomorphe & un quotient d'une algébre de séries formellese

Remarquee = Tout anneau local noethérien est séparé, en vertu du théoréme de
Krulle Done toute algébre différentiable noethérienne est isomorphe & un quotient
d'une algébre de séries formelles (et réciproquement)e

Signalons un probléme.dont nous ignorons la solutione Soient L et B deux
algébres différentiables 3 on sait que tout homomorphisme unitaire d!algdbres
us L ->B est automathuement un homomorphisme d!anneeux locaux (car 1! appl:l.-
cation R-lindaire Ix/u (m(B)) —»B/m(B) ~ R n'est pas nulle puisque u(l) =
donc elle est bijective, et u (m(B)) est donc un idéal meximal de & , néces—

sairement égal & m(L) )« Le probléme en question est le suivant ¢ tout homomor=
phisme unitaire d'algébres différentiables est—il nécessairement un morphisme de
la catégorie définie au n°® 1 ? La réponse est évidemment affirmative lorsque B
est séparée, mais nous ignorons ce qui en est en générale. On ignore notamment
s'il existe deux algébres différentiasbles qui soient isomorphes en tant qu'algde
bres, sans ®tre isomorphes en tant qu'algébres différentiablese

Rappelons que le probléme analogue, pour les algébres analytiques, admet une
réponse affirmatives

36 Un théoréme de finitudee

A A
Soit uws: A =B un morphisme d'slgdbres différentiables, et soit us: A - B
le morphisme associée Dans tout ce qui suit, on considére B comme un Jf-module
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Y

grice 3 u, et B come un l-module gréce & 2. De plus, R sera considéré
comme un fwmodule (et aussi comme un ﬁ-—modu.le) grice & 1'homomorphisme canonique
L R qui, & chaque germe de fonction différentiable a 1'origine 0, associe
sa valeur au point O « Notons que le noyau de cet homomorphisme est m(L)
produ:.‘c. tensorlel Be, R = B/m(L)«B est une algdbre différentiable, ainsi que

B e, R= B/m(A) B « Observons que m(.&) B est 1'image de m(L)eB per 1'applica~

'blon B B cette application induit une surjection B e, & R > B Qﬁ R

Rappelons qu'on dit que m(4)eB est un "idéal de définition" de 1'algébre locale
B s'il existe un entier r > 1 tel que

mC(B) c m(A).B 3
~ A A
définition analogue pour B et m(L)eB o

IEMME 24 = Soit u: & - B un morphisme d'algebres différentiebless et soit r
un entier > 1 « les conditions suivantes sont équivalentes 3

(1) @) cn(h).E .
(11) m(B) c m(a).B .

(111)nF(B) c m(A).B + FL(E) .

(iv) m7(3) c m(i).B st im) .

Démonstratione = Il est visible que (iii) et (iv) sont équivalentess Il est
trivial que (ii) => (i) ==> (iii). Il suffira donc de prouver que (iv) entraine

(ii)e Or m (B) est un B-module de type fini, d'aprés la remarque suivant le
lemme 1 (n® 1) Done le B-module M= m'(B)/(m(L)sB n mF(B)) est de type fini j
la condition (iv) exprime que M= m(B) M, et le lemme de Nakayama implique alors
M= 0, d'oh (ii).

PROPOSITION 3¢ = Soit u':t A - B un morphisme d'algébres différentisblese Les
conditions suivantes sont équivalentes 3

o~
(a) B®, R est un R-espace vectoriel de dimension finic 3
A

A A A
(b) m(L).B est un idéal de définition de B j

!
(a') B ® R est un R-osnace vectoriel de dimension finig

(b') m(L).B est un idéal de Aéfinition dé B ..

Démonstrations = L'équivalence de (b) et de (b') résulte du lemme 2 (équivalence
de (i) et (ii)). Montrons que (a') => (b') (la démonstration serait la mBme
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pour (a) ==> (b)) ¢ si Be R cst une R-algébre de dimension finie, c'est un
anneau local artinien, donc son idéal meximel m(B)/m(L)«B est nilpotent (cfe [1],
pe 69, théoréme 3), da'oi (b').

Montrons maintenant que (b') => (a‘) 1 si nt(B) c m(L)eB s le Reespace vec-
toriel B/m(h).B s'identifie 3 un quotient de B/m’ (B) , qui est visiblement de
dimension finie 3 donc (a') est vraie. On voit de mBme que (b) => (a) »

Remarquee -~ Lorsque les conditions de finitude de la proposition 3 sont vérifiées,
B @, R est une algébre différcntiable de dimension finie, donc noethérienne, et
par suite sa topologie est séparde 3 il en résulte que 1'application canonique
Be, R »B Qﬁ R est un isomorphisme, et par suite ces deux Reespaces vectoriels

ont mme dimension.

A clté des conditions (a), (b), (a'), (b'), considérons les deux autres condi-
tions 3

(¢) B estun L-module de type fini 3

(¢') B est un f-module de type fini.

I1 est évident que (cf) entreine (c), et entraine aussi (a') et (b')e De plus,
dans 1'exposé de C. HOUZEL ([2], page 3) on a prouvé que (b) implique (e), et lui
est donc équivalent. On se proposc, dans le reste de cet exposé et dans les sui-
vants, de prouver le théoréme fondemental ¢

’ \
THEOREME le =~ Si u: A > B est un morphisme d'algeébre différentisbles, la
condition (c) entraine la condition (c!).

I1 en résultera que les six conditioms(a), (b), (c), (a'), (b'), (c') sont équim
valentes.

Donnons tout de suite une conséquence du théoréme 1 ¢
VA
THEOREME 2 (l)o -~ Soit uy A -»B un morphisme d'algébres différentiables, et

rd ’ 3 Y . L A
soient bi € B des éléments en nombre fini ; soient bi leurs images dans B e
Alors les conditions suivantes sont équivalentes @

. /\ » A A .
(i) les images des b, " dens B/m(L).B 1'engendrent comme Reespace vectoriel ;

-\ A A
(ii) 1es b, engendrent B comme l-module

(iii) 1les b, engendrent B comme L-module.

(1) Cet énoncé m'a été indiqué par J.~F», SERRE.
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Démonstration (en admettant le théoréme 1)« - Il est évident que

(ii1) => (ii) => (i). Montrons que (i) ==> (iii). 5i (i) est vraie, la
condition (a) est vérifide, donc aussi la condition (c)e D'aprés le théoréme 1,
B est un A-module de type finie Soit M le sous=hA=module de B engendré par

les by 5 puisque B g R= B ®, R, on voit que 1'on a
1 .

(/1 o, R~ (/M o, &,

)

A A
on notant M le sous-h-module de B engendré par les b, « Or (i) exprime que
(B/M) Qﬁ R= 03 on a donc (B/M) ®, R= 0, et puisque B/M est un A~module

de type fini, le lemme de Nakayama entraine que B/M= 0.
C. Q. F. D.
A titre d'exemple, voici une application du théoréme 2

A
Soit uw: A -+B un morphisme d'algdbres différentiebles. 51 us 4 +B est
surjectif, alors u est surjectif.

Démonstration. - On applique le théoréme 2 , en prenant pour 1'ensemble des
b, 1'ensemble réduit 3 1'élémentmunité 1 e B

Remarquee. = On peut démontrer la proposition 3 sans faire appel au théoréme 1,
en appliquant simplement le théoréme des fonctions implicitese Pour cela, on regarde
d'abord le cas oy A= Sm s B= Sn 3 u provient d'un germe d'application dife

férentiable ¢ s En - .Ij.m » et puisque u est surjectif par hypothése, 1'appli-
cation linéaire tangente & ¢ est injectivee. Le théoreme des fonctions implicites
nous dit alors que ¢ est un plongement au voisinage de 1'arigine, et par suite
tout germe de fonction différentiable dans ﬁn se transporte en un germe de fenc-
tion différentiable sur la sous=variété image par ¢ 3 un tel germe est induit par
un germe de fonction différentiable dans 1'espace ambiant Em s et par suite u
est surjective.

Ie cas général se ramdne au cas particulier oh A = Sm sy B= E;n s au moyen
d'un procédé que nous n'indiquons pes ieci, puisqulon va ltutiliser explicitement
au début du n® bs Il est inspiré de C. HOUZEL [2].

44 Une application du théoréme 2.

Sans attendre que le théoréme 1 soit démontré, indiquonseen une épplica‘tion
(ou plutdt une application du théordme 2) & la théorie des fonctions symétriquess
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Appelons x; les n fonctions coordonnées dans 1'algebre Sn s et définissons
un morphisme u én - Sn par
u(x;) = o(x) 5 eeey x) ’
o5 désignant le i=ilme fonction symétrique élémentaire (somme des produits i
& 1 de Xy eeey X, )e On vérifie facilement, au moyen du théoréme sur les
polyn8mes symétriques de n lettres, que les images, dans 1'algtbre des séries
A
formelles & , des montmes (en nombre fini)

a
w1
1)

a
(Xl) L cee (Xn- s Qavec Osai$n- i 9

conme module sur la sous-algébre différentieble engendrée par les

engendrent /8';

images des g ¢ D'aprés le théoréme 2, il s'ensuit que les monBmes précédents

engendrent Sn comme module sur la sous~algébre des fonctions différentiables de

Oy 5 ese 5 O, « En particulier, si fe & est un germe symétrique (ctest-a=dire

invariant par les permutations des varisbles Xy g eee g X ), alors on voit (en
faisant une moyenne) qu'il existe un germe différentiable g € &, tel que

g(O’l [} [ XX ] [) On) = f(Xl 9 oce Xn) .

Done tout germo différentisble symétrique s'exprime comme fonction différentiable des

polyndmes symétriques élémentaires des variablese

Ce résultat a été établi par une méthode assez différente par Ge GLAESER [3].

5¢ Lo théoreme de préparation de Weierstrasse

Nous allons voir que le théoréme 1 entraine, pour les germes de fonctions dif=
férentiables, un théoréme analogue au théoréme de préparation de Weierstrass pour
le cas des germes de fonctions analytiques, respe des séries formellese.

Disons qu'une F(xl y oee xn) € & est réguliére d'ordre p en x, si

F(O, ees , O, x,) admet un zéro d'ordre p exactement pour x = 0, autrement
dit si

. _ o
F(O, eaey 0y x) = (x) g(x,) s
g étant différentiable avee g(0) £ 0 «

Soit Fe & s F étant réguliére d'ordre p en X, » Considérons 1'algébre
différentiable

B:gn/(F) ,

(F) désignant 1'idéal principal engendré par F e Soit A& = § 1 s et soit
us: A-B le morphisme composé de 1'injection canonique 81 = &) (associée a
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la projection fjn » B 1 gui envoie le point (x1 y seey X 49X ) dans le

point (xl g see y Xn-l) )y et de la projection naturelle En - Sn/(F)
Appliquons & us A - B les théorémes 1 et 2+ Il est clair que chacune des

algébres Ié@? R et Bg, R est isomorphe & E[xn]/ (xll?l ) , quotient de 1l'algébre
L

des polynSmes en X, par 1'idéal engendré par la puissance (x )p Ce sont des
espaces vectoriels de d:Lmens:Lon finie p « Le théoréme 2 nous dlt alors que les
éléments 1, x , (x) s vee (xn)p' engendrent & r/(F) comme module sur
& 1 Autrement dit ¢ toute f e 8n peut se mettre sous la forme

N
(1) f=FQ+R R
p=1
OuQeS,etR—Zr(x),avecregl.
- i=0 ' 1

L'assertion analogue, pour 1'algebre ’g}l/ (F) s est précisément le théoréme de
préparation pour 1l'algdbre des séries formelles ¢

AN L3
(2) t=FQ+R .

.3
On sait que le quotient 8@ et lo reste R sont déterminés de maniére uniquee On
verra plus tard que, en revanche, l'unicité de Q et de R n'est pas assurée
dans la relation (1).

Rema.rque. = Dans (1), si f est blate, alors Q@ et R sont plates s en effet,
ona f=0 s et 1'unicité dans le cas des séries formelles montre que Q=0 et
R= 0. D'autre part, si on applique (1) & f = (xn)p s on trouve, comme d'habitude,
que toute F réguliére d'ordre p en X, est "¢quivalente" (dans 1'anneau 8 )
& un polynBme distingué de degré p en X c'estmd=dire un polyndme u.nlta.lre
dont les coefficients de (x, )Pt s *ee 5 1 sont des fonctions différentiables de

X1 9 eoo 3 X, 1 5 Dulles en 0.

Nous allons maintenant porter notre attention sur un cas particulier du "théoréme
de préparation différentiable" (qui, rappelons~le, n'est pas encore démontré,
puisque le théoréme 1 n'a pas encore été prouvéd) s clest le cas oy le diviseur F
est un polyndme distingué & coefficients analytiquese

THEOREME 3 = Soit

K(x ) = (xn)p+ Z a, (xn):L

un polynme unitaire dont les coefficients a, sont des germes de fonctions anae

lytiques de X1 9 e** 9 X 1 3 Supposons que ce soit un polymdme distingué, i. ee

que ai(O 9 seo 5 0) = 0 o Alors toute f e &, Dpeut se mettre sous la forme
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1 .
(3) P2 2 by (x )™,

=0 *
avec Q€ § , et b, € & ; (fonctions différentiables de x; , eee , X4 )e
La démonstration de ce théoréme fera 1'objet des exposés suivantse

COROLLAIRE. = Sous les hypothéses du théoréme 3, toute fonction plate f e &
se met sous la forme ’

p~1 .
i=0

od Q€& estplate, ainsi que les b, € § _; o

S——

6e Réduction du théoréme 1 au théoréme 3.

Pour terminer cet exposé, on va montrer que le théoréme 1 peut se démontrer si
1'on admet le théoréme 3. En particulier, le "théoréme de préparation différenm
tiable" résultera du théoréme 3, qui n'en est pourtant qu'un cas particuliers

~

Soit us: & - B un morphisme d'algébres différentiablese Supposons que B
soit un A-module dc type finie Il s'agit d'en déduire que B est un A-module
de type fini.

Il suffira de le prouver lorsque & = Sm et B= Sn o Pour le voir, on va
raisonner exactement comme chez HOUZEL [3]. Refaisons ce raisonnement s si
A=§ n/:p s 1'homomorphisme composé

g »4 5B
définit B comme module sur Sm o Par hypothése, B est un gr\n-module de type

fini 3 si 1'on sait que cela entrafne que B est un 8m-modu_le de type fini, B
sera un A-modulc de type fini.

On peut donc supposer désormais que A= & +Si B= § n/q sy le morphisme
us & -+ B se reléve en un morphisme v : & - & o Choisissons dans ¢ des
e I mon AN N
éléments 81 5 °°° 5 &, ©n nombre fini tels que locurs images g; dans t"én
engendrent g{ conme /é:-'module 3 c'est possible, puisque ﬁ: est un anneau

noethériene Définissons un morphisme

au moyen du germe d4'application ﬁn - “Ifn’" r s produit de 1'application ﬁn - Em
qui définit v , et de 1'application ﬁn - B:r définie par les r fonctions
gl 9 00 o gI' e« I1 est immédiat que

2N\

A
w e
NI



1lall

AN
mr
il s'ensuivra que B est un Sm-moduls

fait de /é: un module de type fini sur ¢ Si nous pouvons en conclure que

Bn est un module de type fini sur & er
de type fini.
Ce Qe Fo De
En résumé, il reste smulement 3 prouver lc théoréme suivant s
5 /
THEOREME 4< ~ Soit u i Sm - Sn un morphismee Supposons que us /8; - }

fasse de 8;1‘ un module de type fini sur /81\11 3 elors u faitde § un module

de type fini sur Sm s

Nous allons démontrer le théoréme 4 en admettant le théoréme 3. Appelons
Yy s veo s ¥y les coordonnées dans 1'espace ﬁm y et Xy 5 ess y X les coor-
donndes dans R® ; 1'algdbre &~ sera aussi notée E(yy s oo s ym) s ou plus
simplement &(y) 3 1'algébre &, sera notée E(x, 5 ooy xn) , ou simplement
&(x) o L'homomorphisme u est défini par un germe d'application différentiable
y=¢(x) ¢ u associe & chaque f € &(y) 1'application composée £ o ¢ € &(x)

On voit que u se factorise en

&y) - &(x, y) - &x) ’

le premier morphisme étant 1'injection canonique (qui associe &3 f£(y) occtte mdme
fonction considérée comme fonction de x et de y ), et le deuxiéme morphisme
étant défini par

flx , y) » flx, o(x)) .
On définira plus loin un idéal P de &(x , y) , contenu dans le noyau de
&x , y) » 8&(x) 5 alors u admettra la factorisation
Loy n
&(y) - &x , y)/P > &(x) R

Puisque 7 est surjectif, il suffira de montrer que ¢ faitde &(x, y)/P un
module de type fini sur &(y) ; en effet, ceci entrainera que u fait de &(x)

un module de type fini sur &(y) -

Par hypothése, v fait de &(x) un module de type fini sur %(y) o D'aprés
la condition (b) de la proposition 3, il existe un entier r tel que

(E(x) < m(EH)8(x) e

Dans ces conditions, on a montré dans [2] que les monBmes

see (x) 2, o a; <r pour tout i ’
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engendrent &(x) comiae module sur S(y) o Pour chaque i (1< ign), il existe
donc, dans le noyau N au morphisme &(x , ¥) - %(x) défini par la substitution

7 » p(x) , un élément
/\

Q(x, y) = (x)7 = S s
la|<r e
on a utilisé les motations
[ a= (o 5 eeey ) y
g x%= (xl)m1 ven (xn)o‘n ,
o] = sup (o) .

On peut s'arranger pour que les "c;_;‘t(O) soient nuls. D'aprés la proposition 2,
il existe, dans le noyau I’ du morphisme &(x , y) - &(x) défini par la substi-
tution y - ¢(x) , un élément P, (x , y) qui reléve Qi(x » ¥) o Soit P 1'idéal
de &(x , y) engendré par les P, (pour 1< i< n ). On se propose de montrer
que &(x , y)/P est, grice 3 ¢ , un &(y)-module de type fini ; ceci, comme on

1'a vu, démontrera le théoréme 4.

Introduisons de nouvelles variables t. ia (1\< i<n; fa] < r) . Soit
’

r a
I'Ii(x , t) = (xi) - la%<r ti,a x s
considéré come un élément de &(x , y , t) o Soit I 1'idéal de &x, y, t)
engendré par les I, (pour 1 <i<n). Onva démontrer le lemme :

IEMME 3. = Le morphisme
xt &y, t)»8(x, y, t)/I

défini par l'injection camonique de &(y , t) dans &(x, y, t) fait de
&(x y ¥, t)/I un module de type fini sur &(y , t) »

I1 est en effet évident que tout polyn®me en les variables x et t est cone
gru, modulo 1'idéal engendré par les M, , & une somme de mondmes x(|a| < r)
a coefficients polmbmes en t e« Donc le quotient C de 1l'algébre des polyn®mes
en X et t par 1l'idéal engendré par les Hi est un module de type fini sur
1'algébre des polyn®mes cn t « Il en résulte que chacun des X; 5 dans 1' algébre
C, est entier sur 1'algébre des polyn®mes en +t « Par application du théoréme de

Weierstrass classique, il existe ‘un polyntme distingué en X3 9 & coefficients

analytiques des variables t & l'origine
s=-1 .
‘ _ S Y J
Ri(xi ’ t) = (Xi) + 3-2:0 {’Oi,j(t) (Xi)
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qui appartient & 1'idéal engendré par II; , eee, I, dans 1'algébre des fonce
tions analytiques en Xy et les variables t « A fortiori, R.i appartient a
1'idéal I de 1l'algébre &(x , y , t) » On peut évidemment supposer que 1'en-
tier s est indépendant de i

Une application répétée du théoréme 3 montre que 1'on peut écrire, pour toute
feblx,y,t):
n
(4) flxyyyt)= 2 Rx,,t) Glx,y, t)+ 2 Hy, t) P ’
1 171 1 |pl<s P

Gi et Hﬁ étant différentiablese

De plus, une application répétée du corollaire au théoréme 3 montre que si,
dans (4), f est plate, on peut choisir les Gy et les HB platese

Puisque chaque Ri appartient & 1'idéal I, et que chaque xﬁ3 est égal,
modulo 1, & une combinaison linéaire des x* (Ja|] < r) & coefficients poly=-
ndmes en les variables t , on voit que (4) entraine

n
(5) £z, vy, t)= 2 Mix, t) gelx, vy, t)+ 2 ha(y,t)xa ’

i=1 o] <r
les g et les hu étent différentiables et que si f est plate on peut choi-
sir les 8; et les ha platese

Ceci démontre le lemme 3, en le précisante

Considérons, dans &x , y, t) , la relation évidente s
-\ o
Qi(x y V) = T&(x , )+ ]a%;r (ti,a - ci,a(Y)) X .

Si on reldve les c; , ©°B des c; € &(y) , alors le différence
’ ’

Pi(X ’ y) - Hi(X ’ t) "5 (t’i,a - ci,a(Y)) xa

est plate ; d'aprés ce qui préceéde, elle peut se mettre sous la forme du second
membre de (5), avec des gs et des ha platese On a par conséquent

n ;
(&) B(x, ) =1m(x, t)+ 351 Mi(x , ) gy 36y 75 %) + l,a}l,_<r k7 8y

les g, j étant plates, avec
»

yd
ki’\a(y » ) = ti,a "{i\,\a(Y)

Les termes du premier degré en t , dans le développement de Taylor de ki a?

P o by ’ \ . . 3 3 ’

se réduisent donc & ti . D'apres le théoréme des fonctions implicites, le sys=-
’

téme d'déquations



1114
ki’ oL(;, y t) = 0
est dquivalent &

ou les Gi " sont différentiablese Par la substitution

’
(7) ti,a nd ei’a(}’) ?
la relation (6) donne

n

(8)  B(x, y) =0(x, 6(y) + 321 (x5 8(y)) g5 5(x 5 35 8G)) ’
et les g, j(x » 75 6(y)) =ont platese IL sfensuit que les Hi(x y 6(y)) stex=

, prates,
priment comme combinaisons lindaires des Pi(x , ¥) & coefficients dans &(x , y)e
Donc les IL(x , 6(y)) appartiennent a 1'idéal P (ety en fait, 1'engendrent).
Alors la substitution (7) définit un morphisme &(x, y, t) - &(x, y) aqui
envoie 1'idéal II dans 1'idéal P « On a donc un diagramme commubtatif

E(y 5 t) ———>8(x 4 ¥ 5 t)/I
A M
L \'4
&(y) > &(x 4 y)/P

oi A et p sont les surjections définies par la substitution (7)e Or on sait
déja que x fait de &(x, y , t)/I un module de type fini sur &(y , t) (lemme
3)e Il s*ensuit que ¢ fait de &(x , y)/P un module de type fini sur &(y) .

Ceei achéve la démonstration du théoréme 4.

En résumé, pour établir le théoréme 1, il suffira, dans les exposés suivents,
de prouver le théoréme 3 (division par un polynbme distingué & coefficients anae
Iytiques)e En fait, il suffirait m®me d'établir le théoréme de division par un
polynBme distingué 3 coefficients algébriques, et mfme seulement par le "polynSme
générique" distingué

p=1 .
l:’(x:n y t) = (xn)p + jﬁo ti(xn)l R
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