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Séminaire Henri C.iATAN 4 601
(Topologie différentielle)
l4e année, 1961/62, n° 6 15 janvier 1962

IE [EiiE DE THOM ET LES THECREMES DE PLOLGEMENT DE WHITNEY

par Claude nCRLET

ITT. Les théorémes d'existence d'sapplicetions transverses.

Nous allons tout d'abord énoncer deux lemmes classiques sur les fonctions
différentiablese

LEMME triviale = Soient V wune variété de dimension n , et £ wune fonction
1
de classe G de V dans RY 3 si p>n, 1l'inage de f est de mesure nulle

(pour le mesure de Lebesgue)s

LEMME de Sarde - Soit V une veriété de classe C* et de dimension n j soit
f une application ce classe C® de V dans RP 3 on suppose p<n e Soit A
l'ensemble des points critiques de f 3 alors f(4) est ce mesure de Lebesgue
nulle.

Remarques = SARD a montré le mPme r-sultat en supposant seulement que f

est de classe Cn"p"' L

s et WHITNEY a montré que c'était 1'hypothése minimum que
1'on devait faire, car il a construit une fonction n - p fois différentiable
pour laquelle la conclusion est faussee Ici nous ne démontrerons que 1'énoncé ci-

dessus, qui est suffisant pour la suitea
On va montrer que 1'image de l'ensemble A des points critiques contenus
 dans un compact K a une image f(A) qui est de mesure nulle.

Soit, pour tout i (0< i <p), A, 1l'ensemble des points de K oi df est
de rang i (exactement)e Il s'agit de démontrer que, pour tout i<p, f(Ai)
est de mesure nullee

On va raisonner par récurrence sur n et p, en remarquant qu'il n'y a rien

& démontrer quand p= 0, et que dans le cas a4 p >n, c'est le lemme triviale

Supposons alors que, n et p étcnt donnés, avec n> p, le leame soit

démontré dans les cas suivants 3

(n, X (k<p)
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et

(2,0 (<n H

montrons qu'il est vrai pour (n, p)

Qe f(Ai) est de mesure nulle pour i< pe=1 3 en effet composons f avec
la projection canonique de Y sur pP-t 3 les points de A, (1<p=1) sont
des points critiques de cette application compesée, donc, d'aprés le premiére
partie de 1'hypothése de récurrence, la projection de f(Ai) sur Rp"1 est de
mesure nulle, et par suite f(Ai) est de mesure nullee

be f(Ap-l) est de mesure nulle 3 en effet, soit u un point de Ap.l ; en
ce point, df est de reng p - 1 , donec il existe un voisinage V(u) de u et
une carte locale sur ce voisinage, tels que f£ s'éerive dens V(u) sous la

forme
(x,7 - (x, gx, )
Rp—lan-p-l-l -)Rp—lxR

I1 reste & montrer que 1l'imzge des points critiques de cette application de
V(u) dans RP est de mesure nullee

On remarquera que f est de reang p si et seulement g'ilexistc une coorw

donnée y. de y telle que ~§5— soit non nullee Soit elors pour tout k
| Yi
inférieur ou égal & n-p, Ck 1l'ensemble des points oi toutes les dérivées

pertielles de g sont nulles jusqu'2 1'ordre k au moinse Posons pour k <n = P,

Bk:= Ck - Gk+l .

1 Pour k<n = p, l'inage de B, est de mesure nulle : cor si u est un

point de Bk s 11 y a une dérivée d'ordre k+ 1 de g par rapport aux y qui

n'est pas nulle en u ; donc, au voisinage de u , Bk est contenu dans une

sous-variété de classe C~ et de dimension n = 1 « On applique alors la deuxidme

partie de 1l'hypothése de récurrence & la restriction de f & cette sous~variétée

20 £(C > 1 . '
f( n-p) est de mesure nulle § en effet, recouvrons Cn—p

de c8té a 3 le nombre de ces cubes crcit au plus comme &2 quand a tend vers

par des cubes

zéroe Et dans ces cubes on peut majorer g per une expression de la forme
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M’gn-p+l s Puisque dans chacun de ces cubes g s'annule ainai que ses n - p
premidres dérivées et que les dérivées (n ~ p + 1)=-idmes sont bornées sur le
compact K o Alors 1'image d'un tel cube est contenue dans un prisme dont la hau=
teur (le long de la dernidre coordonnée) est Hea P » ¢t dont la base est un

cube de cdté alN , cu N désigne une majoration de llagl] « Le volume de ce

n
]

il en resulte que 1l'on peut mettre 1l'image de anp dans un ensemble de mesure

- 1 -
prisme est M, g™ , et conme le nombre des cubes croit eu plus comme &

aussi petite que 1l'on veut.

La démonstration du lerme de Sard est ainsi achevée.

IEMME préperatoires = Soient U un ouvert de r? s V un ouvert de Ri\I ’
et F une fonction de Usx V dens RY , de classe 6* (et plus généralement
de classe C1 si n<p) telle que pour tout u € U 1a fonction v =F(u, v)
définie sur V soit transversale sur 1l'origine dens RP + Alors si K est un
compact de U, 1'ensemble V° des points v de V tels que 1'application
u~+Fu, v) de U dans RP soit, cn restriction & K, transversele sur

1'origine dans RrP s est un ouvert partout dense dans V .

Montrons d'abord que V - VO est fermé : c'est la projection sur V du sous-
ensemble fermé de K x V (et puisque K est compect cette projection ést
fermée) formé des zéros de la fonction continue définie de le fegon suivente 3
on envoie K x V dans R en envoyant K x V dens RP par la fonction F ’
et dans R% par les déterminants d'ordre p de la matrice des dérivées du
premier ordre par rapport aux variables de U ( g désignc le nombre de ces
déterminants) e )

Montrons maintenent qu'il y a des points de V°  arbitrairement voisins d'un
point v donné. Il suffit d'envicager le cas o Vb‘¥ Ve .

Comme la matrice des dérivées partielles de F par rspoort & v est de rang
P au voisinage de tout point u tel que F(u, vo) = 0, le théoréme des fonce
tions implicites permet d'affirmer qu'il existe au voisinage d'un tel point p
fonctions ¢

gu,l 9 o0 gu,p

telles que dans un voisinage A(u) x Bu(vo) du point (u, vo) la condition

by

F(u, v) = 0 soit équivalente & la condition 3
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Yo (1) = Byils vy

(@@ v, désigne 1l'ensemble des coordonaées de v telles que j n'appartienne
pas & 1'ensemble des vnu(i) (i=1, ees 5 P) )o Bt les fozctions gy 3 sont

indéfininent différentiables (respe 1 fois continfment différentiables)s

De plus, pour tout point (u, v ) tel que Flu, v ) # 0, il existe un
voisinage A(u) x Bu(vo) tel que, si (u, v) oppartient 3 ce voisinage, on
ait encore F(u, v) # 0.

Comme K est compact on peut le recouvrir par un nombre fini d'ensembles
A(u) ¢ soient A(ul) s ese A(uq) ces voisinages. L'intersection des B (vo) ’

pour k=1, «., q, est un voisinage B de v, e

Considéroas alors pour chaque k les applications

k
Gnk(i)(u s vjk? = )(u ’ vjk)

gnuk(i

(pour Ji n'appartenant pas & la famille des nuk(i) )y et

G% (wy v, ) = v, .
Ik Iy k

I:3i n<p, limage de chacune des fonctions Gk

esty d'aprés le lemme
trivial, de mesure nulle dans B, donc il existe un point v aussi voisin que
1'on veut de vy et qui n'appartient & aucune de ces images § donc v est tel

que, pour tout u, Flu, v) # 0.

II: Si n>p, d'aprds le leume de Sard 1'ensemble des points de B qui sont
waleurs critiques de l'une des fonctions C}'k est de mesure nullee Done on peut
trouver, aussi prés que 1l'on veut de Vy» un point v qui n'est valeur criti-
que d'aucun des Gk .

Soit alors u un point tel que F(u, v) = O, u appartenant & A(uk) .
Remarquons d'abord que, en tout point oy aG% est de rang N, (dg_ ) est

nécessairement de reang P por rapport aux u s il suffit d'éerire leS matrices
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4G =
1 0
- _0_ _ _ _ _ ‘.
0 1
Ecrivons alors
af_ aF oF o
(v'].k fixes) =~ (v fixes) }niz:i) aynk(i) nk(:n.) .

Si dans cette expression on remplace dvm par dgm on obtient une expression
identiquement nulle, par définition des fonctions g 3 d'el

aF T dg .
(v fixes) nk(i) bynk(i) dgnk(l)

Mais comic précisdment la matrice des dérivées partielles de F , par rapport

aux vnk(i) et dg, ost de rang p cn ce point, la différentielle de F

par rapport aux u, est de rang p cnh ce pointe

LEMME fondamentals = Soient V , W, M trois variétés de classe ¢ , et W
une souse-variété de classe C de M, N étant de codimension p , W ¢&tant
de dimension n e (Dans le cas n < p on peut remplacer la classe ¢ per la
classe Cl e) Soit f une fonction de classe ¢ (respe C1 ) de Wx V dans
M o Soit X wun compact de V j supposons que, pour tout x de W , 1l'application
¥y - f(x ’ y) de V dans M, restreinte & un voisinage U de X, soit transe—
versale sur N o Alors l'ensemble des y de V tels que 1'spplication
x-»f(x, y) de W dans I, restreinte & K, soit transversale sur N, est

partout densc dans V
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Y

Démonstratione = Soit A un ouvert de M tel que la restrictionde N & A
puisse 8tre définie comme 1l'ensemble des zérms de p fonctions h,
(i=1, eoo 4y p) , de classe ¢”, telles que les dh, soient linéairement

indépendantes en tout pointe

Soit V, un point de V3 on va Xhercher les points qai répondent & la question
-1

au voisinage de v, e Soit K' un dompact contenu dens K n f (4, vo) , dans

une carte locale et dans U « IL existe un voisinage VK’ de v, et un voisie-

nage L de K' contenu dans U et dans une carte locale, tels que f£(L, Vi)
LV

(car dire que £ IV est transversale sur N, c'est dire que cette fonction
Kt

soit contenu dans A « On spplique alors le lemme préparatoire & h o f

est transversale sur O dans RP )e On peut slors recouvrir K par un nombre
fini des K' , donc au voisinage de v, les points considérés sont ceux de 1'in-

tersection d'un nombre fini d'ouverts partout densese

THébRéME 5 (lemme de Thom local)e = Soient V et M deux variétés de c lasse
c®, et N une sous-variété de JT(V, M) (ou plus généralement une bonne sous-
variété stratifide)s On suppose O < r <s £ »; de plus si dim V> codim N et
S <o, On suppose r < s )s Alors 1'ensemble des applications de classe ° de
V dans M, dont la r-ime dérivée est transversale sur N, est partout dense
dans Hom"(V , M) pour la topologiec €° .

Démonstrations = On va montrer que cet cnsemble cst partout dense dans chacun
des Hom(A, V, M) o Soit (V,) la famille de cartes locales de V qui a

servi & définir A ; il suffit, puisgue c® ost une topologic d'espace de Baire,

de montrer que 1'ensemble €, des fonctions, dont la restriction & 1'un des A

vérifie la condition, est un ouvert partout densee

1% Q, est ouvert. Cela résulte des lemmes 1 ct 3 (exposé 5), ot se démontre
comne le théoréme 3. (C'est 13 qu'interviennent les hypothdses faites sur r et
So)

2° Montrons que Qi est partout densee Considérons d'abord le cas ai N est
une vraie sous-variété et oi on travaille sur la classe C% o Montrons qu'aussi
prés que 1l'on veut d'une fonction donnée £ il y a une fonction appartenant &
Qi‘

Soit ¢ ume fonction & valeurs dens R, de classe C° égale 3 1 sur V.
nulle en dehors d'un voisinage compact V& de Vi conteru dans la mdme carte
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locale que Vi et dont 1'image par la fonction donnée f est encore dans Mk(i) )

A toute fonction P de R daps RIIMM

V4 - r > £ N\ S n
dans R de degré inférieur ou égal @ r , et & tout vecteur a de R™, on

qui est un polyn8me des coordonnées

associe, pourvu que P et a soient suffisecanent potits, une fonction de v

dans M en posant :
fP, a(x) = f(x) + (f{x = &) - £(x)) olx) + ¢x)eP(x = a)

si x est dans V) (le signe + étant pris dans MMi) ct le signe « dans
Vi), et |

fP, a(x) = f(x)

si x n'est pas dans V{ .

Remarquons que 1l'application (P s a) - fP,a est une application continue d'un
voisinage de l'origine dans 1'éspace vectoriel des coefficients de P et de a
dans HomS(V ’ M) muni de le topologie € ; donc il suffit de voir qu'il existe
des couples (P, a) eussi petits que l'on veut tels que fp s réponde & la
questione Pour cela on ve appliquer le lemne fondamental & la fonction ftl;,a
considérée comme une fonction d'une part de x et d'autre paet des coefficicnts
de P et de ae écrivons donc le metrice des derivées partielles par rapport

aux coefficients de P et de a ¢

a P
TN 7 - = ~‘\
Vi V4 \
1.0
projection sur V 01 0 0 0 0

. 225§>; ‘10 »
projection sur M / 'y o o 0

dérivées d'ordre 1

NN
N

dérivées dlordre r
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(On écrit simplement que les dérivées p-ifmes d'un polynBme ne dépendent que
de ses coefficients de degré >p.)

Donc cette application est localement surjective 3 elle est donc certainement

transversale sur N « Donc on peut appliquer le lemme fondamental, qui donne le

résultat cherchée

Dans le cas oy N est une sous-variété stratifiée on applique ce raisonnement
successivenent sur toutes ses composantes, d'abord celles de plus petite dimen-
sion, puis les suivantes, etc. 3 en considérent chaque fois que l'espace d'ar-
rivée est, non pas JE(v s M) , mais cet espace moins les composantes sur lesquel-

les on a déja transversalisde

Si s # =, on ne peut plus applicuer le lemme fondamental & £p o » meis
grice au lemme b (Exposé 4) on commence par approcher f per une fonction f*
ggale & f en dehors de VE et dont la restriction a V& est une fonction de

0 t ;
classe C de Vi dans IL)\‘( i) ..

THEREME & (Lemme de Thom au but)e = Soient V et M deux veriétés de classe
c® s et N une sous-variété de classe C°* (ou plus généralement unec "bonne
sous=variété stratifide") de J&(V , H) x JE(v s 1) «On suppose 0L r< s oy
de plus, si dimv >codim N et s <o, on suppose r <s « Alors 1'ensemble
des gpplications £ de V dans M de classe ¢S s telles que F o« £F 9 IESe
treinte au complémentaire de la diagonele dans V x V , soit transversale sur
N, est pertout dense dens Hom®(V s M) pour la topologie & .

On raisomne comme pour le lemme local 3 il suffit de voir que les fonctions
qui vérifient cette propricté en restriction au produit K x K' de dewx
compacts disjoints forment un ouvert (leame 4) partout dense s pour cela on
modifie la fonction f donnée sur K et sur K' gr3ce & des polynBmes et 2
des vecteurs P, F* , a et a' (cf. lomme local) et on regarde la différen=

tielle de 1'application trouvée par rspport aux coefficients de P, P' , a, a' -

Remarquee = On peut énoncer un tel lemme pour un nombre fini quelconque de
facteurse




