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Séminaire Henri CARTAN 3-0L

Topologie différenticlle)
£4epann§e, 1961/62, n° 3 13 novembre 1961

ARRONDISSEMENT DES ARETES

par &drien DOUADY

I. Arrondissement des arBtes

1. Théoréme d'arrondissement des ar@tese.

’ +
DEFINITION le = Soit V une variété & bord anguleux. On appelle arBte de V
toute sous~variété sans bord relatif X de V , de codimension 2 et de coin-
dice 2 (cfe Exposé l, I, n° 7 et 8)o

Soit 6 un difféomorphisme croissent de (O, %) sur (0, n), tel que
6(-;- - 0) = = 6a) « On notera B 1'homéomorphisme du quart de disque

B§’2={(X.7Y)9 x>0, 720, X2+y2$1}

sur le demi=disque

2.1 2
Bo' ={x, 5, vy20, ¥ +y <0
qui au point de coordonnées polaires (p , @) associe le point de coordonnées

polaires (p, 6(a)) o C'est un difféomorphisme en dehors de O

Pour tout (2 , 2)~tube, is e. pour tout fibré B , de fibre Bi’z et de groupe
structural Z, opérant par symétrie (x.y) -y, x), sur une varieté & bord
enguleux X , on notera encore © 1'homéomorphisme de B sur le (2, 1)=tube
associé B' , de fibre Bﬁ’l ol 52 opére par symétrie (x, y) » (=x, y) ,
obtenu en transportant ® sur chaque fibre.

’
DEFINITION 2+ ~ Soient V wune variété & bord anguleux, X une arlte de V,

© une fonction satisfaisant aux conditions ci-dessus. On appellera variété obte-
nue & partir de V en arrondissant X 3 1l'aide de la fonction 6 et du voisi-
nage tubulaire (N, p, ) de X dans V (o ¢ est un plongement dans V
d'un (2, 2)=tube B sur X ) la variété 7' obtenue & partir de la somme dise
jointe (V=X) yB', ot B' estle (2, L)-tube associé & B, en identifiant

. =y =l
x & 6(p” (x)) pour tout x € N =X o
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Remarquese
(1) L'espace topologique sous=jacent & V' s'identifie & celui de V , et
1'application identique V - V' est un difféomorphisme en dehors de X o

g

(2) X devient une sous~variété sans bord relatif de V' , de codimension 2
et de coindice 2 , et 1l'application canonique y' ¢ B' - V' définit un voisi-

nage tubulaire de X dans V' .

(3) 61(V’) est obtenu & partir de al(V) par recollement suivant 1!'involu-
tion du revétement % deux feuillets de X induit par bl al V- 62 V (Exposé 1,
I, 6 pe 3).

(4) Pour toute variété W, V' x W est obtenue & partir de V x W en arron-
dissant 1'ar8te X x W e

THEGREIE l+ = Soient V une variété 3 bord anguleux, X une ar8te compacte
de V o

ae Deux variétés Vi et Vé obtenues & partir de V en arrondissant X sont

difféomorphes.

be Si G est un fermé de V, tel que G nX= g, il existe un difféomorphisme
de V! sur Vé qui coincide, sur G u X , avec 1'application identique de V o

Démonstrations = Vi et Vé sont obtenues grace & des fonctions 6, et 92

et & des voisinages tubulaires (N , 5 ¥) et (N, , py, ¥y) respectivements
On ve étudier séparément les cas ©; =6, et (N , b o ¥) = (Ny, By y ¥,) o
Le cas générel s'en déduira en changeant d'abord le voisinage tubulaire, puis la
fonction ©

~as Changement de voisinage tubulaire, 6 =86, ¢ = Pour =1, 2, 43 est un
plongement de B, dans V . D'aprés le théoréme 2 de 1'exposé 2 (pe 4), il existe
un isomorphisme de fibrés £ : By - B, et un difféomorphisme y de V sur

elle-mBme tels que le diagramme

1 > By
Y1 by
v Y
v Y ~> V

soit commutatifs
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Y

L'isomorphisme f donne naissance a un isomorphisme f! : B} 4.B5 des fibrés

1 .
associés de fibre Bi’ s et le diagramme

£
B1 > B2
) )
v g o
B > 2

.est commutatife

Les difféomorphismes y et f' , qui forment un diagraime commutatif avec les
B o ¢;l » se recollent en un difféomorphisme y' de V] sur V) qui répond &
la questions La partie (b) découle de la pertie (b) du théoréme 2 de 1'exposé 2.

e Changement de 6 + = Soit n une application €% de (0, 1) dans (0, 1),
telle que n =1 au voisinage de O et O au voisinage de 1 ,

. 1
et considérons 1'gpplication g du demi=disque Bi’ dens
lui-mdme qui au point de coordonnées polaires (p , @) fait
correspondre le point de coordonnées polaires

(pyna+ (L =n) ez(efl(a))) e g colancide avec 1'identité

N au voisinage de O et avec O, o 6:1 au voisinage du demi-
cercle p =1 ; c'est un difféomorphisme du cemi=disque sur lui-m®me. Soit g le
difféomorphisme de B' sur lui-mlme obtenu en transportant g sur chaque fibre.

L'homéomorphisme y de N= ¢(B) sur lui-mlme tel que le diagramme

B' ~g_ > Bf
B —

0, 0,
B B

y L
\4 v
N Y >N

soit commutatif, cofneide avec 1'identité sur le bord relatif de N dans V ’

et se prolonge donc par I sur Ve N en un homéomorphisme, encore noté y , de
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V sur elle=mlme, qui induit un automorphisme ¢” swr V=X . Les automorphis-
mes y de V~-X et g de B' se recollent en un difféomorphisme y' de
Vi sur Vé s qui répond & la question. Pour la partie (b), remarquons qu'on

peut prendre n & support dans (O, e( , € arbitraire. Ceci achéve la démons-
tration du théoréme le

Remerques = Dans le cas (a) @ (e1 = 92) s l'homéomorphisme y s V-V
identique & Y' est un difféomorphisme. I1 n'enn'est pas de mfme dans le cas (B)e

2e BExemplese
FROPOSITION 1,

ae Une variété V , obtenue & partir de la demi~boule

n 2 2
D+={(xl,...,xn), X1+...+xn$1, xn>,0}

en arrondisgant 1'arbte S™2 , ost difféomorphe & la boule D% o

be On peut trouver un difféomorphisme ¢ ¢ V - D qui coincidé avec 1'identité

sur Sf"l et avec la projection stéréographique sur ot

Démonstratione = Repérons un point z e p? par

~ 1'angle o de la sphére Za contenant Sn"2 et passant par 2z déterminé
par

T )
Ofagn, &7 siet seulement si zeD::1 .

- les coordonnées polaires (p,u) , pe (0, 1), ue sh~? , du point x

oi le cercle I orthogonal aux Za passant par 2z rencontre Dn"'l

L'application ¢ ¢ D_I: - D" qui, au point repdré par (a4 p, w) associe le
point repéré par (o(a) 4 p 4, u) est un difféomorphisme sauf sur S o L'ap-
plication ¢ 52 x Bi’l qui, & (u, y), ou ue Sn"2 y YE Bi’l a pour
coordonnées polaires (r , a) , associe le point z , repéré par
(@y p=1 =%, u), définit un voisinage tubulaire de S™° dens D", et
induit un voisinage tubulaire de s dans Df o Le diagramme s
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x B?
o

\ 8(a)

Vv
D:-l ? >Dn \*'*IJ/

0 (z)

est commutatif, donc ¢ est un difféomorphisme de la variété V , obtenue en ar—
rondissant S dans D, & l'eide de ¢, sur D"

PROPOSITION 2. = Une variété obtenue 3 partir du produit DP x D? en arrondis-
sant 1'ardte SP0 . 8%l ost difféomorphe 3 D¥*9,

Démonstration. ~ Considérons dans Rp" 9. Rp X Rq la surface Za d' équation
cos a(lld = lyl?) + sin a(lkd + 7] - 2) =

Par tout point z € DPY3(YZ) passe une surface £, et une seule,
ae(-%,q-%) s Sauf si zeSp"l ><Sq"'1 s et ze DP x DY si et seulement

si o € (-%, +%) e« Si B8 vérifie 6(a)=a+%— pour o voisin de -2_-‘, ce
qu'on peut toujours supposer grice au théoréme 1, considérons 1'application )
de DP x D% sur DP*YY3) qui, & un point z de la surface X ,fait corres-
pondre le point 2z' qui se trouve sur la mlme tra,]ecto:.re orthogonale aux 2
que z , et sur la surface I, avec o = 8o + -4-) --2- o L'gpplication ¢ est
un difféomorphisme de la varlete obtenue en arrondissant S x ST dans

0P x 0% sur ﬁmq(Vﬁ) .

Cette proposition pourra sussi se déduire du théoréme 6.
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FROPOSITION 3e - Soit M 1'cnsemble dss classes, & un difféomorphisme prés, de
variétés compactes & bord lisses L'opération qui, & deux variétés V; et V,,
fait correspondre une variété V obtenue & partir de V; x Vé en arrondissant
1'arBte ov; x avz o munit M d'unc loi de compositions Cette proposition est
une conséquence immédiate du théoréme ls Cette loi est dévidemment commutatives

Le lecteur pourra montrer, & titre d'exercice, qu'ellc est associative (cfe exer—

cice 3 & la fin dc 1'expesé)e.

Commutation avec le recollement.

THEOREME 2. - Soient V une variété 3 bord sagulewx, F une face de V, f
un'difféomorphisme involutif sans point fixe de F sur elle-mPmce Soient
W= (V/£, &) une variété recollant V suivant £, et x s V »W 1'applica-
tion canoniques Si X est une ar®te compacte de V , non contenue dans F et
telle que f(X nF)=XnF, alors Y= x(X) est une arBte de W o Soit alors

W' une variété obtenue & partir de W en arrondissent Y .

ae Il existe une variété V' obtenue & partir de V en arrondissant X telle
que, si F' désigne la face de V! identioque @ F, f soit encore un difféo-
morphisme de F' sur elle-mBmes Toute variété Wl s recollant V! suivant

fs F' 5F', est difféomorphc & W' .

be Si G est un fermé de W' ne rencontrant pas Y , on peut trouver un difféo-
morphisme y: W' >W qui coincide, sur G uY , avec l'applicetion identique
de V/f .

Démonstration. ~ La structurc de variété o de W est de la forme ofy)

(notations de la démonstration du théoréme 3 de 1'exposé 2, page 9), ou

ps Fx (0, 1) >V définit un voisinage tubulaire d¢ F dans V o On en déduit
un voisinage tubwlaire (N, , py , y) de F/f dans W .o Soit (NI, p!, ).
un voisinage tubulaire de Y dans W, tel qu'il existe un vcisinage tubulaire

de Y nF/f dens W adapté simultandment & (N} 5 py o %) et (M, p!, ¢!) »
Ce voisinage tubulaire se reléve cn un voisinage tubulaire (N! s B w') de X
dans V , tel qu'il existe un voisinage tubulaire de X nF dans V adapté simul-
tanément & (N, p, y) et (N' , p', ¢') « On vérifie que la variété W obte~
nue & partir de W en arrondissant Y & 1'aide de (N! , p! , i) peut égale-
ment ®tre obtenue en recollant V' suivent f par un voisinage tubulaire dec F!
dans V* déduit de (N, p, ) , V' désignant la voriété obtenue & partir de
V en arrondissant X & 1'aide de (N* , p' , ¢*) , et F' 1la face de V' cor-
respondant & F .
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D'gprés le théoréme 1, toute variété W' , obtenue & partir de W en arrondis-

sent Y, est difféomorphe & W} , ce qui démontre le théoréme 2, la pertiz (b)
se déduisant de la partie (b) du thdoréme 1.

II. Introduction d'ar®tes et recollement suivant une semi=face

le Introduction d'arttes.

DEFINITION 3. - Soient V une variété & bord anguleux, X une sous-variété de
V sans bord relatif, de codimension 2 et de coindice 1, et © une fonction
satisfaisant aux conditions du n°® le On appellera variété obtenue & partir de V ,
en introduisant une arfte en X & 1'aide de la fonction © et du voisinage tubu=
laire (N, p, ), ou y¢ B>V est un plongement, la variété V' , obtenue
3 partir de la somme disjointe de V =X et du (R, 2)=-tube B' associéa B,
en identifiant x 2 §'1(¢'1(x)) pour tout x e N =X .

Analogues aux théorémes 1 et 2, on a les théorémes suivants 3

THEOREME 1's = Soient V une variété 3 bord anguleux, X une sous-variété de

V sans bord relatif, compacte, de codimension 2 et de coindice 1 .

by

ae Deux variétés V{ et Vé obtenues 2 partir de V en introduisant une arBte

en X sont difféomorphess

be Si G est un fermé de V tel que G NnX =g, il existe un difféomorphisme

y' de V!

1 et Vé qui coincide awec 1l'identité de V sur GUX o

L)
THECREME &' = Soient V une variété & bord anguleux, F une face de V , f

P

un difféomorphisme involutif sans point fixe de F sur elle-mBmes Soient
W= (V/f, 6) une variété recollant V suivant f, et x ¢ V »W 1'application

canonique.

Si X est une sous-variété sans bord relatif de V , compacte, de codimension
2 et de colfndice 1, Y= x(X) est une sous-variété de W vérifiant encore
ces propriétése Soit alors W' une variété obtenue & partir de W en introdui=-
sant une arBte en Y o

ae Il existe une variété V' obtenue & partir de V en introduisant une arBte
en X, telle que, si F' ddsigne la face de V! identiqué & F, f soit encore
un difféomorphisme de F! sur clle-mBmes Toute varicté WB recollant V' suivant
fs: F'o F' est difféomorphe &3 W' ;
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be Si G est un fermé de W' ne rencontrant pas Y , on peut trouver un
difféomorphisme y: W' - W; qui coincide, sur G u Y, avec 1'application
identique de /£ .

L'idée que les opérations d'arrondissement d'une ar®te et d'introduction d'un
angle sont des opérations inverses l'une de 1'autre est exprimée par le théoréme

suivant

THECREME 3¢ = L'arrondissement des ar®tes et 1l'introduction 4d'angles définis-
sent des bijections inverses de 1l'ensemble @ 52,2 .des classes & un difféomor~
phlsme pres de paires (X X) s oo V est une varlete de dimension n , compacte,

4 bord anguleux, et X une arte de V , sur 1'ensemble .y n32,1 des classes &
un difféomorphisme prés de paires (V, X) , o V est une vmriete de dimension
n , compacte, & bord anguleux, et X une sous-variété de V sans bord relatif,

de codimension 2 et de coindice 1 .

Démonstration. = Le théoréme 1 montre que 1'arrondissement des angles définit

une application a s @ - P et le théoréme 1' montre que 1l'introductien
n32,2 ng2,1

] rd 3 . -
d'angles définit @n;z,l - @n;2,2 .

Si V' est obtenue & partir de V en arrondissant 1'ar8te X 3 1'aide de la
fonction 6 et du voisinage tubuleire (N, p, ¢) de X dans V , on récolte
(Remarque 3) un voisinage tubulaire (W' , p* 4 ') de X dans V', et la
variété V" obtenue & partir de V' en introduisant un angle en X 3 1l'aide de
la meme fonction © et du voisinage tubulairc (N' , ' , Y') s'identifie 2

V ¢ Ceci montre que B oa= I . On nontre de méme de o o B= 1.

2¢ Recollement suivant une semi-facee

Définitione = Soit V une variété & bord anguleuxe On appellera semi=face de
V toute sous=-variété F de V , de codimension 1 et de coindice 1 , dont le
bord relatif X = b}(F) -Fn bz(V) est une face de F o X est alors une sous-
variété de V de codimension 2 et de coindice 1 , et F devient une face de toute

by

variété V' obtenue & partir de V en introduisant un angle en X o

Définitions ~ Soient V une veriété a bords enguleux, F une semi-face de V ,
f un difféomorphisme de F sur elle-mbme, sans point fixe et tel que f e £= 1.
Soit V' une variété obtenue & partir de V en arrondissant le bord relatif
X de F, alors F est une face de V' et toute variété W= (V'/f, o) obte-
nue en recollant V' suivant f:¢ F - F sera, par ellipse, dite obtenue en recol-
lant V suivent £f3: F-F.
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THECREME 4 = Soient V, F, £: F »F oatisfaisant aux conditions de la
définition ci-dessuse

ae Deux variétés Wl et W2 obtenues en recollant V suivant f sont dif-

féomorphes.

be Si G est un fermé de V tel que G nF =, on peut trouver un difféo-
morphisme y: W oW, qui coincide avec 1'identité sur (G U F) »

LEMME le = Soient V! et VY deux variétés obtenues & partir de V en intro-
duisant un angle en X , bord relatif d'une semi-face F de V « Alors, pour tout
fermé G tel que GnX=f, on peut trouver un difféomorphisme Yo de Vi
sur Vé induisant 1'identité sur F u G .

Démonstration du lemmee = D'aprés le théoréme 1!, Vi et Vé sont difféomorphes,
et on peut trouver un difféomorphisme vy' de Vi sur Vé induisant 1'identité

sur G UX o Mais la construction de y' montre que y'(F) = F et que le dif=
féomorphisme Y 3 F - F induit par y' est ((G nF) uX)=isotope & 1'identitée
Soit done I't (0, 1) x F »F wune isotopie, telle que [ s I, [ =Y,

et soit (N, p, y) un voisinage tubulaire de F dans V] o Soit enfin n une
fonction C” définie sur (0, 1) & valeurs dans (0, 1), égale 3 O au voi-
sinage de O et d& 1 au voisinage de 1 « Définissons

h Vi-»VJ"
par
hix) =x si x£N
et

-l
h(Y(x , t)) = Yy  (T(xy, (n(t)) 4, t) pour xeW, t = o,
h est un difféomorphisme de V sur elle-mfme, coincidant avec 1'identité sur

L=V =N UY((F nGUX) x I) ,

-l :
et avec Y sur F . Quitte & agrandir G, on peut toujours supposer G D G
Alors '
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Yo=Y °h

répond & la questione

Remarques = Si X est le bord relatif commun & deux semi~faces F; et F,,
Yo coincide avec y' sur F2 o En appliquant le lemme deux fois, on trouvera

un difféomorphisme y induisant 1'identité sur F) et sur F, .

Démonstration du théorimee = Wi et Wé sont obtenues en recollant des variée

tés Vi et Vé respectivement, V! et Vé étant obtenues & partir de V en
introduisant un angle en X , bord relatif de la semim=face F o D'aprés le lemme
1 on peut trouver un difféomorphisme ‘. v}l » V3 induisant 1'identité sur F,
ainsi que sur G « On identifie Vi a v

2
2 dit que W, et W, sont difféomorphes. La partie (b) se déduit de la partie

par Y, s et le théoréma 3 de 1'exposé
(¢) du théoréme invoquée

3¢ Un théoréme d'associativitée.

N
THECREME 5. - Soient V) , V,, V3 trois variétés & bord anguleux de dimension
n , et pour tout couple d'indices i, j, i# j, soit Fij une semi~face

compacte de Vi s et f,. un difféomorphisme de F,. sur Fij o On suppose que,

i
pour toute permutation %i sy Js k) de (L,2,3):

ae Fij et Fik ont m@me bord relatlf. Xi = Fij n Fik s de sorte que

— T .
Fi =F,, U Fik est une face de ‘i 3

. s s e = snhité H
b flJ o fjl 1dentité de Fij 3

ce Les diffeomorphismes fij ° fjk, et fik de Xk sur Xi coincident, ce
qui permet d'identifier X, , X, , X; enun méme espace X o

Alors

as On peut recoller Vj a Vk suivant fjk de fagon & obtenir une variété
ij telle fji et fki' se recollent en un difféomorphisme fi de Fi sur

la face Fji V] Fki de ij .
be Soit, pour chaque i, W, une variété obtenue en recollent v, oa ij
suivant f. o les variétes W, , W, et Wé sont difféomorphese De plus leur

classe & un difféomorphisme prés ne dépend pas du choix fait pour ij .
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Démonstratione

ae Soient VE et VL deux varidtés obtenues & partir de Vj et Vk respece
tivement en introduisant des angles en Xj et X . Soit P, ¢ Xx[=1, +1J-»Fa
un voisinage tubulaire de Xi dans Fi s et considérons les voisinages tubulai~-
ji
portés des voisinages induits par ¢i dans Fij et Fik par les difféomorphise
mes fJ et fki e On peut prolonger ces voisinages tubulaires en des voisinages
tubulaires, que nous noterons ¢ et §,, , de ij dans Vj et ij dans

Vk respectivemente En effet si par excmple ¢’ est un voisinage tubulaire quele

res *51 et ¢ki ae Xj daus F,, et Xk dans Fki respectivement, trans—

conque de ij dans Vj ; il induit un voisinage tubulaire ' de Xj dans

F i Les voisinages tubulaires # et qﬁi ont des jets homotopes, donc,
d'aprés le théoréme de Cerf, il existe un difféomorphisme y de Vj sur elle=
mlme tel que Y59= Y © y* o Alors ﬁ' =y o ' répond & la question. La
variété VJk recollant V3 a VL l'alde des voisinages tubulaires ¢ et
¢ 3k satisfait & la condition (a)e D'ailleurs toute variété satisfaisant é cette

condltlon peut Btre cbtenue de cette fagone

be Montrons d'abord que si Wi et Wg sont obtenues de ls fagon décrite dans
1'énoncé, elles sont difféomorphess Soient ij et ng deux variétés obtenues
en recollant Vj et V. suivant fal + D'aprés le théoréme 3, ij et Vsk
sont difféomorphes, mais un raisonnement analogue & la démonstration du lemms 1
montrerait qu'on peut trouver un difféomorphisme vy 3 ij > Vsk induisant 1'iden-
tité sur Fji U F. « En identifiant ij a ng suivant y, W, et W sont
obtenues & partir des m@mes variétés par recollement suivant le m@me difféomorphisme
fi o Elles sont donc difféomorphes d*aprés le théoréme 3 de 1'exposé 2o

lMontrons maintenant que Wl = wg par exemple. Gr¥ice aux théorémes d'invariances
démontrés, on peut supposer wl et w2 construites de fagon particuliéree Pour
i=1 ou 2, solent Y, un voisinage tubulaire de X; dans V., V! la

N

variété obtenue & partir de Vi en introduisant un angle en Xi a 1'aide de

wi gt d'une fonction © telle que 6(a) = o pour a voisin de O 3 soit enfin

¢' le voisinage tubulaire de X dans Vi déduit de la construction de celle-cis

Solt 1pi un voisinsge tubulaire de F dins v, adapté a Y, » et pour

i= s 3 et j£ i, soit wi un voisinage tubulaire de TF,. dans Vi,
adapté 3 ¢' s coincidant avec ¢ au voisinage de (Fij - Xi) x {0} s ceci est
pozsible grﬁce & 1'hypothése faite sur 6 . Soit V! unc variété obtenue 3 partir

3
de V3 en introduisant un angle en X3 » et soit wé un voisinage tubulaire de
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Xq

F3 i induit par ¢§ corresponde au voisinage tubulaire de Xi dans Fi3 induit

dans Vg tel que, pour i=1, 2, le voisinage tubulaire de X3 dans

par Y} o Ceci est possible grlce au leme suivants

IEMME 26 =~ Soient V une variété & bord anguleux,' F, et F2 deux faces de
V telles que X=TF n F, soit une arBte de V « Etant donnés deux voisinages
tubulaires ¢ o y, de X dans F , F2 respectivement, il existe un voisi-
nage tubulaire ¢ de X dans V qui induise Y et Yy o

Démonstration du lermee = Soit xp* un voisinage tubuleire quelconque de X
dans V. Y et lo voisinage tubulaire de X dans F, induit par ¢* ayant
des jets homotopes, on peut, d'aprés le théoréme de Cerf, trouver un difféomor-

phisme y, de V eur elle-m8me tel que le voisinage tubulaire Lpt =Y;° \p*

de X dans V induise Y, comme voisinage tubulaire de X dans F, e Soit
tl)z le voisinage tubulsire de X dans F, induit par \p"l‘ e I1 existe un dif=
féomorphisme Yo de F2 sur elle-mme tel que q;z Yy © q;a s et Yo peut
8tre pris X-isotope & l'identitée Au moyen d'une X-isotopie de Yo a 1l'iden-
tité et d'un voisinage de F2 dans V , on construit un difféomorphisme I' de
V sur elle-ufme, coincidant avec 1'identité sur F, , et avec y, sur F, .
Alors '

Y=o gbt

répond & la questione

Fin de la démonstration du théorémee = Pour i=1, 2, soit q;3 un voisinage

tubulaire de Fp, dans V§ adapté 2 1113 o Pour (:. s 3) permutatlons de

(1 ,2),s0it V j la variété obtenue en recollant V,!j a V.'3 suivant fj 3
’
a4 1'aide des voisinages tubulaires ¢j 3 et tl)3 . 3 et soit Wi la variété

obtenue en recollant V a Vj, suivant fy a 1' ailde des voisinages tubulaires
\pi et \p ,3 0 °° dernler étant obtenu en reunlssen’o xp et %i o Les voisi=
neges tubula.lres P » tpj et ¢3 se réunissent en un vo:.smage tubulaire

wi de X dans We o

L'application identique W1 - W2 egt un difféomorphisme sur le complémentaire
de X, et on a un diagramme commutatif



3-13

XxD2 Ix9 )Xxf

oi © fait correspondre au point de coordonnées polaires (p , a) le point
de coordonnées polaires (p , ©(a)) , avec

o) = eul(a) powr 0<agn
@®)=§+eh-n) pour ngas%f

3n
o) = a pour < a < 2n .

Soit n une fonction €~ définie sur (0, 1) , & valeurs dans (0, 1) , égale
& 0 au voisinage de O et & 1 au voisinage de 1 , et soit H le difféomor-
phisme de D2 sur lui-m@me qui associe au point de coordonnées polaires (p , @)
le point de coordonnés polaires (p , (1 = n(p))a + n(p) o)) «

H coincide avec © au voisinage du bord st ge D7 s €t on définit un dif-
féomorphisme I de W, sur W2 par I'= 1 sur le complémentaire de

~ ~ 2
N:\]Ji(XxD) »

et
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I’:\pza(IxH)okp;l sur N ’

ce qui achéve la démonstration du théoréme 5e

III. Destruction mutuelle d'anses

l. Introduction d'angle & la petite cuillérce

THECREME 6+ = Soient V une variété 3 bord anguleux, F une semi-face de V,
de bord relatif X ,» ¥ un plongement de F x (0, 1) dans V tel Y(x, O)=x.
Sgi_ti n une fonction ¢ , définie sur F , 3 valeurs dans (O, é-] s telle que
n (0) =X, dqp# 0 en tout point de X o Alors

by

ae V'=V e {Y(x, t)} est difféomorphe & une variété V, obte-

xeF, t<n(x)
nue & partir de V en introduisant une ar®te en X j

be Si G est un fermé de V ne rencontrant pas 1'image de 1§ , on peut trou=
ver un difféomorphisme

Y ¢ Vl >t
coincidant avec 1'identité de V sur G u X et tel que
v(x) = (x4 n(x)) pour xeF

Démonstratione = Soit ' ¢ X x (0, 1) »F un voisinage tubulaire de X

dans F  Pour tout x € X, la fonction

et (0, 13400, 5

définie par
ng(8) = n@' (x 5 t))

a une dérivée >0 en O, ety X étant compacte, 3 >0, V xzX,
3e >0 tel que n_ soit un difféomorphisme de (o, e}'{] sur (0, €)

Posons alors
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Wiy t) = P x, o (et)

y": Xx (0, 1) +F ecst un voisinage tubuleire de X dans F , et on peut
: 1
le prolonger en un voisinage tubulaire de X dans o V que nous noterons en=

core
Pa Xx(=1,+1)-0 7V .
Ceci résulte du théoréme de Cerf ¢ en effet, si
byt Xx(ml,+1) 03"V
est un voisinage tubulaire de X dans ot v qui applique X x (0, 1) dens

» ’, 3 1
F, § | Xx (0, 1) peut Btre amené sur y" par un difféomorphisme de 3 V,
car ils ont des jets homotopese On pourra supposer

PEx (=1 ,+1))nG=p .

De mBme Yy se prolonge en un plongement, qu'on notera encore

p: B ox(0,1)07 ’
-
F,=Fuyn(Xx (=1, 0) .
Alors
Ut Xx(=1,+1)x(0,1)7
défini par

Plx, t, u) = plp"(x, t) 5, w)
est un plongement coincidant avec 1'identité de X sur X x {(0, 0}, et

T (V') =X x Q ’
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o
Q={(t, v, -1<tg+l, 0gugl, u>est} .
1 Posons
1
e
1 5 1 et soit A un difféomorphisme de T sur
(o, é) x (0, 1} de la forme
)\(t 9 U.) = (t ’ K(u))

W/ﬁ A _ K

i |
/ > et qui coincide avec 1l'identité sur

1
{O}x(O,l)U(O,-z]x(%,l) .
Soit ¢ wune fonction €t (=1, + 1) (0, &) telle que 3
¢(t) = 0 si t<=¢

&(t) = et si t;s'

&
-d—-gz- >/ 0 pour tout ¢ .

Soient G s F, ~ {0, %) définie par
Tlx) = n(x) si xeF y(x x (0, €))
et
Tly"(x 4 t)) = g(t) pour xe X, te(-1,+1) ,
et posons

V=V - {y(x, t)} xeF s
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t<T(x) =V = {P(x, t, uw} =xeX, =~eLtg+e, u<i(t) o
L' application 7\*'; VM 5V définic par
P Vo x) =x si x £ o(F x (0, 1))
MGy 0 = ¥, 2 ()

et qui vérifie

)\*(q;(x y(x)) = Y(x, 0) si xeF - ¢ (Xx ©0,9),

est un difféomorphisme de V" sur V , qui coincide
avec 1'identité sur G U X . Reste & trouver un dif-

by

féomorphisme Yy d'une variété Vi obtenue & partir de V' en arrondissant X

sur V" o Soit ¢ le plongement du quart de disque B2’2 dans Q défini par
ot ) W)= (=t +u, e .
-1 . 2,2 e
P=¢ ({t, ul, uw=>0%)) est une partic convexe de B?" , et 1'application
6 qui associe au point de coordonnées polaires (p s @) le point de coordon=

nées polaires (p, 6 = -Z-)) induit un difféomorphisme de P sur une partie
P de Bo’ s définie dens B’ par une condition de la forme

={(t,w, uzc()} ,

o g's (=1,+1) 500, €) est une application ¢”, nulle en dehors de

L'application A' définie par
7\.'('[': » u) = (t ’ XC,(t)(u))

est un difféomorphisme: de P ogur BZ’ coincidant avec 1l'identité en dehors

de (=g, +¢e)x (0, -4-) » donc au voisinage du bord relatif de B2 L, car
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e < ! < V7 e A o8 est un difféomorphisme de P
2o f

sur B ui coincide avec B au voisinage du
o » ¢

quart de cercle, et le difféomorphisme p de

(=1, + 1) dans lui-mme défini par

p(t) = ny o B o (p-l('b s C(1))

coincide avec 1'identité en dehors de (= & 4 + e) « Il existe un difféomorphisme
1 - - 9 3 . K3 Ve : . 3
v du de mi-disque Bi’ sur lui-m8me qui coincide avec 1'identité au voisi=-

nege du demi-cercle, et tel que

v(p(t) , 0) = (t, 0)
Alors

g=vo Al o8
. £ . 2 l- ° L .
est un difféomorphisme de P sur Bo’ qui coincide avec ny o ¢ sur
(=1, +1) x {0}, et avec T au voisinage du quart de cercle, et

ylz(poe °©c go

est un homéomorphisme de ¢(P) sur ap(Bi’ 2) qui coincide avec 1l'identité au
voisinage du quart d'ellipse image par ¢ du guart de cercle, et vérifie

vi(t, §(t)) = (t, 0) si t<0 et (t, et) si t20 o
Si (N, 9) est le voisinage tubulaire de X dans V' défini par

plx, ty,w)=U(x, plt y w) et N=p(X x B

242
o’) 4

le difféomorphisme y de N VW surle (2, 1)-tube trivial X x B  ,
défini en transportant Y, sur chaque fibre, se prolonge par 1'identité en un
difféomorphisme, encore noté y; , de V" sur la variété obtenue & partir de
V! en arrondissant X & 1'aide du voisinage tubuleire ¢ et de la fonction
e Ona
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W) =ylx, n(x)) i xeF, ot x si xeF =F .
Y4 x) = ¥(x , n(x si xeF, et x si L
Ceci achéve la démonstration du théoréme e

2¢ Lentillese

by

Définitione = Etant donndes une variété & bord anguleux compacte F et une
face X de F , on gppelle lentille sur F d'ar®te X toute variété de la
forme

L={(x, t), XE.F, 0<t<n(x)}

an n: Fo(0, éa est une fonction € telle que q-l(O) =X, d1#£0 en
tout point de X .

Avec les définitions que nous avons adoptees, L n'est pas une sous-variété
;;EE? de Fx (0, 1) Cependant, si F est une sous=variété de codimension O
de F; et si X est le bord relatif de F dans F; , L est une sous-variété
de F; x (0,1).

Fy
h)
THEOREME 7. = Soient V une voriété 4 bord anguleux, F une semi=face de V
de bord relatif X , L wune lentille sur F d'arBte X .

ae Une variété V' obtenue en recollant la somme disjointe V u L suivant le
difféomorphisme x - (x , 0) de la semi-face F de V sur la face (F x {o}

by

de L est difféomorphe &2 V .

be Si G est un fermé de V ne rencontrsnt pas F , on peut trouver un dife
féomorphisme vy : V »V' cofncidant avec 1'identité sur G et tel que

¥(x) = (x, n(x)) pour xeF .

Démonstratione = La lentille L est définie 2 partir d'une fonction

‘L aQ Ve a . ) o rd )
n: F-(0 "ZJ o D'aprés le théoréme 4, il emiste un difféomorphisme Y; d'une
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variété V1 obtenue & partir de V en introduisant une arfte en X sur la

sous=variété
Vi:V-{xp(x, t)}y xeF, t<nx
de V, tel que

Yl(x) = Y(x , n(x)) pour xeF .

Soit ¢ le plongement de L dans V défini par

olx , t) = Yx , n(x) = t) .

Les plongements y; et ¢ sont liés par la relation
Y, (x) = ¢(x , 0) ;
il résulte de la définition 10 de 1l'exposé 2 que V est difféomorphe & une variété

V' recollant V, & L suivant x - (x, 0) , ce qui démontre le théoréme.

PROPOSITION 4.

ae Une lentille L sur F d'erBte X est difféomorphe & une veriété obtenue
3 partir de F x (0, 1) en arrondissant X x {1} .

be On peut trouver un difféomorphisme coincidant avec 1'identité sur F x {C}

Démonstratione = Comme dans la démonstretion du théoréme 6, on peut trouver un
voisinage tubulaire (N, y) de X dans F,

P Xx(O,l)—»F

tel que la fonction n qui définit L vérifie n(Y(x, t)) = et , et n(x) > ¢
pour x GF = N « Posons

F':q-l((%,%)) et L' ={(x, uw, (x,u+%)eL} .

L' est une lentille sur L, d'arBte X' = (X x {%}) , et, d'aprés le théordme 6,
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V=L-L*'=LnFx (0,

est difféomorphe & une variété obtenue & partir de L en introduisant une ar8te

en X' « D'autre part, 1'application
¢p: V-Fx (0, 1)
définie par
(x, u = (x —2-1-1-) si x €F XN
(p ? - 3 e e

et

Wlx, t) , W= (Wx, A, (t), 22

¢ ’ ’ = » Mufe LS
est un difféomorphisme de V sur F x (O ’ 1) ce qui démontre la propositions

3e Ie premier théoréme de destruction d'ansese

Pour tout p , on eppelle projection stéréographique le difféomorphisme

2 2

sur DP Qéfini par
X X

1 p
O'(X 3 see 4 X )'..'.' 9 coe .
: 1 p+l T+ x 1 T+ x 1

THECREME 84 = Soit V une variété & bord anguleux de dimension n = P+qg+ 1.
Soit Vl une variété obtenue en recollant la somme disjointe V y (Dp x Dq-"'l)
suivant un plongement ¢, de s L x Dq"'1 dans a‘ V o Soit ¢y un plongement
de SP p? dans %l Vl s qui applique

Spx D% sur D sl c (0 x D) par (o x o7
et

[
Sp X Dq dans 61 Ve (pl (Sp‘]' X Bq.’.l) .



Alors 3
L, s Pl pd

as Une variété V, , obtenue en recollant la somme disjointe V; U ( x D*)
suivant le difféomorphisme ¢, de la face s x D% sur une semi-face de Vi,
est difféomorphe & V o

, . p=l a+l .

be Si G est wn fermé de V qui ne rencontre pas ¢ (85 x D¥7) ni

cpz(Sp « D) ,» on peut trouver un difféomorphisme y: V -V, qui coincide avec

1'identité sur G »

by

Démonstrations = En vertu du théoréme 5, V, est difféomorphe & une variété

V' obtenue de le facon suivante s H est une vaeriété obtenue en recollant la
somme disjointe (DP « qul) U (Dp+l « DY)  suivant

-ly ., P q p q
(Opxcq). D xS+—»S+xD

wve

et V' est une variété obtanue en recollant la somme disjointe V u H suivant un

difféomorphisme ¢! de
(Sp-l x Dq+l) U (SE x Dq)

sur une semi~face de V contenue dans %1 V « Nous allons montrer que H est

difféomorphe & une lentille sur D qrardte ST s et le theoréme 8 résultera
alors du théoreme 7o

D'aprés la proposition 2 et la remarque 4 qui suit la définition 2, une variété
H (resp. H, ) obtenue & partir de D¥ x p+t (resps pP! . pd ), en introdui-
sant wie ardte en DP x 8T (resps SP « DY), bord relatif de la semi-face
DP x 8 (resps SP x DT), est aifféomorphe & DP x D' (resp. DP*' x D),
et il existe un difféomorphisme vy, de H, sur DP & Q3+1 (respe Df+1 x D),
qui induit I x % (respe Ip ¥ I) sur DP « Sg (respe Sf x DP )a

Par suite H, recollant H oy H, suivent (o x o'al) , est difféomarphe & une
9 1
variété recollant la somme disjointe (DP x DQ+l) U (Df+' x DY)  suivant 1'ap-

plication identique de leur face D « D% .

Les applications Ps définies per

(pl(xl 3 vo0e Xp; y]. g see yq’ Z)

—— — y y

- .,00-’
Vi - 3 V1 - 3




Lpz(xl,ooo,xp,z;yl,oco,yq)

=

X X
L 9 cee D ,ylVl-Z’o-.’y Vl-Z,“Z)
Vi=z VIoz P

- sont des difféomorphismes

P ¢

c

p 1 :
D’ x 0¥ s, 9,8 DT ’

Hi:{(xl,-u,Xp;Yl,-n,yq§Z),

o=
+
.
.
+

n-Q%N

!
[
A
N
/AN
ey

et H est difféomorphe &

H'::Hi UH&:{(XJ-

Enfin on a un diff

< -(xf+ ...+x§), z < 0}

'Z),

.+y§-1\<z51-(x‘:‘+.u+x§), Z>/O}

,...,xp;yl,u.,yq;z),

y‘l?'q. ...+y§~lsz\<lw(]{§+ ooo"'Xi)}

éomorphisme f de H' sur la lentille

L:[(xl,...,x,yl,...,y,z),

p

défini par

f(xl ] o8 e [ Xp ’ yl

q
1..(xf+...+x2+yf+ ...+y2)
0LzL g : q
9 -oo’yq’ Z)
2 2
...(_}ij:_ BN ¥y z+l-(yl+...+yq)

vz PRt ET TR A
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Ceci montre que H est difféomorphe & une lentille, ce qui achéve la démonstra=
tion du théoréme 8.

EXERCICE le. Bspaces lenticulaires. = Soient V une variété & bord anguleux,

l . » 2
F une réunion de composantes connexes de o V, fg&¢ F-F un difféomorphisme

involutif sans point fixee On suppose que 1l'ensemble X des x € 62 V dont les
deux images réciproques x' x" dans bl &y sont dans F est une ardte de

V. X est donc revbtue 3 deux feulllets par une face X de F, et o3 XX
désigne 1! involution du rev8tement. On suppose que f(i) =X s que (fo o)k = I‘X ,
et que (f o 2)1 (x) est différent de x et de ox pour tout i, 0<i<k

et tout x € X o

Définir un procédé pour obtenir une structure de variété sur 1'%espace lenti=
culaire d'ordre k " V/f & 1'aide de certains voisinages tubulairess Montrer
que la classe, & un difféomorphisme prés, des variétés ainsi obtenue ne dépend
pas des voisinages tubulaires choisise Pour k = 3 , montrer qu'on trouve dans
un cas particulier des structures difféomorphes & celles obtenues dans le théo=
réme 5e

EXERCICE 2. Soudures ~ Soient V_, V; , V,

jointes, F; et F, des faces de V; et V, respechivement, Fl et F) des

trois variétés a bord anguleux dis=-

faces de V_, n'ayant aucun point interne commun, ¢; un difféomorphisme de
Fy sur Fi, i=1, 2. Pour (i, J) permutation de (L 4 2) , soit Vi
une variété obtenue en recollant V U V. suivant ¢, , et VY une variété
obtenue en recollent V:'.L a Vj suivant le difféomorphisme ¢, de Fj sur la
semi-face F3 de V:'.L' o llontrer que les deux variétés VI et V’,g sont difféo~
morphese Ces variétés sont dites obtenues par soudure (plumbing) de Vi a Vé
suivant le difféomorphigme identique f de Vo c Vi sur Vo c Vé .

] «
Enoncer des généralisations de cette situation.

EXERCICE 3+ Fonctions tapissentes et arrondissement des anglese = On dira

gqu'une fonction f: V - _I}+ tapisse la variété & bord anguleux V en un point
x s'il existe une carte ¢ : U W, ou U est un ouvert du secteur A de
RR

PO |

k

W unouvert de V, O0eU, ¢(0)=x, telle que
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£ty 5 soe s t)) = Aty ooy t) b e b

A &tent une fonction C° strictement positive sur U e Si 1'indiee k de V
en x est nul, ceci signifie f£(x) > 0 » Toute variété & bord anguleux V peut

%tre tapissée partout par une fonction f ¢ On dira que u € §+ est une valeur

critigue de f si

3 xeV, f(x)=u, af(x) =0 .

1° Supposons V compacte, tapissée partout par £ o Montrer que les s_ous-varié—
tés Ve de V,

Vez{x, f(x) > €} ’

sont difféomorphes entre elles pour 0 < e < ug s U, étant la plus petite valeur

critique >0 de f o (On pourra munir V d'une métrique riemennienne et consi=-

dérer le champ de vecteurs 2 = grad £ .)
llgrad £l
Montrer que leur classe, & un difféomorphisme prés, nc dépend pas du choix de

e

2° Soit V' une variété, obtenue a partir de V en arrondissant une artte X,
tapissée partout par f' . Montrer que

W={xe?, £'(x)>e¢}

est difféomorphe a Vs pour € > 0 suffisamment petite




