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Séminaire Henri CARTAN 2-01
(Topologie différentielle)
l4e annde, 1961/62, n° 2

TfIEfOR.ﬁIlVES D' ISOTOFIE ET DE RECOLLEMENT

par Adrien DOUADY

I. Enoncé et premiéres applications du théoréme de Cerf.

le Espaces d'applications.

Définition le = Soient V et W deux variétés & bord anguleuxe On notera
Hom(W 3 V) 1'espace des applications C~ de W dans V , muni de la topologie
c¢* caractérisée par la propriété suivante 3

La famille f tend vers f suivant un filtre donné sur 1' ensemble des indices
oy si, pour toute fonction h de classe C° sur V et tout opérateur différen-
tiel w sur W, la fonction wh o fa) converge vers w(h o f) uniforméient

sur W e

On appelle ici opérateur différentiel sur W tout opérateur w qui, & chaque
fonction g de classe C® sur W, fait correspondre une fonction w(g) , don=
née localement par une expression de la forme

- 5l il g
weg) = 2 % yeeepd, I3 I
bxl (XY} aX
n

ou les a; sont de classe C®, la somme est localement finie, mais
Ii‘ = il'l' eee + in

n'est pas nécessairement borné sur W, si W n'est pas compactee

Si W est compacte, cette topologie n'est autre que celle de la "convergence
uniforme de f et de toutes ses dérivées". Elle est alors métrisable.

Définition 2+ - Soient V et W deux variétés a bord anguleux, £, € Hon(W ; V),
et F un fermé de W « On notera Hom(W s Ty fo ; V) le sous~espace de
Hom(W 3 V) formé des applications f s W -V qui coincident avec f, sur F;
Hom(W , F , £ 3 V) est un fermé de Hom(W ; V) « On omettra £, quend il n'y
a pas de confusion possibles
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2¢ Relations d'incidencee

Définition 3.

as Soient f et f; deux applications C* de W dans V . On dit que £,
respecte les relations d'incidence de f = si, pour tout x de W, 1'indice
de V au point fl(x) est supérieur ou égal & son indice au point fo(x) .

be On notera Hom(W 3 V ;3 fo) le sous-espace de Hom(W ; V) formé des f
qui respectent les relations d'incidence de fo .

ce On dira que fo et fl ont mBmes relations d'incidence si chacune respecte

les relations d'incidence de 1'autree

C'est une reletion d'équivalence. Hom(W 3 V 3 fo) est un fermé de Hom(W ; V).

On posera
: Hom(W,F;V;f0)=Hom(w,F,fo;V)nHom(W;V;fo) .

3¢ FPlongements proprese

Définition 4.
ae On appelle plongement propre de W dans V tout difféomorphisme de W
sur une sous-variété (1) de Vo

be Si F est un fermé de W et fo_ un plongement propre de W dans V , on
note Plp(W, F; V; fo) le sous-espace de Hom(W ; V) , formé des plongements
propres de W dans V qul ont mBmes relations d'incidence que fo et qui cofin=
cident avec f ~sur F . Plp(W , F; V3 fo) est un ouvert de Hom(W , F ; V ;gy .
C'est mBme un ouvert pour la topologie et (1] , proposition 1, pe 283, et pro=-
priété immédiate 1. pe 282).

4. Jets le long de 1'%me.

Soient V et W deux variétés a bord anguleux, W étant compacte ; soit B
un tube d'8me W, is e. (exposé 1, pe 1-06) un fibré en secteurs de boules, de

base W , associé & un fibré 4 en secteurs sur W dont le groupe structural

a été réduit au groupe orthogonale

W est canoniquement plongé dans B , lui-mlme plongé dans 4 «

1  or s . .
(") Les sous~variétds sont toujours fermées (convention de 1'exposé précédent) «
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Définition 5¢ = On dira que deux applications f et g de classe c” de B
dans V , qui coincident sur W , sont tangentes le long de W , ou ont mdme jot
(2) le long de W, si, on tout point x de W , elles ont mdme application

dérivée TX(B) - Ty(W) y 0 y= £(x) = g(x)

Pour cela, il suffit qu'elles induisent la m8me spplication lindaire
Ex - ?y(w) y en notant Ex 1'espace vectoriel engendré par le secteur Ax ’
fibre de & en x . Bn effet,

TX(B) = Tx(w) ®E_ B

De plus pour toute spplication fo de classe C° de W dens V , 1'espace
JW(B » £ V) , quotient de Hom(B , W, £, 3 V) per la relation d'équivaifnce
"Stre tangent le long de W ", s'identifie & 1l'espace des homomorphismes C  de
fibrés vectoriels sur W de E dans f:(T(V)) » qui, pour chaque point x de
W , appliquent A dans Afo(xD(V) °

Si f est une application de B dans V , on notera JW(B s V3 £f) 1'imege
canonique de Hom(B s W3 V3 £) (espace des applications qui respectent les
relations d'incidence de f et coincident avec f sur W ) dans JW(B y £3 V)
Si f est un plongement de B dans V , on notera I PL(B3 V3 £f) 1'image
canonique de P1(B s W3 Vs f) (espace des plongements dc B dans V qui ont
mémes relations d'incidence que f ct coincident avee £ sur W ) dans
JW(B s £3 V) « Alors, Iy FI(B; V; f) est ouvert dans JW(B 3 Vi £), lui~
mdme fermé dans Ji{B, £; V) »

5¢ le théoréme de Cerfe.

Définition 6e = Les notations étant celles du n® 4, un plongement f de B
dans V sera dit intérieur s'il se prolonge en un plongement dans V d'un voi~
sinage B' de B dens 4 .

Il résultera de la deuxidme partie de cet exposé (recollements) que cette con-
dition est équivalente & la suivante s f applique le bord relatif de B dans
4 dans le bord relatif de f£(B) deans V .

D'autre part, tout jet de plongement (le long de 1'%me W ) de B dans V ’

(2) Dans cet cxposé, tous les jets sont dlordre 1 o
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ie ce tout élément de JW(B 3 Vs f) , pour toute application f , peut &tre

représenté par un plongement intérieurs

Définition 7e = Soient G un fermé de V, W wune variété quelconques Deux
applications f et g de W dans V sont dites Gmisotopes s'il existe une
application y s (0, 1) x V5V, de classec Cm, telle que, pour tout
t € (0, 1), 1'application particlle y, soit un difféomorphisme de V sur
elle~-mBme, coincident avec 1'identité sur G, que Y, soit 1'identité, et que

Dans sa thése [1], J« CERF a démontré le théoréme suivant.

L4 Y
THEOREME le - Soient V et W deux variétés & bord anguleux, B un tube

d'%me W, f et g deux plongements intérieurs de B dens V coincidant sur
W, G un fermé de V ne rencontrant ni £(B) ni g(B) .

__Mors les conditions suivantes sont équivalentes 3

ie Les jets de £ et g 1le long de W sont dans la m®me composante connexe
de JwPl(B;V; £) 3

iie les plongements f£' ot g de B dans V scent (G u £(W))=-isotopcse

Nous ne donnons pas la démonstration icie Remerquons seulement que (ii) == (i)
est trivial, et que, d'autre part, chacune des conditions(i) et (ii) entrsaine
que f et g ont mdmes relations d'incidencce

be Unicité des voisinages tubulaires & difféomorphismes prése

[On utilise les notations de 1l'exposé 1, II, 2°.]
[R)

THECREME 2.

ae Soient V une variété & bord anguleux, W une sous-variété compacte de V,
sans bord relatif, (N, , w , ¥) et (N, , B, 4 ¥,) deux voisinages tubulaires
intérieurs de W dans V, o ¢, est un plongement de B, = B(Vs W3 Hi)
dans V (i= 1, 2) « Il existe alors un isomorphisme de fibrés f 3 B~ B,
et un difféomorphisme y de V sur elle-mdme, tels que le diagramme

Bl £ S

q’l \Pz

se}

<<
L <
\V
<<
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soit commutatife

be S1 G est un fermé de V telque G nN, =Gl = ¢ 4 on peut choisir
y de fagon & ce qu'il soit (G U W)=-isotope & 1'identité.

ce Si My = Hp on peut prendre pour f 1'identitée

Démonstratione = Soit 4L = 4(V ¢ W) 1le fibré en secteurs tronsverses sur W e
Les métriques B, et M, sur les fibres de & définissent une réduction du

groupe structural G des automorphismes de secteurs d'espece vectoriel de la fie
bre type 4  de i, au groupe 6(2) x O(p = £) des isométries de L o Ces
deux groupes ayant mlme type d*homotopie, il existe un isomorphisme f de

(is pl) sur (4, p.z) s homotope & 1'identité parmi les automorphismes de & «

Pour démontrer le théoréme 2, on va appliquer le thdoréme 1 sux plongements
Y et q;zof de Bl dans V .

Ces deux plongements coincident sur W avec 1l'injection canonique de W dans
Vy et ils ont mlmes relations d'incidence car ils difinisscent des difféomorphise
mes de B1 sur des voisinages Nl et Nz de W dans V o iontrons que leurs
jets en W sont dans la ulme composante connexe de JW Pl(Bl s Vs q;l) e Ces
Jets sont donnés par les homomorphismes de fibrés Y} ot ¢4 of de T(V : W)
dans T(V)lW g OU xp:'i_ désigne 1'application lindaire tangente au plongement des
fibres de Bi dans V , en remarquent que, pour tout x de W, 1'espece tan=-
gent & la fibre de Bi sur x n'est autre que TX(V ¢ W) o Mais Y] et \Pé
sont des relévements €% de T(V s W) dans T(V)'w s adaptés sux secteurs
I‘.X(V st W) et AX(V) pour tout point x € W, et on peut passer d'un tel relde
vement & un autre par leurs barycentres. D'autre part, f est homotope & 1'iden=
tité parmi les automorphismes de i par construction, donec \])'1 est homotope 2
Y5 o £ parmi les homomorphismes injectifs de T(V s W) dans T(V)’W adaptés
aux secteurs i\.X(V s W) et LX(V) pour tout point x € W, ce qui montre que
les jets de y; et de Y, o f sont dans le mbme composante connexe de
Iy P.‘L(Bl s Vs 4’1) « On est donc dans les hypothéses du théoréme 1 ce qui achdve
la démonstration du théoréme 2.

7+ Voisinages tubulaires adaptése

Soient W une sous-variété de V , sans bord relatif, p une réduction ortho-
gonale du fibré T(V s W) sur W, adeptée au fibré en secteurs & = A(V 3 W) 3
X unpoint de W, et ¢' ¢ U' »W une carte de W tolle que @' (0) = x »



Supposons que le fibré & soit trivial sur ¢'(U') , et soit

(p" ¢ U' x AO > 4

et (U")

by

le difféomorphisme défini par unc trivialisation adaptée & P ( Ao est un sece
teur adapté de ﬁn e Si (N, p, ¥) cst un voisinage tubulaire intérieur de
W dans V, 1y d&tant un plongement dans V d'un voisinege de B = B(VsW; u
dans &, Y O ¢" est une carte rcprésentant un voisinage de U' x B~ dans '
U x 4y sur un ouvert de V contenant x o Une carte, ainsi obtenue, sera dite

adaptée au voisinage tubulaire domné, (N, p, y) , de W dans V.

Définition 8e =~ Soient V une variété 3 bord angulcux, W une sous-variété
de V , sans bord relatif, W' une sous~variété de W , sans bord relatife Deux
voisinages tubulaires intérieurs (N, p, ¢) et (W' , p', ¢*) de W et W
respectivement dans V seront dits adaptés, si, pour tout point x de W', il
existe une carte ¢ ¢ U -V, sdaptée simultanément aux deux voisinages tubu~
laires donnéds, et telle que ¢(0) = x »

FROPOSITION le = Scient V ure veriété & bord anguleux, W une sous-variété dc
V , sans bord rolatif, et W' une sous-variété de W, sans bord relatife Pour
tout voisinage tubulaire intérieur (N, p, Y) de¢ W dans V , il existe un
voisinage tubulaire intérieur (N' , p' , ¢') de W' dans V qui lui est adaptés

Démonstratione = Soit en effet (N" , u', ") un voisinage tubulaire intérieur
de W' dans W, o y" est un plongement de B" = B(Ws W' ; p") dans W' .
Le fibré ;,pu*(A(V : W) est isomorphe & T (4L(V 3 W)lw,) y O 7 est la pro=
jection de B" sur W' . Soit i un isomorphisme respectant la métrique p sur
les fibress ¢ définit un relévement de T(V : W)Iw' dans T(V 3 W') « On munit
T(V s W) de la métrique p' = p ® p" construite & 1'aide de ce relévement.
ilors B' = B(V s W' 3 w') s'injecte naturellement dens n*(xl(V : W)iw') , ety

en composant cette injection avec 1'isomorphisme i et avec " , on a une ine
jection i' de B' dans B'N" s et ¢ = ¢ 0i' est un plongement de B' dans
V qui définit un voisinage tubulaire de W' dans V « Si ¢ et " sont inté-
rieurs, ' 1'est aussi.

PROPOSITION 2¢ = Ies notations étant celles de la rroposition 1, supposons
W compactes Pour tout voisinage tubulaire intérieur (N' , p' , y') de W' dars
V , il existe un voisinage tubulaire intérieur (N, p, y) de W dans V qui
lui est adaptée
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Démonstratione = Soit p une réduction orthogonale de 4(V ¢ W) qui munisse
chaque fibre AX(V : W) pour x eW' do lo métrique pu = W & W, o W
est la métrique sur AX(W : W') du voisinage tubulaire de W' dans W induit
par (N' , W', Y') o Soit (N, , p, ¥) un voisinage tubulaire intérieur de
W dans V, ob p est cette réduction orthogonale. I1 résulte de la proposi-
tion 1 qu'il existe un voisinage tubulaire intéricur (N'1 s H' tp'l) de W!
dens V adaptéa (N, , p, ¢;) « Mais d'aprés le théoreme 2 (b) il existe un
difféomorphisme y de V sur elle-mBme, tel cue Y' =y oy} « Llors le voisi~-
nege tubulaire (N, u, ¢) de W dans V , défini per Y=y 0y, y ost adepté
au voisinage tubulasire (1! , p' , y') donnde

II. Recollements

le Introductione

Définition 9¢ = Soit V wune varigté & bord angulecuxe On appelle face de V
toute sous~variété sens bord rclatif W de V , de codimension 1 et de

co=indice 1 .
Le probléme classique de recollement est le suivant $

Soient V, et V, deux variétés & bord anguleux, W, et W, des faces come
pactes de Vl et V2 respeetivemncnt, et fl un difféomorphisme de Wl sur
W, « L'espace topologique (V1 U Vz)/fi , obtenu & partir de la réunion disjointe
de V
4 bord topologiques On cherche & le mnir d'une structure de variété & bord angue-

ot V, en identifiant x & f£,(x) pour tout x de W, , est une variété
1 2 1 12

leux (de classe ¢ comme Vl et Vz) de fagon que Vl et V2 s'identifient

3 des sous-variétésa

Remarquons tout de suite que la solution, si cllc existe, n'est pas unique en
général : prcnons par exemple

V= 0,1), V,=(0,2), vy=W,=1{1}, £(1)=1 .

On pout mettre sur V=V, uV,/f= (0, 2) la structure naturelle de variété du
segment (0, 2) , mais aussi la structurc trensportee de la structure naturelle
du segment (0, 3) par 1l'homéomorphisme ¢ ¢ (0, 2) +» (0, 3), défini par
ofx) =x si xe€ (O,. 1) et ¢(x) =2x-1 si xe(l, 2).0r ces deux
structures répondent & la question, mais ne coincident pas cer ¢ n'est pas
différentiable.
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D'autre part, afin de pouvoir considéror par cxemple l'espescc projectif réel
de dimension n comme obtcnu & partir de. la boule de dimension n , en identi-
fiant les points diemétralement opposés de la sphére, nous allons poser le pro=
bléme de fagon un peu plus généralee

2¢ Le théoréme de recollcmente

Définition 10e = Soient V une variété & bord anguleux, W une face compacte
de V, £ un difféomorphisme de W sur elle-inc, sens point fixe et tel que
fof=1, identité de W « L'espace topologique v/t ,Obtenu & partir éc V
en identifiant x & f£(x) pour tout x de W, est unc variété & terd topolo=
giquee On dire qu'une structure o de veriété & bord anguleux sur 1l'espeace
V/f recolle V suivent £, si 1'application canonique ¥ 3 V - (V/£, o)
est une immcrsion, i. ee si chaque point xe V posséde un voisinage N tel que

X|y Soit un plongemente

Remarquee =~ Dans le probléme classiquc, on posera V = V1 U V2 s réunion dise
jointe 5 W=W, uW,, £f(x) = £,(x) 81 xeW, , £(x) = 'f'i'(x) s1 xe Wy .

/ .
THECREIE 3+ = Soient V uno variété 3 bord anguleux, W unc face de V, f
un difféomorphisime de W sur elle-mluc sens point fixc et tel que fo f=1,

ae Il existe sur V/f wune structure o de variété & bord anguleux qui recolle
V suivant f .

be Si o0 et o sont deux telies structures, il existe un difféomorphisme
y de V sur elle-mfme, induisent 1'identité sur W , et un difféomorphisue
y, de (V/£ 4 o) sur (V/f, o) tels que le diagramme

v X > V
X X
\V) v
Y
v/t - > V/£

solit commutatife

‘ce Si G estun fermé de V tel que GnW= ¢, on peut choisir y (G u W)=
isotope & 1l'identitde
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Démonstrations

ae Soit (N, p, §) un voisinage tubulaire de W dans V. { estun plon=
gement de B dans V, oi B est un fibré sur W dont la fibre est la boule=
unité Bo du secteur de dimension 1 et d'indice 1 Bo est donc le segment
(0, 1) ; le groupe structural est trivial, et B= W x (0, 1) « Soit W, la
variété W/f, et B le fibré sur W, de fibre (-1, + 1), de groupe struc-
tural 3 deux &léments, associé au revitement & deux feuillets W » W, « By est
muni naturellement d'une structure de variété.

Soit ¢, le plongement topologique de B, dans V/f déduit de ¢ o I1 existe
sur V/f une structure de variété o(y) , et une seule, telle que Y, soit un
plongement c® de Bl dans V/f et que 1l'application cenonique Y 3 V > V/f
soit une immersion. Cette structure est obtenue en recollant les ouverts
V/Ef=mWEf=VaW et §l  fibré associé & B, de fibre o 14+ L(, par le
Qifféomorphisme induit par ¥,

Remarquons que o(y) ne dépend pas de p , mais seulement du germe de Y le
long de W o

be Montrons d'abord que toute structure o répondant & la question est de la
forme ofy) « Soit donc o une structure de variété sur V/f qui recolle V
suivant £ o«

La variété W/f est canoniquement plongée dans (V/f , o) comme sous-variété,
de codimension 1 et de co~indice O et le fibré T((V/£ 4 o) 3 W/£) est as-
socié au revitement W - W/f o Si (Nl s By \pl) est un voisinage tubulaire de
W/t dans (V/f, o), ¢, se reléve en un plongement ¢ de W x (0, 1) dans
V qui définit un voisinage tubulaire de W dans V, et ona o= oY) « On

peut toujours supposer ¢ intérieur.

Soient maintenant o(y) et o(y') deux structures sur V/f répondant & la
questions D'aprés le théoréma 2, il existe un difféomorphisme y de V sur
elle-mdme tel que Y' cofncide avec y 0 Yy au voisinage de W o Le diagramme
comnutatif ‘
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v Y > v
= 7
\ /
B v
X X
Vv
By
R 3]
1 v
(/£ , dy)) (W/t, oly))

ot B=Wx (0, 1), et B, eost le fibré sur W/f de fibre (= 1, + 1) as~
socié au revBtement W - W/f , se compléte par un difféomorphisme Y, de
(v/£ 5 o(g}) sur (V/£, o(y')) , ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Complément gu théoréme 3+ = Dans le cas classique

~

V=V, uV,, W=W, U, Wicvi, fe W—W, ’

on peut supposer que Y est 1l'identité sur V, .

Démonstration. ~ Soit Y, un voisinage tubulaire de W, dans V, , choisi
une fois pour toutes. Toute structure sur V/f » recollant V, .et V2 s est de
la forme o(y) , ot ¥ est un voisinage tubulaire de W dans V induisant
Y, comme voisinage tubulaire de W, dens V, « En effet, soient ¢ une telle
structure, et $1 : W, x (=1, + 1) 5V/f un voisinage tubulaire de W/f=x W,
dans (V/f, o) , le revBtement W -+ W/f étant triviale

Supposons que $1(W1 x (0, 1)) cx(V l) e Alors ([71 se reléve en un voisinage
tubulaire §  t (W x (0, 1)) +7V, « Les plongements y, et Go ont leurs
Jets dans la mbme composante connexe de J,; (W, x (0, 1) ; V,) , done il en est

1

de mdme de leurs images dans le(wl x (0, 1) 3 (V/£, o) « D'aprés le théoréme

1, il existe un difféomorphisme y de (V/f, o) sur elle-mfme tel que
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X OV, =Y © \pliwlx (0’1) »et Yy, conserve X(Vl) e Alors le voisinage tubulaire

¢1=Vo?p1: wlx[_l,.;-l)—»(V/f,O) ’

se reldve en un voisinage tubulaire Y3 Wx (0, 1) »V qui induit ¥, dans

Vet o= a(y) .

Si o(y) et o(y') sont deux structures sur V/f , recollent v, et V2 , et
si ¢ et y' colincident dans V, , le difféomorphisme y: V-V, gonstruit
dans la démonstretion du théoréme 3, est astreint & la seule condition

' = y 0 ¥+ On peut donc prendre Y induisent 1'identité sur V; e

I1I. Application s somme connexee

le Définition de la somme conncxee

On notera D la boule-unité fermée de En s ©t B® 1a boule-unité ouvertes

Définition 1le = Soicnt Vl et V? deux variétés orientées de dimension n e
On appelle somme connexe de Vl et V2 toute variédté X obtenue de la fagon

suivante ¢ on prend deux plongements intérieurs ¢, et ®s de D¢ dans ¥, ct
V2 respectlvement, tels que (pl préserve les orientations et que Py les rene
verse. On pose V Vi -9 (D™ , varlote bord muni dec l'orlontatlon induite
par celle de Vi g dont W, = o, (s™ ) est une faces £ =9, O q)l est un dif-
féomorphism/e\ de W, sur W, et X=1 LU VZ/f » muni d'une structure de variété
recollant V;, et V2 et de 1l'orientation teclle que les plongements X; Vl -+ X

préservent les orientationse

Cette notion a été introduite per SEIFERT et THRELFALL, et utilisée par MIINOR, etc.

THEOREIE 4. = Soient V, et V, deux variétés orientées connexes non vides de
dimension n > 0 « Il existe alors une somme connexe X de V, et V2 y €t 81
X et X' spont deux telles sommes connexes, il existe un difféomorphisme de X
sur X' qui préserve l'orientatione

IEMME 1.

ae Soient V une variété orientée connexe de dimension n, ¢ et ¢' deux
plongements intérieurs de D® dans V préservent 1l'orientatione Il existe alors
un difféomorphisme y de V sur elle-mlme tel que ¢' =Y 0 ¢
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be De plus, si G est un fermé de V tel que (p(Dn) et ¢'(D") soient cone
tenus dens une mdme composantec conncxe de V = G s on peut choisir vy (G u V)~

isotope & 1'identité.

Démonstrations = iHontrons d'abord qu'il existe un difféomorphisme y; de V

sur elle~mlme tecl que Yl((p(o)) = ¢'(0) .

Considérons la relation d'équivalence entre x et y € Ve bV - G 3 il existe
Y (G u bV)=isotope & 1l'identité tel que v(x) = y « On montre aisément que les
classes d'équivalences sont ouvertes, donc si x et y sont dans la mdme come
posante connexe de¢ V = bV = G, xn y o Il suffit, pour celey, quc x et y
solent dans V = bWV et dans la mBme composante connexe de ¥V = G s ce qui est
le cas par hypothése pour x= ¢(0) et y= ¢*(0) «

Haintenant Y 100 et ¢! sont deux plongcments intérieurs de D® dems V
dont les images ne rencontrent pas G , eppliquant O cn y « Ils seront
G-isotopes en vertu du théoréme 1, si leurs jets en 0 sont dans la mlme compo-
sante connexe de J PIL(Dn V3 ¢') « ilais ces jets sont donnés par 1'application
linéaire tangente R - Ty(V) » ot J PL s'identific & 1'espace des isomorphismes
R% S Ty(V) ¢ Or deux tels 1somorph1.>mes préscrvant l'orientation sont dans la
m8me composante connexee On peut donc appliquer le théoréme 1 ce qui démontre le
lemmee.

Remarques = Ce lemme s'applique également dans le ces oy ¢ ot @' renversent
tous deux l'orientatione

Démonstration du théomémc 4, - L'exictence de la somne connexc est irmédiate 3

partir du théoréme 3 (a) ¢ 11 suffit d'effectuer la construction déerite dans la
définition, ot 4o vérifier qu'il existe une oricntation, ¢t unc seule, sur X
recollant les orientations dc Vl et V2 .

Soient X et X' deux sommes connexes, définies 3 partir de plongements 04
et o} i de D" dans V e D'aprés le lemne ly i1 existe des difféomorphismcs Yy
des V dans ellcs—m@mcs tels Jue (p AYi ° ;5 ot qu:t. induisent des dif féomor-
phismes y; de V Vo= gy (D ) sur Vi= =V, - 9} (D ) , qui forment avec

f= ¢y 0@ 1 et f'= q)'l"l un diagremme comautatife Les vy; dé-

Sn-l . (P l ne=1
f:tnlsscnt donc un difféomorphisme Y; de X sur unc variété X" , recollent
V'1 et V;'2 suivant f" o 1ais, d'aprés le théoréme 3 (b), X' et X" sont dif-
féomorphes, cc qui démontrc le théoréme 4.
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Remarques = On peut supposer (lemme 1 (b)) que lcs Y; induisent 1'identité
sur bV, « Alors vy, induira 1'identité sur X = U Xibvi) , ct d'aprés le théo=
réme 2 (b), on peut supposer également que Y, ¢ X' — X" induit 1'identité
sur bX o Il en résulte qu'il existe un difféomorphisme y de X sur X',
induisent 1*identité sur bV, u bV, plongé par x dans X et X' .

2¢ Propridtds de 1l'oplration somiie conneXeces

Soit mh 1'ensemble des classes & un difféomorphisime prés, de variétés & bord

anguleux de dimension n , orientées, connexcs non videse

L'opération somme connexe définit une application de mh X mh -amh que 1l'on

notera + o«
Propridtés,
1° S% est éléuent ncutre.
2° L'opération est comautatives
3° L'opération cst associatives
4° Ies parties suivantes sont stables @
ae chseible des classes de variétds compactes
be cnsemble des classes de variétés & bord lisse

ce ensenble des classcs de variétés sans borde

Démonstratione

n n . n
1° On peut prendre comme plongement de D° dans S un isomorphisme de D
ra . 1.\ . n K3 Y
swr wn hénlophcése ;3 feire la somic connexe avec S revient alors 3 enlever
. N N N . Nel
un disque et & en rajouter un autre, par un difféomorphisme de S sur elle=

mBme qui se prolonge a D"

2° Soit X wune somac connexc de vV, et V2 réalisée & 1'aide des plongenents
¢, et ¢, de I ; soit o D' o DR s difféomorphisiie renversant 1'orientation ;
slors ¢5 0 O préserve les orientations et ¢; o o les renversce X est dgawm
lement sorme connexe de V2 et V,, réalisée par les plongenents

¢y 0 0 et ¢, 00 .
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3° Soient UV, , V, et V; trois variétés oricntées de dimension n 3 solent

2 3

?s et yz deux plongements de D" dans Vé tels que @2 renverse les oricn=
tations et Y, les préserve, ot tels que wz(D Y n qb(D Y=0@ e

Si ¢, et wB sont des plongenents de p® dans vy et .V3 respectivenent,

» »n
une variété X , obtenue en recollant V, = qb(D ) - qb(D ) a V,u V3 y reé-
lise siwmltanduent (V + VZ) + Uy et V1 + (V2 + Vé) :

4° Les propriétés (4) viennent de ce que le bord-de la somme connexe de V, et

V, est la réunion disjointe des bords de V, et de V, e

3¢ Propriétés topologiques de la soime connexce

Soient V, et V, deux variétés orientdes de dimension n , connexes non
vides, X une somac connexe de V, et V, réalisée par des plongements
¢ 3 D% - Vi « Les plongements ¢ définissent un plongement ¢ 8 sot x )
Alors

X/9(8™) = ¥,/ 0y(07) ¥ W/, (07)

est homdéomorphe a V1 v V2 s et a mBne type d'homotopie que

-l

K(PD =V qu/cpz )

car X/ip(Sn -1 se déduit X $ D® en contractant en un point le disque p®
Soit a 1'application canonique de X sur X/@(Sn”l) ATV,

PROPOSITION 3+ = Soient V, et V, des variétés orientées, sans bord, conncxes,

conpactes, non vides 3 X Lleur somie connexee Alors
H(K) = BV v 70/ (ng = u)
= TIRFIUALS B ’

u, et u, désignant les classes fondanentales de V1 et V2 respectivenent
et 1l'identification étant donnée par o e

Démonstratione =~ Considérons la suite exacte

*
Bz U 0P, X) - HP(X U DP) —% s BP(X) - BPYY(x U D*, X)

B0, s « BV, v V) .
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Powr p=u, H(XuD®, X) =2, le générateur & a pour image, dans
Hp('v'l v V), u =u, car y préserve l'orientation et ¢, la roenverses
Pour p <u, les deux termes extrlues de la suite exacte écrite sont nuls sauf
dens le cas p=ne-1 ou Hp“'(X u D? s X) £ 0, nais s'envoie injectivenent
dans le suivante Donc pour p <n, ¥ est un isonorphisne de gP (V1 v V2)
sur H(X) o Ceci démontre la proposition 3.

Btudions maintonant le fibré tangent 3 X o

Notationse = Soient A et A2 deux espaces Bl ch, B2 C A2 fermés,
f: B, » B, un houdomorphisme, E; + 4 , By~ 4, doux fibrés, F un iso=
norphisme de E sur B au~dessus de f o Alors (E. U E))/F eat un

1|3, 2|B, 1772

fibré sur Ay U Az/f , dont la classe dépond de la classe d'homotopie de F
(parmi les isomorphismes de E sur B au~dessus dec £ )e
1|B, 2|B,

Soient E; et E, des fibrés R-vectoriels orientés, de mlna dimension, sur

1

hy ot Ly, a8y et a, des points de base dans Ly et L, 5 on notera

E, v E, un fibré E, v E2/F sur. &,V Ly, y ob F est un isomorphisme de

Ella sur E2I8.2 préservant 1'orientatione La classe de ce fibré ne dépend pas
1

du choix de F »

Si E est un fibré R-vectoriel orientd, on notera E  1lc mlme fibré muni de

1'orientation opposée.
Enfin, on notera E}f s ou simplenent ﬁk y le fibrc¢ trivial de fibre Ek sur

L « Remarquons que ﬁfff i~ Bf" pour tout k> 0 .

FROPOSITION 4» = Soient V, et V, deux variétés orientées connexes non vides,

X leur somae connexee Alors

By o 2(X) ¥ By @ o*(1(V)) ¥ T(V)) .

, . . —_ -1 : .
Démonstratione ~ Posons T, = T(Vi) et T=9,0 97" (pl(Dn) - (pz(Dn) o Llors,

f1e T

1' Y n, ©st un isomorphisme renversant 1'orientetion, et

(0N 2l (0

~-Ie T estun isomorphisme respectant 1l'orientation de (ﬁ e T 1) n  Sur
¢, (D7)

(Re , donc

& LPZ(DI’)
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(ReT)uReT,)(~-IeT) N (ReT) L (ReTy)=Re (T LT,

au-dessus de 1'équivalence d'homotopie (V1 U V2)/:'t’ NV, v V, « Posons

n—l -1 v . -
W, = (pi(s ) s et f= oo 0 9y & Wy Wy o ilors TilW. =Re T(Wi) y €n
trivialisant le fibré normal a Wi dans Vi par les vectours sortants de

n : » 4
(pi(D ) 5 ie ee rentrent dans V, , et
L\ =Ief': Re I(W) - Re () .

a s'identifiant, par 1'équivalence d'homotopie indiquce plus hauty & 1'injection
de X = 91 U vz/f dans V, u szf s On a en posant ‘fi = T(?i) = Tiwi s

A A
(1) Re a*(‘l‘l X T,) = *(R @ T,vT)=(Re T)) v(Re T,)/(~-Ie (Ief')) .
D'autre part,

(%) = (T, uB)/(-Te £1)

et
(2) Re T(X):(}i@fl)u(ﬁ-e- fz)/I@-Ie ! .

Mais les isomorphismes = I @ I et Ie - I de &% sur RLZJ gont homotopes,
| 1 2
et il en résulte que les fibrés (1) et (2) sont isomorphes, ce qui démontre la

proposition 4.

Ranarquee = Le fait de stabiliser par un fibré trivial est essentiel ; 1'exeme
ple de deux tores de dimension 2 montre, cn effct, que la soume connexe de

deux variétés parallélisables n'est pas parallélisable en générales

Les propositions 3 et 4 permettent de décrirc les classes de Stiefel=Whitney
et Pontrjagin de la somme connexc de deux variétése
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