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Séminaire Henri CARTAII 20-~01
; °©
13e année, 1%0/61, n® 20 12 ;]uin 1961

CEQMETRIE ANALYTIQUE LOCAIE, III

par Christian HOUZEL

A, Dimension d'un espace analytique.

Rappelons que l'on appelle dimension d'un germe analytique (X , x) la dimen~
sion 2u sens de KRULL de son anneau local <9X < 5 on dit aussi que c'est la dimen-
sion de 1l'espace X au point x « On dit qu'un germe analytique (X , x) est
équidimensionnel de dimension n si son anneauv local l'est, c'est-a-dire si,
pour tout idéal premier minimal p de oX,x , Ona dim(ox,xﬁa) =n ; ceci signi-
fie que toutes les composantes irréductibles du germe (X ’ x) (c'est-a-dire
les germes de parties analytiques irréductibles maximaux) ont toutes la méme
dimension n « 8i (X , x) est équidimensionnel de dimension n , on dit que l'es-

pace analytigue X est équidimensionnel de dimension n en X o

THEOREME lo = Soit X wn espace analytigue sur un corps k , valué complet et

non discrete Si X est équidimensionnel de dinmension n en un point x , il existe

un voisinage de x en tout point duguel X est équidimensionnel de dimension n e

Soit (pi) la famille des idéaux premiers ninimaux de OX,x 3 N p; est nil-

potente I1 existe un voisinage W de x dans lequel on peut construire des
Idéaux de type fini 3, tels que (ai)x =p; et que N 3, soit nilpotent. Pour
tout i , soit Wi le sous—espace analytique fermé de W défini per 1'Idéal Si.
On a
!
W] = U]

’

et si yew,

dj-m(x ’ Y) = dim(w ’ Y) = Sup(dim(wi ’ Y)) )

car N (ai)y est nilpotent, donc tout idé€al premier de Oy v contient 1'un des
b4

(ai)y « On voit ainsi que 1l'on peut se rezmener au cas ou X est intégre en x ,

en remplagant X par 1'un des Wi .

Supposons donc X intégre de dimension n en x . On szit qu'il existe un

- . - o —\n 2
voisinage V de x dans X , un voisinage S de O dzns & , un ncrphisme
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f de V dans S tel que f(x) =0 et une Og-Algébre finie 4 telle que V

soit S~isomorphe & Specan(®) (exposé 19, proposition 6, corollaire 1) ; de plus
1'homomorphisme O - & n Oy _ est injectif (exposé 18, théoréme 1, corollaire
E70 ’

3(b)) ; il en résulte que @ est sans torsion sur Oy . puisqu'il est intégre.
2
Cette propriété va subsister dons un voisinagze ce O . En eiffet :

IEME L. - Soit S wun espace annelé dont le faisceau structural est cohérent
et & fibres ©O

cohérent.
conere.

S.s intégres. Le faisceau de torsion d'un Og-Medule cohérent est
4

Car si M est un OS-.Module de \’/cype fini, son faisceau de torsion est le noyau
de l'homomorphisme canonique M - i (bidual) . Ceci se démontre sur les fibres,
et on est ramené au cas d\\;u.n module de type fini sur un anneau integre. Si X
et Oy sont cohérents, M 1'est aussi, d'ob la propriété.

En tenant compte de la proposition 6 de l'exposé 19, le théoréme résulte alors
du

IEMME 2. =~ Soit A une algébre analytique intégre et soit B une A-algébre

finie et sans torsion. Pour tout idéal maximal n de B , l'anneau local Bn

est équidimensionnel de dimension dim(A) .

Comme on seit que pour tout idéal maximal n de B , le localisé B er" encore
fini et sans torsion sur A (exposé 19, proposition 6, ccrollaire 2), on peut suppo-
ser que B est lccal (en le remplz2cant par 1l'un des Bn e Soit 1 un idéal

premier minimal de B ;3 posons q =p n A ; c'est un idéal prenier de A . L'an-

neau local Aq est intégre et son [ .33l maximal est qA ; B_ est fini et sans

torsion sur Aq , et po n Aq —_:qu , donc po est maximal ?théor‘ene de Cohen-

Seidenberg) © comme il ecst aussi minimal, ceci prouve que dim(B ) =0 , et par

7

suite dim(Aq) = 0 . Donc Aq est un corps et q =pnd =0 . Alors Bfp est

fini sur A et l'homomorphisme A - B/p est injectif, ce qui entraine
dim(B/p) = dimfA) .

COROLIAIRE 1, ~ Soit X un espace analytique. Pour tout entier n , désignons

par Xn 1l'ensemble des points x € X tels que dim(X , x) > n ; c'est un sous—

ensemble analytique fermé de X o Pour gu'un point x soit interieur a Xn , i1

faut et il suffit que pour tout idézl premier =inimal p de SX x on ait
== § X —————
dm(OX, x/P) >n .

la question gtant locale, plagons-nous au voisinage d'un pcoint x € X et
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dsignns par  (p;) 1a famille des idéaux premiers minimaux de OX,x « Pour tout
i, soit

n; = dim(OX,x/Pi) ¢

Comme zu début de la démonstration du théoréme, on utilise un voisinage W de
x tel que

| = U |w,|
et

dim(X , y) = sup(clim(mjL » ¥)) pour tout yew ’

ou W 3 est rour chaque i wun sous-espace analytique fermé de W tel que
([wil y X) =W(pi) 3 de plus on peut, d'aprés le théoréme, choisir W assez
petit pour que dim(wi , ¥) = n, quel que soit y € Wi e« On voit donc que pour
tout yeW , ona

dim(X , y) = sup n,

1
yEW,
et par suite
X n W] = nU>n lwil 3
i/

ceci prouve le corollaire.

COROLLAIRE 2. - Supposons le corps de base k algébriquement clos. Pour tout
entier n et pour tout point x € X , le fermé (Xn)x de Spec (O x) qui corres-
- - ’

pond a Xn est la réunion des composantes irréductibles de Spec (OX x) dont la
e s , =~ 2
dimension est > n .

On emploie ici les notations de 1l'exposé 19, n° 4.

Codimension. — Soient (X , x) un germe analytique, et (¥ , x) un sous-germe
analytique irréductible (c'est-a~dire tel que <(Y , %) = KST(OK,X - OY,x) soit
un idéal primaire ; si k est =21gébriquement clos, ceci signifie cue (|Y| , x)
est un germe de partie anzlytique irréductidle (ef. exposé 19, n® 4). On appelle
codimension de (Y , x) dans (¥ , x) 12 hsuteur de 1'idéal premier
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p=2(J(¥ , x)) correspondant, c'egt-a-dire la dimension du localisé (Ox x)P
. 1 »
(si k est a2lgébriquement clos, p est défini par W(p) = (|¥| , %) ).

Cette codimension vaut

nt(p) = sup(ain(®y ,/p;) - din(®y ,/p)) ’
i b

c'est=a~-dire
sup(din(X, , x) - din(Y , x)) ,
i
ob les p, sont les idéaux premiers minimaux de Gy 5 contenus dans p , et les
b

(Xi , X) les sous-germes anelytiques de (X , x) correspondants (si k est
algébriquement ¢los, les (IXil , X) sont les composantes irréductibles de

(X , x) qui contiennent (17l , x) )e En effet OX,X est quotient d'un anneau
régulier, donc il satisfait & la condition des chaines d'idéaux premiers de
WAGATA qui dit que la longueur commune des chaines saturéos d'idésux premiers
joignant P 2 un idéal premier p' C p est iim(OX,x/p') - dim(OX’x/b) (cf.
[4], proposition 6).

Considérons maintenant un sous-germe analytique quelconque (Y , x) de (X , %
Sa codimension dans (X , x) cst par définition la bornc inférieurc des codi-
mensions des sous-germes analytiqucs irréductibles dc (i , X) contenus dans
(¥, x) « 85 (X, x) cst équidimensionnel, on voit quec la codimension dc

Y,x) dans (X , x) est dim(X , x) = dim(¥Y , x) ; mais si (X , x) n'est
pas équidimensionnel, la codimension de (Y , x) peut 8tre strictcment inférieure

A

a ce nombrce

?
désigne par codimx(Y 3 X) 1la codimension de (Y , x) dams (X , x) ; c'est
la codimension de Y 2u point x . Si le corps du base k est algébriquenent
clos, la codimension de Y ne dépend que de l'enserble znalytique sous-jacent
|| 3 on pose : codimx(lYl 3 X) = codimx(Y 3 X) ; pour tout sous—ensemble
enalytique T de X et pour tout noint x €T , on s

Soit Y wun sous-espacc analytiquc d'un espace analytique X ; si x €Y , on

codimx(T s X) = inf dlm(@X’x)p
=T
x

(exposé 19, théoréme 1, corollaire 1), c'est-a-dire

codin (T 5 X) = codim(T 5 Spec(Sy ) .

’
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IEMME 3. - Soit X un espace analytique, et soit Y un sous-espace analytique

de X , irréductible en un point x € ¥ . Il existe un voisinage ouvert de x

dens Y dans lequel la codimension de Y dans X est constantee

On peut évidemment supposer Y intégre en =x ; soit (X' , x) une composante
irréductible de (X , x) contenant (¥ , x) et telle que

codimx(Y 3 X) = dim(X' , x) - dim(Y , x) .
Il existe un voisinage U de x dans X en tout point y duquel les propriétés
suivantes sont vraies :
- (X', y) est équidimensionnel de dimension n = dim(X' , y) (théoréme 1) ;

- (X', y) est réunion de composantes irréductibles de (X , y) (grfice 2 1la
propriété précédente) ;

- T,y cE ,y) ,et dim(Y , y) =din(¥ , x) si ye Y nU.

Alors, pour y €Y nlU, ona
codimy(Y 3 X) = codimy(Y 3 X1) = dim(X' , y) - ain(Y , y)

qui est constant.

COROLIAIRE lo = Soient X wun espace analytigque, Y wun sous—-espace analytique

fermé et s un entier positif. L'ensemble DS(Y) des points y € Y tels que

codimy(Y s X) < s est un sous-ensemble analytique fermé.

La question est locale ; on se place au voisinage d'un noint x de Y o Consi-
dérons les sous-germes intézres (Yi , X) de (X, x) définis par les idéaux
premiers ninimaux de oX,x parmi ceux qui contimmment J(Y , x) ("composantes
irréductizles” de (¥ , x) )e Il cxiste un voisinage U de x tel que, pour tout
yeY¥nU , 1'idéal N Iy, 7) soit nilpotent, et tel que 1l'on =it

cod:Lmy_(Yi s X) = codlmx(Yi s X) = cy

pour y € Y, nU quel que soit i (d'aprés le lemme l). On constate alors sans

peine que

(O (¥ ,x) = J ¥
c.<S

A

i
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ee qui prouve le résultat.

Si le corps de base k est algébriquement clos, 1l'ensemble DS(Y) ne dépend
que de 1l'ensemble analyticue |Y| sous-jacent 3 Y o On pose Ds(lYl) = DS(Y) .
Si S est un préschéme, par exemple le spectre premier d'une algébre amalytique,
et si T est une partie fermée de S , nous désignerons encore, pour tout entier
s , par DS(T) l'ensemble des points x € T tels que codimx(T ; S) < s . Avec
ces notations et celles de 1l'exposé 19, n® 4, on a le

COROLIAIRE 2, = Soient X wun espace analytique, T une partie analytique fermée
de X et s un entier positif. Si le corps de base k est algébriquement clos,
pour tout point x € T on a Ds(T)x = Ds(Tx) , C'est-d-dire que pour tout idéal

premier P de Qx < les conditions suivantes sont équivalentes
- - ’

(1) W(p) < (O (D) , x) ;

(ii) codimP(Tx 3 Spec(ox,x)) <s.

Be Propriétés des fcisceaux cohérentse

1, Support d'un faisceau cohérent.

PROPOSITION 1. - Soit X wun espace annelés Considérons un G-lfodule & de pré-
sentation finie j; son support est l'ensemble sous-jacent au sous-espace annelé
fermé défini par 1'Idéal Ann(&) anmulateur de &

Supp(8) = Supp(Q/Ann(&)) .

I

Si & est cohérent , Ann(8) est de tyve fini et le sous-espece annclé corres—

pondant est de présentation finie.

En effet Ann(&) est per définition le noyau de 1l'homonorrhisme canonique
QX -+ Homg (& , &) 3
X
donc si & est ce présentation finie,

(Ann(g))x =-&nn(§x) pour tcut point x € X

car

. N
chq((e, » 8) -»Homﬂx’x(éx y &) .
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les points x du support de & sont ceux en lesquels Ex # 0 c'est=a-dire
Ann(S)x = Ln.n(Sx) # QX,x « De plus, si & est cohérent, Hom%(s , &) est aussi

cohérent (cf. [3], chapttre 1, § 2, proposition 6), donc Ann(&) est de type
fini.

COROLIAIRE. =~ Soit X un espace annelé. Considérons un homomorphisme
u: TN de OQ-Modules cohérents. Désignons per S(u) (resp. S'(uv) , S"(u) )
le complémenteire du plus grand ouvert U tel gue u]U soit un isomorphisme

(resps injectif, surjectif) ; c'est l'ensemble sous-jacent & un sous-espace annelé

fermé de présentation finic.

Car

S(u) =8*(u) v s"(uv)

et
S*(u) = Supp(Ker(u)) , S"(u) = Supp(Coker(u))

-e

coome M et N sont cohérents, il en est de mBme de Ker(u) et Coker(u) ([37,
théoréme 2) .

PROPOSITION 24 = Soit X wun espace analytique sur un corps k valué complet
non discret ct algébriquement clos. Considérons un Ox-Module cohérent & et
un point x €X ; on a Supp(&)x = Supp(Sx) dans Spec(fk,x) » Autrement dit,
pour tout idéal premier p de oX,x s les propriétés suivantes sont {quivalentes :

(1) W(p) < (Supp(®) , x) 3

(1) (8 #0.

(Pour les notations Supp(g)x et W(p) , on renvoie & 1l'exposé 19, n® 4,)

D'aprés la proposition 1, on a
(Supp(&) , x) =W(hnn(&),) =W(Ann(&)) ’
done
Supp (&), = V(han(E)) = Supp(E,)

grce au corollaire L du théoréme 1, exposé 19 (iullstellensatz).

Nous allons donner des variantes de cet énoncé.
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PROPOSITION 2!, - Soit X un espece analytique ( k algébriquement clos).
Considérons un OX-Module cohérent & o« Pour tout OX-Idéal J les conditions
suivantes sont équivalentes s

(1) Supp(®) c Supp(oy/) ;

(ii) Pour tout point x € X , il existe un voisinage U de x ¢t un entier
n tels que g%&lu=cC.

Ceci résulte de la proposition 1 et du corollaire 3 du théoréme 1, exposé 19,

PROPOSITION 2", — Avec les mémes notations, pour toute section f de O , les
conditions suivantes sont équivalentes

.

(1) Supp(s) cwW(f) = Supp(OX/(f)) , enserble des points x tels cve f(x) =0

°
3

(ii) Pour tout x € X , il existe un entier n_ tel que fnx 8}( =0 d&s que
n >,nx .

COROLLAIRE. - Soit X wun espice enzlyticue ( k algdbriquement clos). Consi-
dérons un homomorphisme u : M - N de OX-Modules cohér_gg‘ts et un point x € X 3

on a alors, evec les notations du corollaire de la proposition 1 ct celles de 1'ew
posé 19, n® 4,

s, =8(w) , ST, =S'E), SW,=s"@G)

~ ~

u désignant 1'homomorphisme TN, de frisceoux cahérents sur Spec (Ox x)

- T H
induit par u . Autrement dit, pour tout idéal premier p de f)x X ? les proprié-
=20 per £ y === PIOPTC
tés suivantes sont équivalentes s

(1) w(p) & (S(u) , x) (resp. W(p) £ (8'(w) , x) , resp. Wlp £ (S"(u) , x) )3

.. . . . . e s .
(i1) ('L:lx):P : (;mx)p - (ZILX).p cst un isomorphisme (resp. est injectif, resp. est
surjectif) .

2. Ensemble singulier d'un faisceau cohérent.

PROPOSITION 3. - Soient X un espece 2nnelé en anneaur locrux, & un 0=

tiodule de type fini et n wun entier > 1 . Pour que & soit localement libre

de rang n , il faut et il suffit que A" & soit inversible (c'est-a-dire loca-
lement libre de rang 1)

Il est évident que si & est localement libre ée rang n , A" & est inver-

- n 1 . . - ~ s .
sible, car A O;( est canoniquerment isomorphe & ﬂy e Prouvons la réciprogue 3
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v

si A & est inversible, pour tout x € X , la Tibre réduite

gx) =g /m & =& e xx)

est de rang n sur le corps résiduel »(x) = x/fn puisque A" 8(x) est de
rang 1. Il existe un voisinege U de x et des sections fi,...,f € r(u, &
telles que les classes nlodﬁnx «SX de leurs germes fl{x s ese fn,x € Sx au
point x forment une base de &(x) sur x(x) ; d‘'apres le lemme de Nakeyama,
fl,x s ses fn,x engendrent &  sur % X et comme & est denfype fini, il
existe un voisinage V CU de x tel que l'homomorphlsme £ 0 - SIV défini
par fl s eve o fn soit surjectif ([3], proposition 1). On va nontrer que f est
aussi injectif ; pour cela, il suifit de voir que, pour tout y € V , 1'homomor-
phisme fy : ®£,y - Sy est injectif. Soit u un élément du noyau de fy H
comme la puissance extérieure A f : A Q? est un homomorphisme
surjectif de modules libres de méme rang (= 5, clest u_n isomorphisme, et on a
donc, pour 1 <i<n,

~ ~

A Ae, A Ae =0
u A el oo i LN n — ’
fs . n . .
en désignant par (el y see o en) la base canonique de OX v puisque l'image
4 ’ - -
par A" £ de cet élément est nulle. Il en résulte que u est nul ; ainsi

Ker(fy) =0, et f estun isomorphisme.

PROPOSTTION 44 - Soient X un espace annelé en anneezux locaux, et £ un Ox-

Module de type fini. Pour que £ soit inversible, il f2ut et il suffit que 1'ho-~

K3 (3 v 3 3 .
momorphisme canonique : £ eox £ - OX soit un isomorphismee.

Pour voir que le condition est nécesszire, on pevt supposer que £ = OX et 1la
démonstration est iumdédizte. Inversement, on va wontrer que s'il existe un fais-
ceau $ et un isoiorphisme S« £ C& s, le faisceau £ (supposc de t;pe fini)
est inversibles. En effet, on voit d'abord cue, pour tout x € X , la fibre réduite
£(x} estderangl sur le corps residuel x(x) ; psr le raisonnemernt de lec pro-
position 3, cn en diduit l'existence d’'un voisinage V de x et d'un homor.orphisme
surjectif £ : § +2V.Ienoypou & de f anmle § &gV Q; , puisque
glv v Q,/3

tione

we

donc 3 =0 et f est un isomorphisre, ce qui étsblit la proposi-

PROPOSITION 5. - Scient X un espace annelé en anneaux loczux dont le fzi

sceau
structural & est cohérent, et & wn (‘)X—hoaule conérent. Pour tocut n 20,
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désignons par Sn(S) (resp. S(&) ) le complémentaire du plus grand ouvert dans
lequel & est localement libre de rang n (resp. localement libre). C'est l'en-
semble sous=jacent 3 un sous-espace annelé fermé de présentation finie.

Pour n = 0 , dire que &|U est localement libre de rang O , c'est dire que
&U = 0 3 donc SO(S) = Supp(&) ; on applique la proposition l.

Soit n >1 ; posons En =A"& . D'aprés la proposition 3, pour que &5|U soit
localement libre de rang n , il faut et il suffit que Enlli scit inversible,
ctest-a~dire que vunlU soit un isomorphisme, en désignant par u, 1'homomorphisme
canonique u  : ﬁn G‘QX En - OX (proposition 4). Ainsi sn(a) = S(un) avec la

notation du corollaire de la proposition 1 gui donne la dcmonstration puisque O
\'

et £ «£ ont cohé S

t 2, n S nt cohérants.

Enfin
n>0 n
Pour tout x € X , posons
n_=[8(x) : %(x)] ;

d'aprés le raisommement de la -proposition 3, il existe un voisinage V de x

n
et un homomorphisme surjectif va - &|V 5 donc Sn(&‘;) >V désque n>n_, et

S8 n V = sn(e;) nv

N
<n
%
est sous=jacent & un sous-espace annelé fermé de présentation finiee.

PROPOSITION 6. Soit X un espace analytique sur un corps k vzlué complet non

discret et algébriquement clos. Considérons un Oy=hiodule cohérent & ct un point
- > x N
x€X 3 pour tout n >0 ona bn(g)x = Sn(&x) et S(éa)}c = S(Sx) e Autrercnt

dit, pour tout idéal premier p de Ox x les econditions suiventes cont équiva-
v i ’

lentes
(1) w(p) & (S (&) , x) (resp. W) ¢ (3(8) , x) ) ;

(i1) (Sx)P est libre de rang n (resp. libre) sur (ﬁx,x)
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Si n =0, c'est 1la proposition 2. Supposons n >1 ;5 ona alors (efs proposi-
tion 5)

S, () =8(u) ,

dtou
5,(8), =), =8((w)) =5 (&)

en utilisant le corollaire de la proposition 2, et en remarquant que (un);' défi-
nit 1'homomorphisme cznonique

~ n Y.\v n Y
(un)x : (A Sx) e (A Sx) - ék’x
(faisceau structural de Spec(q( ) ).
oX
Enfin
S(E). = N s (8 = N s (8) =s(c)
x ngn n' ’x ngn, n' x X

(pour n >n_, ona Sn(gx) = SpeC(OX’x) ).

C. Compléments sur les différentielles.

l. Ramifications. Différente.

Rappelons (cfe exposé 14) qu'd tout morphisme f : X » Y d'espaces analytiques,
on essocie un Q-dodule (2;& A appelé faisceau des L-différentielles relatives ;

9
clest un faisceau cohérent.

Si xe€X et si y=f(x), les propriétés suivantes scnt équivalentes :

(i) f est une immersion locale en x 3

Ry nN hY Iy 1 » - .
(i1) OXy,x' k , c'est-d~dire que myeX,x est 1'idéal maximal de oX,x si

m est celui de OY, 3

(1i1) fé/v = 0 (cfe exposé 14, proposition 3.1).
]
On en déduit le résultat suivant
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PROPOSITION 7e¢ = Soit f ¢ X -» Y un morphisme d'espaces analytiques. L'en-
semble des points x € X en lesquels f est une immersion loccle est le complé=
mentaire de l'ensemble nmnalytique fermé Supp(gl( /Y) s_4éfini por 1'Idéal By A
cnmulateur de 93(/Y (que 1l'on ~ppelle Idé~1l différente de X nu~dessus de Y ).

Si le corps de base k est algébricuement clos, on obticent, en ten~nt compte
du corollaire 2 du théoréme 1, exposé 12 :

COROLIAIRE. - Soit f : X - Y un morphisme surjectif d'espaces cnalyticues sur
un corps c~lgébriquement close Si Y est rdédvit, l'ensemble des points x € X
_o_il_ f est un isomorphisme locol est le complément-ire du support de %t X
ensemble analytique fermé défini par 1'Idéal différente by /o

2. Différentielles relatives d'un spectre analytique.

PROPOSITION &, = So:n.ent Y un espoce cnolytique, O une OY-Algebre finie et
X = SpeC'm(a) o a QX/Y N_Qa/o avec 1o notation de 1l'exposé 19, n® 1 (et

notant glfl/QY le feisceou des GY-dlfferentlelles de 1'Algdbre & ),

En effet X %y X est le spectre cnalytique de @ OOY & (exposé 19, n°® 2, pro-

position 2(i1)) et le morphisme diagonal diagy a X + X xy X est une izmersion
fermée, tronsformée par le foncteur Specen de la multiplication & e, & -» @ .

%

En désignent par 3 le noyoun de cette multiplication, on voit alors que X
s'identifie par d:!.mgX au sous-esp ce ~nolytique fermé de X *y X défini par
1'Igéal aoxxgx ([3]). Done Q. %y est 1'image inverse por diagy 4 du faisceau

aOXxYX (QOX YX = (8/33 ) XYX (exposé 14, n° 1) .

.
| S

irrautre part, on a, par définition, gi}é =
a's

o« Il reste i veritier gJue

lorsque 1l'on considére @X. & comme une OX-Algébre au moyen de la premiéere pro-
jection X xy X > X , et d @OY d comme une O~-Algébre au moven de la premiére

injection canonique d - @OY & , on =2 un isomorphisme de Oy-Algébres

disgrjy (0, ) u @ g D~
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Ceci provient du fait que @ est finie, cor
o ) 0, N ® a. o s (@_a a
OXx.iX,(x,x) %%, x GY,Y X,x~ 9X,x Oyy ¥ X,x A,y Oy y Y)

(exposé 19, proposition 6, n® 3, et corollsire 2), si x est un point de X
au~dessus de y € Y o

COROLIAIRE. = Sous les hypothéses de la proposition 8, pour tout x € X ocu-
1 L
dessus de eY, ona nNQ module des O, ~différentielles
gessus 9 ¥ ’ 9;(/Y,x.— Qx, /OY,y (._____...__. Y,y

——

de K¥hler de ﬂX‘,x )
Car ([3])

L N o nooh N Q-
- & N Q. B ._.Q.. .
&A% Qi/ey,y o 5 %,x~ ‘a /oY’y % OK?x OX,X/GY,y

PROPOSITION 9¢ = Soit f ¢+ X -+ Y un morphisme fini d'espaces ~nalytiques

sur un corps algdbriquement close. Désignons pnr Z 1'ensemble des points de X

ot f n'est pas une irmersion locale, et coasidérons un point x € X ; posons

£2(x) =y « Le fermé Z, de Spec(ﬁx x) correspondont & 2  est identique & 1'en-
S 4 . » .

semble des p € Spec(q{’x) ou OX,x est ramifie sur oY,y . Au%rement dit, pour

tout idéal premier p de % - les conditions suivantes sont équivelentes :

(1) wip) £ (2, x) 3

(11) (¢ X)p est non remifié sur (OY,y)q (cvec ¢q = image réciproque de p

dans o!,y 5 .

Comme le corps de base est algébriquement clos, et comme f <¢st fini, on peut,

d'aprés le théoréme 2 de l'exposé 19, n° 5, appliquer les résultcts précédents

1

1
N Q .
&/Y,X Q(,x/@Y,Y
D'zutre part
Z = Supp(i:)é /Y) (proposition 7)

donc

el B 1 o itiom 2
z = oupp(lx /Y)x = Supp§ly /Y,x) (n°® 1, proposition 2) ,
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ce qui donne

1
Z_ = Supp(Q )
X OX,X/GY,y

qui est précisément 1l'ensemble des points de Spec(f)X x) o Ox <« est ramifié
2
sur oY,y (cf. [2], chapitre I, n°® 3). ’

Nous dirons que Z est l'ensemble de ramification de f .

COROCLIAIRE. - Soit £ ¢ X 5 Y un morphisme fini et surjectif d'espaces analy-

tigues sur un corps algébriquement close Supposons Y normal et désignons par 2

l'ensemble des points de X ou f n'est pas un isomorphisme locale. Pour tout

point x e X , le fermé Zx de Spec(OX x) correspondant & Z est identique

b —_ i ,

by ’ AY ' 2,

& l'ensemble des p € Spec(é)x’x) ou G’)X,x n'est pas étale sur OY,Y avec

vy = £(x) « Autrement dit, pour tout idéal premier p de C'k x ? les conditions
’

suivantes sont équivalentes :

(1) W(p) £ (2, x) 3
(i1) (%(,x)p est dtale sur (QY,y)q (avec g = imsge réciproque de p dans

®I9Y ).

Raisonnement analogue, en remplagant la proposition 2 du n° 1 par son corollaire,
et en utilisant le corollaire 9.12 de loco citato.

Exemple. - A titre d'exemple, utile dans la suite, nous allons étudier les dif-
férentielles relztives et la différente de X = Specan(d) lorscue @ = OY[t]/(P) ,
ou Pel(Yy, OY)[t] est un polynBme unitaire. Alors X s'identifie au sous-
espace analytique fermé de Y x E A4éfini par 1'Idé=l POYxE 3 soit i : X - YxE
le morphisme d'immersion. D'aprés l'exposé L4, corollzire 4.2, on a une suite

exacte :
POYXE/IgonELi*(E-éxE/Y) —-»‘(_)al(/z—-»o ’

qui montre que gl( A s'identifie au quotient de 9;_@ N per 1'Idéal

. 1 . s
On sait que QYxE/Y est libre sur el’xE et a2dmet pour base dt , en désignant
par t 1la section de @ . qui correspond & la projection Y x E +E (exposé

14, propositions 2.1 et 2.8). En identifiant ngxE/Y a QYxE su noyen de cette
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base, et en désignant par u 1la section de Op image réciprocue de t ( u cor-
respond &u morphisme composé X - ¥ x E > E ), on voit que .%(/}[ s'identifie 3
ox/P'(u) O s 04 Ple r(r, OY)[t] est le polynfme dérivé de P .

On en déduit irmédiatement que 1'Idéal différente de X ou-dessus de Y est
engendré par P'(u) , c'est-a-dire que by s = P! (u) Oy « Par suite 1'ensemble
de ramification Z de f : X 5 Y est l'ensemble des points xe X ou s'anmule
la section P'(u) de & » c'est-a-dire oh P'(u)(x) =0 « Dans X = Z , le mor—
phisme f induit un isomorphisme local (ou est étale), d'aprés la= proposition
6 de l'exposé 19, n°® 3, la projection sur Y de l'ensemble de ramification 2
est contenue dans le support du faisceau cohérent d/P!'(u) = QY[t]/ (P, P') (ici
u désigne 1'image de t dans @ ) 3 si @ est & extensions résiduelles tri-
viales (en particulier si le corps de base est algébriquement clos), la projec-

tion de 2 est méme identique & cc support.

3. Différentielles en carae¢téristique p >0 ; morphisme de Frobenius.

Plagons-nous sur un corps k valué complet non discret et parfait ; nous dési-
gnerons par p l'exposant caractéristique de k . Pour tout espace analytique
X sur k , considérons l'espace k-annelé X(p) ainsi défini : 1l'espace annelé
sous-jacent a X(p) est le méme que par X , soit (X, OX) 3 la structure de
k-Algébre sur OX(p) (identique a @ en tant que faisceau d'anneaux) est dé-

. duite de celle de QX par restriction des scalaires, au moyen de 1l'automorphisme
9 ¢+ k »+k qui treansforme A€ k en ¢(A) =)\l/p o

Il est clair que X(p) est encore un espace anelytique sur k « Le morphisme
Fs X o X(p) d'espaces annelés, dont 1l'zpplicztion continue sous-jaecente est
1'application identique de X , et dont 1l'spplication sur les faisceasux

v + Oy trensforme une section f de © en fP est évidemment k-lindaire
X(p) L X(P)
(car (X /p.f)p = AP ), donc c'est un morphisme d'espaces cnalytiques.

On dit que F ¢ X »X(p) est le morphisme de Frobenius de X . C'est un mor-

phisme fini (1'application continue sous-jacente est 1l'application identique de

X 3 cf. exposé 19, n® 5). Il est clair que F dépend fonctoriellement de X ,
c'est-a~dire que tout morphisme f : X -» ¥ d'espaces —nalyticues définit un nor=-
phisme f(p) s X(p) - Y(p) tel que le diagramme

X - F > x(P)

’3 ;
£ . ¢(p)
i

]

hed

5 ;(p)
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soit commutatif.

Supposons maintenant le corps de bzse k algébricuement clos. D'aprés les

résultats de 1l'exposé 19, n® 5, on voit que ¢ est une (p)-klgébre finie,
X
dont X est le spectre analytique au-dessus de X(p) .

On en déduit la

PROPCSITION 10. - Soit X un espace analytique sur un corps k algdbrique-
ment clos de caractéristique p > O « L'ensemble des points x € X tels que

Oy . soit réduit est le complémentaire d'un ensemble analytique fermé.
’

On va voir en effet que l'ensemble des x € X , ol & est réduit, est

2
identigue au complémenteire du support du noyau & de © (p) qx qui est un
X
) (p)~Idéal cohérent d'zprés les remerques précédentes.

Car dire que x ¢ Supp(d) , c'est dire que 1'élévation & la puissance p-idme,

QK’X - q(ix , est injective., Comme p > 0 , ceci équivaut & dire que Qx’x est
réduit.

On démontrera plus loin ce résultct sans faire d'hypothése sur la caractéris-
tique de k (théoréme de Cartan-Oka).

PROPOSITION 11, - Soit X un espace analyticue sur un corps parfait de carac-

i . . . L) l L3 L3
téristique p > O « L'homomorphisme canonique S~ est un isomorphisme.

”‘X/X()

En effet, dans la suite exacte
*

de l'exposé 14 corcllaire 4.5, on voit immédiatement cue 1'homomorphisme

F’?Q )) ->£& est ml ( Q1 ( ) est engendre sur O ( )y Per les df , ou f

est une section variable de (p) ; donc 1'imege de F (Q 2 )) dans 9& est
X

engendré par les d(fP) qui sont mula).

COROLIAIRE. = Soit X un espzce anzlytique sur un corps zlgébriquement clos
de caractériastique p >0 . Pour tout voint x€ X on 2 un isomerghisne

A 1 v\j l
*X,x T P
X x/b X,x
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(module des ﬂg’x-d:_fferentlelles de Khler de €y ).

On epplique la proposition 11 et le corollcire de 1o proposition &.

De Points simples et points singuliers.

Rappelons qu'un point x d'un espece analytique X est dit simple si son annccu
local OX < est régulier, ce qui revient & dire que le morphisme canonique
X -'_}Eo egt simple en x , ou encore que X posséde un voisinage ouvert isomorphe
a2 un ouvert d'un espace En (avec n = dim Gx,x )« les points simples de X
forment donc un ouvert qui est une variété ~nalytique. Si un point x n'est pes

simple, on dit qu'il est singulier. L'ensemble S(X) des W@:{:gg}iers de X,

ou lieu singulier de X , est fermé. NG
— /$’/ LN \Q‘:‘

A

;{lh' LW e\ T
tigue ., - ensern-
i A

THEOREME 2+ = Le lieu singulier S(X) d'un espace a
ble analytique fermé.

Si

0 = qi

E:H

est une décomposition primoire 76 O dans OX % ? il existe un voisinage ouvert
’
U de x dans X et des Qp-Iddaux 3y (L g£1i<r) tels que

(ZSi)qu:,L pour i=1, eeo , r
et
T
n 3, =0 .
iy 1

Désignons per X; le sous—espace analytique fermé de U défini par 1'Idéal Si 3

on a

et Xi est irréductible en x , donc équidimensionmnel au point x . D'apres le
théoréme 1, il aexiste un voisinzage ouvert VcU de x dans lequel tous les

X 1 ont une dimension constantes Etudions S(X) n U =35(U) 5 si un point y € U
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est simple, O est ré.uljer, donc integre. De O = ﬂ(ESi)Y , on déduit que
s
1'un des (ai)y , soit (aj)y , est mul, et ensuite on voit que

fkj’y - Ox:y/(aj)y = q[’y

est régulier. Inverserent, s'il existe un indice j ‘el que (aj)y =0 et que
y q!s(Xj) s v est sinple sur X% § cer Xj en est un voisinage ouvert dans X
Ceci prouve que

r
S(U) = 121 (Supn(3,) u 8(X,)) .

On sait que Supp(ai) est un ensemble cnelytique fermé (proposition 1) ; si 1'on
prouve que S(X i) nv = S(Xi n V) est aussi un ensemble enalytique fermé, on
démontre que S(V) = S(X) nV ost 2nalytique fermd.

On est aimsi ramené & étoblir le théoréme pour un espoce analytique de dimen-
sion constente Xi nV . Dans la suite de la démonstration, nous considérons un
espace anclytique X de dimension constante n o Nous utilisons le critére joco-

bien de simplicité (exposé 14, corollaire 3.3) :

Pour que l'espace anclyticue X coit simple en x , il faut et 41 suffit que

1 . . .
gi,x goit libre de rang n (avec n = dim %i,x ).

On en déduit que SX) = Sn(gl() avec l- notation de B , n® 2, proposition 5.
Cette proposition donne le résultat.

PROPOSITION 12, « Soit X un espace onalytique sur un corps algébriquement

clos k. 5i X est intégre en un point x , ona (S(X) , x) # (|¥] , ¥) c'est-

d-dire que x n'est pas intérieur & SX) .

Lo démonstrotion de cette proposition est différente suivent 1t carcctéristique
du corps de bose k .

1© k cst de coractéristique O o = Choisissons un systéme de parzmétres de

. L3 ’o 3 . . . o O e 0
Ox,x 3 il Iui correspond un homomorphisme injectif 0 . - X, x tel qu X,x
=

soit fini sur © _ (n:dimey ) , et un morphisme fini ¢, ¢+ U, -V, d'un
B o L% 1 17N

-~

voisinage U de x dans X sur un voisineze V; de O dans En s tel que
cpl(x) =0 ; le faisceau @ =9, (OU ) est une Q; =hlgébre finie telle que
1 1 -

6 =@ (exposé 19, n® 3, proposition 6, corollaire l).
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Ie corps des fractions K de OX - est une extension finie et séparcble
’
(caractéristique O ) du corps des fractions L de © , § c'est done une

E, 0
extension monogéne, et on peut choisir un genérateur & de K sur L apparte-
nant & 1l'anmmeau GX < * I1 existe un voisincge V2 c V1 de 0O et une section

’
f de @ dens V, telle cue f_ = § ; 2lors 6 =0V2[f] est une sous-Ovz-
Algébre finie de alv2 o Lo fibre en O du noyau de 1'homomorphisme

QV [(t] » @ qui transforme t en f est engendrée per le polyn®me minimal
2

P €O [t] de & sur L . Il existe un voisinoge V ¢V, de O tel que le
E%0

noyau de 6V[t] > 8|V soit engendré par un polynbme unitaire Pe T'(V , Ov)[t] ,
de degré d =[K ¢ L] , dont le germe en O est P ; cinsi

slv o[ t1/(P) .

Posons
-l
U = ¢, (V) et ¢ =¢,|U .

Corme la fibre en O du quotient (A|V)/(B|V) est

% /8, = oX,x/oEn,o

qui est un O = -module de torsion, le support T de ce quotiert induit un
E70
2

ferné

T, = Supp(ao/@o) # Spec(OEn ) dzns  Spec(© n )
O E70

-~ -~

(cfe B, proposition 2). Donc
(T, 0) # (", 0)
per le Mullstellensatz (exposd 19, n°® 4, théoréme 1, corollzire 1)e Si yeV =T,

ona d_ =8 , ce qui montre que U -q"‘("f} est isomorphe 2u spectre anzlytique
de @]V - ‘JS « D'autre pzrt Pé(a) # 0 ruisque & est sépareble ; il en résulte
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que W(P'(£)) # (|X] , x) , o £ désigne (por 2bus) le section de & qui cor-
respond cu générateur f de @ (exposé 19, n°® 4, théoréme 1). Désignons par 2
le support de OU/P'(f) Qy » ensemble analytique défini per 1'cnnuleticn de

P'(f) . D'cprés 1l'exerple de C, n° 2, Z n (U = ¢~{r)) est 1'ensemble de ramifi-
cation de U =~ qfla) au~dessus de V - T , et ¢ est un isomorphisme local en
tout point x' € U - qFHE) - Z ; par conséquent

SE)nUc ¢7{D u 2 ,
ce qui donne
(8(®) , %) c (¢ , 2 v (@, %) £ U], )

puisque (|X| , x) est irréductible et que (@"109 , X) # (JX] , x) (& cause
de (T, 0) # (", 0) et de la surjectivité de ¢ ) et

(2 , x) =W(PH()) £ (IX] , %) .

29 k est de caractfristique p >0 (d'aprés A. GROTHENDIECK). = Le propriété
4 démontrer (S(X) , x) # (|X] , x) est Squivalente 2 S(X)X £ Spec((‘)X x)
?
(exposé 19, n® 4). Il s'-git donc de prouver que le point générique p = (0) de
tapparti 2.5 Y = = = di s
Spec(OX’X) n'eppartient pas a S(}’,X angx)x Sn(gx’x) (n=dim OX,x ; on
utilise le critére jacobien, cf. théoréme 2, grfice au foit que X est équidimen-

siommel en x , donc ce ¢imension constente n cu voisinage ; lo notation est

celle de B, n°® 2, et on 2pplique la prorositicn 6 de ce peragrophe) . D'autre part

Qi,x = Qi? Qg (corollzire dele proposition L1)
X,x/ Xyx

Oh est donc ramené & prouver que
1

Q ® K
OX,xbiD’x QX,X

est libre de rang n sur le localisé K de o 5 ©n 1l'idéal prenier (0) ,
H4
c'est-d-dire son corps des fractions.
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Corme

ol R

1 8 AR
Qox’x/cg(”x 6X,xKN R /P

le résultat cherché provient du

IEME 4. = Soit L un corps de caractéristique p >0 , admettant une p-bcse

2 n dlémente. Si K est une extension finie de L , il possdéde unc p-base &

n Jdléments.

Si 1'extension est scperable, c'est évident car

QéMQ K .

i“L
Sinon, on se raméne immédiatement au cas o: K est radiciel sur L , puis 2u
cas ot K est engendré par une racine p-iéme K = L(§) avec EPe L, £4 L.

Posons a = EX & I° s ona da £0 (l'ensemble des éléments anmiiés par 4
étant k(IP) ) ; donc il existe des éléments 8y 5 ses y 8 € L tels que
(2 , 8y 9 ece an) soit une p-base de L , ce qui équivaut & dire cque les

Ay a
mondmes & 8, eee @ = avec Osai <p pour i =1, «eo , n forment une
base de L sur k(IF) (= IP puisque k est parfait)e Comme 1 , & , . ,Ep'l
est une base de K sur L et que a =E‘,p e kP , on voit que les mondmes
&y %2 %n
E 8y eee 8 -, avec Ogai<p pour i =1, «se , n , forment une bhase de
K sur KP, clest=a-dire que (¢ , By sy see s an) est une p-base de X .

Pour appliquer ce lemme au corps des fractions K d'une algébre analyticue
integre Ox < on choisit un systéme de paramétres de OX % auquel correspond
> 14

un homomorphisme injectif © n Oy . ‘tel que OX . Soit fini sur ® .

’ ’
E7,0 E7, o

Corme le corps des fractions L de © , N k{tl s see 'bn} a visiblerent
E",0

by

(b 5 oee s ’c-n) pour p-base, il résulte du lerme que K admet une p-baze 2
n éléments, donc cue [Ql 2 K] =n, ce qui établit la propriété.
R/KP
THEOREME 3 (ABHYLNKAR)e = Soit X un espsce analyticue sur k un corps algé-

briquement clos. Soit S(X) 1le lieu singulier de X ; si xeX,cna

(1), = S(spec(gy )
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(Lieu singulier dc Spe\,((')x ) )» En d'autres termes, pour tout idéel premier =

de & x ? les propriétés su*v.m tes sont équivalentes ¢
- ’
(1) Wlp) & (X3 , %) 5

ii est régulicr
(11) (& Ly gu

(cfe [1] 3 1la démonstreticn qui suit est dwe & A. GROTHENDIECK).

Considérons un idéal premier p de Oy 4 3 il existe un voisinage ouvert U
de x et un faisceau cohérent d'idéaux ’3 dans U tel que I =p ; nous dési-
gnerons par Y le sous-espace analytique fermé de U défini par 3 . Il existe
un voisinage ouvert V ¢ U de x tel que

codimy(Y ; X) = ht(p) =p

pour y€ Y nV (&, lemme 3)o

Comme le germe (Y , x) est irréductible, si Z est un sous-ensemble analy-
ticue de Y tel que (Z , x) # (l¥] , x) , les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) wWip) = (Y] 5 x) & (SE®) , %) ;
(1) (¥l -2, x) £ X , x) .

En effet, de (|Y]| - Z,x) c(S(X) , x) on deduit

(x] , = =¥l o8 , %) v (@, x ’
dtol
(el , = = (Y] as® , % ,
cfest-a-dire
(Y] . x} ¢ SEX) . x .

Nous =poliquerons cuute ~ernrque avec 2 = S(Y¥) u S ,(3/2)2) , ou p' estle
rarng de p(OX ﬁ{) /,J (& ) jrip  SUT (Ok p /P (Jh ) (dimension de 1l'espace tan-
gent de Zarlsk_)c L'enserble 2 est aml,tlwe et (z, x #(x] , x) , car

(Y , x) est irréductible, et on a séparément
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S@® , x) # (7] , %) (proposition 7 3 (Y , x) est imtégre)

et
2 ,
(SP, (8/3%) , x) # (Y| , x) d'aprés le Mullsteliensatz ’
car
2
P S, (/) =5, (p/¢") :
(En effet

(/) = PUG Do o” Oy )

est libre de rang p' )

Si ye(|t] =2) nV, c'est un point simple de Y et codimy(Y s X) =p
d'autre part 3/32 est libre de rang p' au voisinage de y . Ceci va nous
permettre d'achever la démonstration grice au

IEME 5¢ = Soit A un anneau local noethériens Si q est un idéal de A tel

que A/q soit régulier, les propriétés suivantes sont équivalentec

a. A est régulier.

be q/q2 est libre sur A/q , de rang p = ht(q) «

Puisque A/q est régulier, donc intégre, 1'idéal q est premier. Si q/q2
admet un systéme de generateurs sur A/q ayant p = ht(q) = dim Aq éléments,
il en est de méme de (q/q ) qA /q 3 sur Aq/qA , Ce qui montre que Aq
est régulier et que q/q est l:Lbre sur A/q e Ainsi 1la condition (b) est équi-

valente &
bt, q/q2 est engendré sur A/q par p = ht(q) éléments.

Soit q = dim(h/q) , et soient £, 5 eee s fq des éléments de 1'idéal maxim=l
m de A qui reldvent ceux d'un systéme régulier de paramétres de A/q . Si
(g 5 ooo s gp) est un systéme minimal de giénérateurs de q, m admet
(£ 5 ove £0 BL s evey gp, comme Systéme minimel de générateurs. Si A
est régulier, on & donc

q+p':dimfx=q+p ’
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p' = p = ht(q) ;

ainsi (a) entratne (b!).
Réciproquenent, si (b) est vrai, on 2 p' =p et m est engendr¢ par
q + p = dim(& q) + din(A/q) < dim(A) élements, ce qui prouwve cue A est régulier.
Nous appliquons le lemme 5 3 A =Oxy et q =ay pour ye (|¥Y] =2) nv .
’

dlors Afq = Oy v est bien régulier 3 Y est irréductible en y , donc
b4

P = codimy(Y 5 X) = nt(q) 3

q/q'?' = (a/az)y est libre de rang p' sur & . Par suite, pour que y soit
’ .
simple sur X , il faut et il suffit que p = p' , c'est-d-dire que (Ox X)P
’
soit réguliere. On a donc prouvé que la condition

(1) (fk,x)p est régulier

entraine
(i) (Y =2)ns@X)nv=g;

et que (|Y]| =2) nV ZS(X) entratne (ii).
Ie théoréme est établie

COROLIAIRE l. = Le lieu singulier S(fk x) de Spec(t)X x) est fermé, c'est-d—
’ - ’
dire qu'il existe un idéal a C Ox % tel que les idéaux premierc P qul donnent
’

un localisé (O X)P régulier soient caractérisés par P 7 <.
_— ’

COROLIAIRE 2. ~ Soit A une algtbre anzlytique integre de dimension >2 o Il
existe un idéal premier p# O de A& tel gue AP soit régulier.

Puisque A est intégre, 1'idéal a du coroilaire 1 n'est pas mul ; on utilise
alors le fait que 1'intersection des idéeux vpremiers # O de L est mulie (si
f e A est différent de O , il existe un systéme de paremétres (f; , ... , fn)
de A telque f =f #f ,car n=dimA >2 ; il existe alors un idéal pre-
mier p associé 2 A/fl L (donc non nul) tel que £ & pe
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