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19-01

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE LOCALE, II.
THÉORIE DES MORPHISMES FINIS

par Christian HOUZEL

Séminaire Henri CARTAN
13e année, 1960/61, n° 19 5 juin 1961

1. Spectre de présentation finie .

DÉFINITION 1, ~ Soit S un espace annelé. On dit qu’une 0~-Algèbre SL est de

présentation finie si tout s ~ S admet un voisinage U tel que A/U soit iso-

morphe à un faisceau de la forme : ... , ... , fm) avec

... , r(u , ... , 

C’est-à-dire que Cf. est localement engendrée sur CL par un nombre fini de

sections sounises à un nombre fini de relations.

Nous nous intéressons au cas où S est un espace analytique, sur un corps de
base k value complet et non discret. Pour tout espace analytique T au-dessus

de S , considérons le faisceau 03B1T == A xS T , image réciproque de CL sur T ,
et l’ensemble : = (homomorphismes on voit

tout de suite que T ~~-> définit un foncteur contravariant

Fd : (An)~ ~ (Ens) .
PROPOSITION 1. -. Soit QL une Algèbre de présentation finie sur un espace 

lytique S ; le foncteur F03B1 est représentable dans la catégorie (An) /S , par
un espace analytique séparé sur S .

Remarquons d’abord que le foncteur Fr. est de nature locale (cf. exposé 11,
définition 5.4) , car si Test un espace analytique au-dessus de S , le pré-
faisceau U  F03B1(U) ( U parcourant ies ouverts de T ) n’est autre que le

faisceau des germes d’homomorphismes d’algèbres HomOT (AT , 0-) .
Ainsi~ d’après le corollaire 5.7 de l’exposé 11, il su-ffit~ montrer qie

F~ est représentable , de trouver un recouvrenent ouvert (S.) de S tel que

pour tout indice i le foncteur soit représentable dans 

En utilisant la définition 1, on voit donc qu’il suffit de considérer le cas
où CL est de la ... , ... , ~ ~ Alors la suite
exacte



(f~ ~ ... f ~ ~ ~ donne par extension de la base une suite exacte :

pour tout espace analytique T au-dessus de S. Ceci permet d’identifier

F03B1 (T) = HomOT (03B1T , OT) à l’ensemble des homomorphismes (le OT[t1 , ... , t ]
dans OT qui s’annulent sur *

Or le foncteur 
... , tn i : 

T  HomOT (OT[t1 , ... , tn] , OT) est

isomorphe à T  (0393 (T , OT))n ; en utilisant le théorème 1.1 de l’exposé 10 et
la proposition 31 de l’exposé 11~ on voit que est repré-

sente dans (An) /q par le couple (S x E ~ r~) où r] est l’homomorphisme

... , 0 défini par n(t. ) = q*(z.)

(3. = 1 , ... , n) , en désignant par q la projection (le ’3 x En sur En . il
en résulte immédiatement que le sous-foncteur F03B1 est représente par le sous-

espace fermé X c S x En défini par l’Idéal 3 = r) o i ) c 0’~ 

SxE SxE" SxE"

(ci, exposé lemme 3-6).

Dans le cas envisagé, X est évidemment séparé sur S . Comme la propriété

pour un obj et dE S s épa ré sur S e st locale sur S ~ la dernière
assertion de l’énoncé est prouvée elle aussi (cf. exposé 11, proposition 5.6 :
on obtient l’espace qui représente F03B1 en recollant ceux qui représentent les

~.
iDÉFINITION 2. - Pour toute OS-Algèbre de présentation finie 03B1 , cn appelle

spectre analytique de 03B1 et on désigne par l’objet de. s
(défini â qui représente le foncteur



est donc un espace analytique séparé an-dessus de S .

Exemple . - Considérons Tin OS-Module ë (le présentation finie ; son Algèbre
symétrique S (6) est une OS-Algèbre de présentation finie, et Specan(S(S))
représente le foncteur : T ~~ ~T~ = ~~~ ~ ~r)
~ HomOT-Mod . (ET , OT) . C’ est le fibre vectoriel défini par S (cf, exposé 12,
n" 1).

PROPESITION 2.

(i) OL 03B1 Specan(03B1) définit un foncteur contravariant de la catégorie des

OS-Algèbres de présentation finie dans (An) /b .
(ii) Quelles que soient les 0~’-Algèbre s de présentation finie Cf. et B ~

Ct ~O
S 
E est de présentation finie, et Specan(03B1 ~O

S 
(8) ~ Specan(03B1) x- Specan(B).

(iii) Soit h : 03B1 ~ Ë un homomorphisme surjectif d’une Algèbre CL de présen-
tation finie dans une autre ? . Le n.orphisme Specan(h) : Specan(B) ~ Specan(03B1)
correspondant est une immersion fermée.

(iv) Pour toute OS-Algèbre de présentation finie OL et pour tout espace ana-

lytique T au-dessus de S , Specan(03B1) Xq T ~ Specan(03B1T) (compatibilité avec le
changement de base).

(i) est car est rua foncteur contravariant en 03B1 ; (ii) résulte
de la formule :

(iii) se déduit facilement de la démonstration de la proposition 1~ et (iv) se

prouve par le corollaire 3.2 de l’exposé Il.

Considérons le couple (X ~ ~) qui représente le fondeur F~ défini une

OS-Algèbre 03B1 de présentation finie. X == Specan(03B1) est un espace analytique
au-dessus de S : e F03B1(X) == HomOX(03B1X , CL) est un homomorphisme

de CL~ = f ~ (OL) dans e~ ~ En d’autres termes, Ç 
X 

définit une factorisation :
~

GL) i S du morphisme structural f de X à travers l’espace annelé

(|S| , CL) (où )s) l désigne l espace topologique sous-jacent à S ), muni du
morphisme canonique a) ~ S (constitué par l’application identique de ~SJ
et l’homomorphisme : G ).



Pour tout 03B1-Module m , posons :

~

On définit ainsi un foncteur : m 3E de la catégorie des 03B1-Modules dans celle

des OX-Modules ( X == Specan(d) ). Si m et K sont deux 03B1-Modules, on a

Considérons un espace analytique T au-dessus de S et l’espace

au-dessus de T (proposition 2, ~~.v ~ ~ p le morphisme structural de X T dans

T se factorise encore en

et on obtient un diagramme commutatif

Soit m un 03B1-Module ; l’image réciproque mT = m xs T de m sur T est un

On voit alors que mT = *T(mT) s’identifie à l’image réciproque de
m par le morphisme : (compatibilité du foncteur m m avec le chan-

gement de base).

2. Fibre du spectre analytique point de la. 

Considérons une OS-Algèbre 03B1 de présentation finie et son spectre analytique
X = Specan(a) . Si rappelons (exposé I0~ n° 2) que la fibre de X en s

est le produit fibre X 
s 
= X x~ est l’espace analytique réduit au

point s , muni du Os = K(s) ~ k ( m S désignant maximal de



l’anneau local 0 ). Ainsi :
s

avec a(s) == 03B1s/ms 03B1s == ~Os k = si dans un voisinage U (le s on a

X = Specan(03B1(s) ) est le fermé de (s ) x En défini par less . 

- -

"équations" "

D’une manière plus précise, si le foncteur F~ est représenté dans ~S
par le couple ~X- ~ ~ ~ le foncteur ~ représenté dans 

par le couple (Xs , 03BEs) , où X 
s 

est la fibre de X en s et 03B1xs ~ X s
est obtenu à partir ~ OX pc.r réduction mod En particulier,
l’application de dans k) qui fait correspondre à

toute section f de X s/{s} l’homomorphisme composé f*. 03BE’s,f(s) (avec

03BE’s,f(s) : 03B1(s) ~ OXs,f(s) déduit du germe de 03BE s en f(s) ) est bijective. Comme

s’identifie à l’ensemble des points de X en associant à tout
s s

f : {s} ~ X le point f(s) = x sorte f * - 
QI X 

~ k , homomor-

phisme d’augmentation), on obtient une bi j ection de l’ensemble des points de X
s

sur l’ensemble des idéaux de qui donnent le pour quotient, en appliquant
chaque x E X 

s 
sur l’image réciproque par 03BE’s,x : 03B1(s) ~ OX

s,
x 

de l’idéal maxi-

de OX . Oy = OX /m (exposé 1.0, n° 2), 03B1(s) = 03B1 /m 0
S .1... ,¿.. S S S

et s’obtient pa.r réduction mod m à partir de 03BE : 03B1 ~ O 
X 

(déduit
S~X 

* 

, 

S .K S AmX
du germe de ~ en x ~ . On peut donc énoncer :



PROPOSITION 3. - On obtient une bijection de l’ensemble de s points de Xs sur

l’ensemble des idéaux n de 03B1s tels que : n D ms 03B1s et 03B1s/n ~k,
en associant à chaque x ~ Xs réciproque l’homomorphisme

03BEx’ : 03B1s ~ OX,x 
t x 

de l’idéal maximal de .

Si n est l’idéal maximal de 03B1s qui correspond au point x E Xs , on a donc
une factorisation de 03BEx ’ : 03B1s ~ (OL ) s * OX, x . 

-’- 

PROPOSITION 4. - L’homomorphisme x : (03B1s)n ~ X,x déduit de (p en passant

aux complétés des anneaux locaux en question est un isomorphisme.

Reprenons les notations utilisées dans la preuve de la proposition 1. On peut
écrire :

et alors :

n e st le germe (le l’homomorphisme ~ : 4 [t1 , ... , tn] ~ d défini
x SxEn n SxEn

par n(t. ) = q~‘~z. ~ ~i ~ L ~ ~ ! ~.. ~ n~ ? et ~ est déduit de r)~, en passantJL jL r TL ~x
aux quotients, (le sorte que l’ on a un diagramme commutatif avec des lignes hori-

zontales exactes :

Désignions p l’ réciproque n=.r ~’x de lt idéa.l de ;

p e st l’ idéal engendré t~ - ... ~ n ! où x~ E ~ désigne
la valeur en x de la. section q*(zi) de o {i _ 1 , 2 , ... , n) . on peut

écrire un diagramme commutatif â lignes horizontales 



Complétons ce diagramme

cet isomorphisme étant défini en appliquant ti sur xi + vi (i = 1 , 2 , ...~ n) ;
d’autre part :

~

isomorphisme défini en appliquant q*(z.) 
x 

sur x. + vi ; on voit donc que 03C8x
est un isomorphisme. Comme Jx = n x (Js ’0 ... , t nj) est engendré par

(g ) , on a encore un isomorphisme ()p . La proposition en résulte.

COROLlAIRE. - Le morphisme d’espaces annelés f : X - ()S ) ~ CL) (défini au

moyen de ~ ) est plat~ que le foncteur ?~ ~~-~ ? = (le la caté-

gorie des 03B1-Modules dans celle des exacte

3 . finie.

DÉFINITION 3’ - Soit S u..n espace analytique sur k (corps value complet non

discret). On dit qu’une ~~Algèbre CL est finie si c’est un faisceau ,cohérent
de 

PROPOSITION 5. - Toute OS-Algèbre finie Ct. est de présentation finie (comme
Algèbre).

Soit la fibre 03B1s est -ujn Os-Module de type fini, engendré des

éléments o. 
s 

(1 i ? n) qui sont entiers sur Os ; pour chaque i , soit
F. () = 0 une équation de dépendance intégrale : F. e0[t.j est un

i~s’ " 
~ 

i~s s i

polynôme unitaire (i = 1 , ... , n) . Dans un voisinage U asse z petit de s ~
il existe des sections o. ~L ~ r(U ~ Q,) ~ ~ de ~err~es respectifs en s



(1 i : n) , qui engendrent ainsi que des polynômes unitaires
e r (U ~ ~[t. ~ 2014 ]) ~ de germes respectifs en s (L ~ i $ il) ~ et tels

que 1F. (o..) = 0 pour i = 1 ~ ... ~ n . Le faisceau .

S == " * ~ "’ ’ ~ ~ ~ est cohérente et on a un homomorphisme
surjectif B~03B1|U , puisque les o. engendrent Q.iu ; le noyau J de cet

homonorphisme est de type fini ; on peut trouver un voisinage V c U de s tel

que J|V soit engendre par des sections G1 , ... , Gm . Si
... , G = I" (V , OS[t1 , ... , tn]) relèvent ... y on a

Conséquence : toute OS-Algèbre finie 03B1 définit un espace analytique
X = Specan(03B1) au-dessus de S.

PROPOSITION 6. - Soit 4C une f inie . Si et 

fibre X a un nombre fini de points, en correspondance bijective avec les

idéaux maximaux n de 03B1s tels k . Si n est l’idéal maximal

qui correspond à un p oint x on a un isomorphisme 03C6x : (03B1s)n  OX,x .

On reprend les énoncés des propositions 3 et 4, en remarquant que 03B1s est un

anneau semi-local (car est de rang fini sur 
. 

k , donc artinien ;
de plus tout idéal maximal de 03B1s contient d’après le théorème de

Cohen-Seidenberg). part x : ()n  OX,x et (Ot. )., étant séparé.

03C6x est injectif; corme est quasi-fini sur (9,, (puisque 
il résulte du théorème de préparation que est fini sur 0 ; on en conclut
par le lemme de Nakayama (ou par le théorème de Krull) que 03C6

x 
est a ussi surjec-

tif.

Soit (X , x) un germe analytique y et soient ... , fn
des générateurs d’un idéal de définition de y . Considérons (X , x) comme

germe au-dessus de (En , 0) aumoyen du morphisme (X , x) ~ (En , 0) défini

par ~f ~ ... ~ f ) . Il existe un voisinage ouvert U de 0 dans et une

finie 03B1 telle que 03B1o ~ OX,x ; le spectre X’ = a un

seul point x’ au-dessus de 0 3 et ~x ~ x) est ~En ~ 0)-isomorphe à (~~ ! x’) .

Ceci résulte de la proposition 6 en utilisant le corollaire 1.4 (ii) de 1-’exposé
13, le théorème de préparation et le lemne suivant.

1 ! - Soient S un espace analytique e t considércns une OS,s-
algèbre finie A ; il existe voisinage ouvert U de s dans S et une



gèbre fi.nie ~ telle que as N ~ ,
on construit d’abord un voisinage V de s et un cohérent ~ tel

N A ; Pour cela on utili se une présentation finie S?s À - °
de A ; si (u..) est la ma tric e de u , il existe un voisinage V de s et

1~
des sections f 1 .. de d dans V telles ~f 1 .. ) s = u.. 1 pour tout couple

S J~(i , j) ; la matrice définit un homomorphisme OpV~OqV dont le conoyau

est le faisceau 3 cherché..

est cohérent, il existe un voisinage B>1 c V de s et un 

morphisme 5 dont le germe en s s’identifie à la multiplication

à ~Os À " à de l’algèbre À J on peut alors trouver Un voisinage U C W de S

dans lequel cet homomorphisme munit 03B1=F|U d’une d’ OU-Algèbre.
COROLLAIRE 2, w Toute algèbre analytique est anneau local hensélicn.

Pour la définition et les é risations équivalentes des anneaux locaux

henséliens, nous renvoyons à l’appendice. Nous utiliserons ici la caractérisation
suivante :

Pour qu’un anneau local A soit hensélien, il faut et il suffit que pour toute

!-algèbre finie B et pour tout idéal ma.ximal n de B ~ le localisé Bn soit
fini sur A .

Lorsqu.8 A est une algèbre analytique, le lemme 1 la, proposition 6 montrent

que Bn est algèbre analytique finie sur A , pour tout idéal maximal n de

B tel que B/n = k . Considérons U~. quelconque n de B ~ et

posons K = B/n ; c’ e st une extension finie ’de k , Nous introduisons les algèbres
~’ ~ A ~ K et B ~ ~ ; est une algèbre sur le corps K ,
et B ~ est f i n~.e sur A l’ idéal n de B c orre sp ond un idéal maximal n;

de Bt r noyau de l’homomorphisme de B’ sur K qui prolonge B ~ K ; de

K , on déduit B’ , est fini sur A = t dcnc est finie

sur A). Il en résulte rue B est fini sur A , c ar l’homomorphisme canonique

§ B Bi, est visiblement injectif (et A est noethérien). Ceci démontre le
corollaire 2.

PROPOSITION 7. - Soit a une OS-Algèbre finie. Le structural

f : Specan(03B1) ~ S de son spectre analytique est une application fermée.

Comme la propriété est locale sur S , on se au cas où û

eit engendrée nar - des sections 03C31 , ... , 03C3n souwises G des relations F. (i) = 0 ,



F. polynôme unitaire appartenant à ( i : ~ ~ ... , n) et

Gj(03C31 , ... , n) = 0 (j = 1 , ... , m) , de sorte que 03B1 ~ S/3 avec

B = OS[t1 , ... , tn]/(F1 , ... , F ) (cf. la demonstra tion de la proposition 5).
on a alors une immersion fermée et il suffit évidemment

de prouver la propriété pour le morphisme structural de elle résulte

de l’ énoncé suivante plus précis :

Soit (x ) une suite de points de telle que sp = f(xp) converge

vers un point s e S . Il existe une sous-suite de (x ) qui converge. 
1"’-1

En remarquant que Specan(B) N S ... Xc 
diaprés la proposition 2 (ii), on voit qu’il suffit de prouver cet énoncé dans

le cas où n = 1 . Pour S x E , le résultat provient du

2 (continuité des racines). - Soit (F ) une suite de polynômes unitaires

de même degré d > 1 , à coefficients dans k ; supposons que le s coefficients de

F 
P 

convergent respectivement (povr p infini) vers ceux d’un polynôme F ~ k[t] .
Si pour tout p, k est une racine de Fp , il existe sous-suite de le.

suite (s: ) qui converge (sa limite est alors une racine de F ).
’"’ P 

-

Comme k est complet, cela signifie que (x ) contient une sous-suite de Cauchy.

Supposons le contraire ; on peut alors trouver e > C tel que pour tout entier

N il existe des indices Pl , ... , possédant la propriété suivante :
si (1  i , j  d + 1) , on a |xpi - xpj| > &#x26; .

D’après le formule d’interpolation de Lagrange

pour tout x E les x p. étant choisis comme on vient de l’indiquer, avec

Pi  N entier assez que entraîne F (x) ) 1 .~ r~ > 0

fixe arbitrairement) quel que soit x dans une boule qui contient toutes les

racines des polynômes F . telle existe bien, car les polynômes en

question étant unitaires, une majoration de leurs coefficients entraîne une 

ration des racines.

Si x appartient 2 la boule p qui a servi à déterminer i~~ ~ on a



Comme 11 est arbitraire, il en résulte que F(x) = 0 pour tout x tel que

|x| 03C1 , donc que F = 0 ( k n’est pas discret) , ce qui est absurde.

COROLIAIRE. - f : S est une application propre.

Car f est fermée et ses fibres sont finies, donc quasi-compactes 

Chapitre 1 , § 10, théorème 1).

PROPOSITION 8. - Soit d une finie à extensions résiduelles tri-

viales. Pour tout 03B1-Module m , l’ homomorphisme canonique m ~ f*(m) est un

isomorphisme. En particulier, f*(OX) ( X = 

L’hypothèse sur CL (extensions résiduelles triviales) signifie que pour tout

s ~ S et pour tout idéal maximal n de 03B1s , 03B1s/03C0 ~ k ; elle est automatique-
ment vérifiée si k est algébriquement clos.

Par définition

comme f est fermée, les forment un système fondamental de voisinage
de la fibre X ; donc, f étant séparée, pour U assez petit f-1(U) ~  Vi *

(réunion disjointe) , et V , parcovrt un système fondamental de voisinages de

Alors
1

à la limite

puisque t~ 
S 

est isomorphe à 
ni 

(propriété hensélienne de ! cf.

corollaire 2 de la. proposition 6, jointe au fait que tous les idéaux maximaux de



03B1s figurent parmi les à cause de l’hypothèse des extensions résiduelles
triviales) .

PROPOSITION 9. - Soit 03B1 une finie à extensions résiduelles tri-

viales. Posons X = Specan(03B1) . Pour tout l’homomorphisme canoni-

que f*(F) ~ F e st un isomorphisme.

En effet, pour tout on a colorie dans la démonstration précédente

(on le voit tout de suite en utilisant ~~ ~ S ~t~. 
~ . Ainsi

ce qui démontre la proposition, car cet isomorphisme est bien induit par l’homo-

morphisme canonique

COROLIAIRE 1... Sous le s c ondi ti ons de la proposition 9, le s foncteurs cova-

riants additifs * : m   (de la catégorie des 03B1-Modules dans celle des



OX-Modules) et f* : F -- f*(F) (de la catégorie de s dans celle

des sont qua si-inver se s l’un de l’autre ; ils définissent ainsi une

équivalence entre les deux catégories considérées.

COROLLAIRE 2. - Pour tout OX-Module cohérent F , f*(F) e st un OS-Module
cohérent.

S admet une présentation finie ~ 

’

Gomme~ d’près le corollaire Z ~ le foncteur image directe f* est exacte il

transforme cette suite exacte en une suite exacte :

qui montre que f*(F) e st un 03B1-Module de présentation finie ; comme 03B1 est

un OS-Module cohérente il en résulte que f*(F) est aussi un 0S-Module cohérent.

PROPOSITION 10. - Soient t~ des ~’-Algèbre s de présentation finie.
Posons .

Si 03B1 est finie et à extensions résiduelles triviales, on a une bijection cano-

nique Y) .

L’application canonique ~ Hom(X , Y) donnée par la proposition
2 (i) (caractère fonctoriel du spectre analytique) se factorise en effet en

( f = morphisme structural de X 9 Ëy. = ). La première flèche est bijec-
tive d’après l’hypothèse sur d et la proposition 8, la deuxième par définition

de (&#x26;y j, et la troisième par définition de Y = Specan(B) .

COROLLAIRE. - Le foncteur contravariant  Specan(03B1) de la caté-

gorie des OS-Algèbres finies à extensions résiduelles triviales dans celle des
espaces analytiques au-dessus de S , est pleinement fidèle.



4. Cas ou le corps de base k est algébriquement clos (Nullstellensatz analytique).

Nous aurons besoin de quelques préliminaires sur les germes. A côté des germes

analytiques (cf. exposé 13) , on introduit de façon analogue la catégorie des germes
d’espaces topologiques, ou germes topologiques. Si ~X , x) est un germe analy-

tique, le germe topologique x) ~ où ~ X ~ l désigne l’espace topologique

sous-jacent à X, est dit sous-jacent à (X, x) ; on a ainsi un foncteur "germe

topologique sous-jacent" de la catégorie des germes analytiques dans celle des

germes topologiques.

Soit (X, x) un germe analytique. Si Y est un sous-espace analytique de X

contenant x ~ on dit que le germe (Y ~ x) muni du morphisme d’inclusion

(Y ~ x) -~ (X , x) , est un sous-germe analytique de (X, x) . On définit d’une
manière analogue la notion de sous-germe d’un germe topologique. Si ~X ? x) est

un germe analytique, on dit qu’un sous-germe de ( ~ ~ ~ ~ x) est un germe de partie

analytique s’.il est sous-jacent à un sous-germe analytique de (X , x) , c’ e; t-â.-

dire de la forme x) où Y est un sous-espace analytique de X contenant

x .

Dans la suite, nous ferons constamment l’abus de langage qui consiste à identi-

fier deux sous-germes analytiques isomorphes de (X ~ x) ; à..e même pour les sous-

germe s d’un germe topologique. Nous dirons, par exemple, que deux sous-germes
sont distincts, au lieu de dire qu’ils ne sont pas isomorphes, et quand nous par-
lerons de l’ensemble des sou..s-germes, il faudra comprendre l’ ensemble des classes

de sous-germes à un isomorphisme près. Ainsi l’application qu.i, à un sous-germe
analytique (Y, x) de (X, x) associe le noyau de l’homomorphisme OX, x - Or ,x ,

est une bijection décroissante J de l’ensemble des sous-germes analytiques de

(X , x) sur l’ensemble des idéaux si « est un idéal de OX,x , la
bijection réciproque de J le transforme en (Y , x) , où Y est le sous-espace

analytique d’un voisinage ouvert U de x défini par OU-Idéal J tel que

~x = « . Dans cette correspondance bijective, idéaux de ~ X corres-

pondent les sous-gemes intègres de (X , x) (un est dit intègre si son

anneau local l’est). Pour tout idéal x de OX,x , nous désignerons W (a)
le germe topologique sous-jacent au sous-germe analytique de (X , x) qui corres-

pand à 03B1 . Avec les notations précédentes,

W est une application surjective et décroissante de l’ensemble des idéaux de

OX,x sur 
. 

l’ensemble des germes de parties analytiques de (X , x) .
1



L’ensemble des sous-germes analytiques de {~ , x) est réticulée Si {~ = x)
et (Z , x) sont deux sous-germes analytiques, leur borne inférieure, appelée
aussi intersection, est le sous-germe (Y , x) n (Z , x) défini par l’idéal

J(Y , x) + J(Z , x) ; de même leur borne supérieure ou réunion ~~.r ~ x) u {Z , x)
est définie par l’idéal J (Y , x) n J(Z , x) ; on a visiblement

On emploiera les mêmes notations de reu.nion et intersection pour les sous-germes
d’un germe topologique qui forment aussi un ensemble réticulé. Si (Y , x) et

(Z , x) sont deux sous-germes analytiques d’un germe analytique (:~ ~ le

germe de partie analytique sous-jacent à (Y , x) n ~ Z ~ x) (Z ~ x))
est 

’

On dit qu’un germe de partie analytique de (X. J x) est irréductible s’il n’est

pas réunion d e deux germes de parties analytiques distincts de lui.

THÉORÈME 1 (Nullstellensatz). - Supposons le c orps de base k algébriquement
clos. Soit (X ’ x) un germe analytique intègre. Pour qu’ un sous-germe (Y ~ x)
soit distinct de il faut et il suffit eue le germe topologique sous-

j acent ( |Y| , x) soit distinct de (|X| , x) . Autrement dit, si l’espace 

tique X est. intègre en un point x , e t si un sous-espace analytique Y est un

voisinage de x , il est localement isomorphe à X on x .

La condition est éviderriient suffisante. Pour prouver qu’elle est nécessaire, con-
sidérons un sous-germe (Y , x) ~ (X , x) . L’idéal J(Y , x) est. non nul. Soit

f un élément non nul de x) . Désignons par (Y’ , x) le sous-germe ana-

lytiqu e de (X , x) d’anneau local OX,x/(f) ; on e

donc il suffit de montrer que



On remplacera donc (Y , x) par ~~’ ~ ce revient à se placer dans le
cas où J ~Y ~ x) = (f) est un idéal principal.

Comme f ~ 0 et comme Cl. ,x est intègre,

Soit ... , fn-1) un système de paramètres de OX, x/(f) , que nous rele-
vons en (f1 , ... , f . ) dans CL ; (f ... , fn-1 , f) est alors un

système de paramètres de Soit (p le morphisme de (X , x)
d a n s (E~ ~ 0 ) ( re s p . de (Y ~ 3: ) da n s (~" ~ 0) ) défini par
(f1 , ... , fn-1 , f) (resp. (f1 , ... , fn-1) ) ; on va démontrer le théorème
en prouvant que (p est. surjectif (au sens des germes d’espaces topologiques) ;
en effet le diagramme

est commutatif, et

D’après le corollaire (le la proposition 6~ on peut supposer que X == 
où 03B1 est une Algèbre fi nie sur voisinage U de 0 dans En ; (I ~ OX,x
et l’homomorphisme k{t1 , ... , tn } ==0 ~ 03B1o est injectif puisque 

e st de dimension n (corollaire 3 (b) du théorème 1, expose 18).

1.. - Soient S un e spa ce analytique sur le c orps algébriquement clos k ,
et CL une OS-Algèbre finies de X = Specan(03B1) par son morphisme s truc-

tural cp ; X ~ S e st le suppor t du faisceau 03B1 .

En effet la fibre Xs de X en un point s E S est on correspondance bijec-
tive avec l’ensemble des idéaux maximaux de) k e s t algébriquement
clos, donc 03B1s/n ~ k pour tout maximal n (proposition 6). Pour y1e s;

appa,rtienne ~ cp ~X~ ~ il faut et il suffit que OL possède au moins s



maximal. c’est-à-dire que 03B1s ~ 0 .

IEMiE 2. - Soient 03B1 une Algèbre f inie sur un espace analytique S et SES;
si l’homomorphisme OS.s ~ 03B1s e st injectif, e st un voisinage de s .

’ * ’ ’ ’~" * ’ _ m S S ’ ’ ’ ’ ! ! ! - ’ "’- - "!-’ !!--!! ’ *’’ - " " ’ ’

En effet le noyau de OS ~ Ot est en s t donc nul dans un voisinage de s

puisque c’est un faisceau cohérent.

Ces deux lemmes terminent la démonstration.

COROLLAIRE 1. - Soit (X , x) un germe analytique (sur un corps algébriquement
clos 

a. Si ex et b sont de s idéaux de OX,x le sont ê v.i-

§t
(D J ’.~~ ~, p v ‘ ’‘ ~~ , ~, ~ .
(ii) b c r(c) (racine de a ) ; 

~!c 

(iii) c r(a) ;

(iv) il existe un entier n  1 tel que bn c ; .

b. Pour que W ( a~ ~ W ( ~~ ~ il faut e t il que a~ ( a) ~ r ( ~~ .

c. W induit une bijectio11. : p W (p) de Spec(OX,x ) sur l’ensemble des

germe s de partie s analytiques irréductibles de (X, x) .

Los assertions (b) et (c) se déduisent immédiatement de (a). L’équivalence de

(ii), (iii) et (iv) est connue ; (iv) entraine (i) car si U est un voisinage

ouvert de x dans X , et si 3 et d sont OU-Idéaux de type fini,
Jn ~ J entraîne c Réciproquement, pour prouver que (i)
entraîne (ii) ~ il suffit de montrer que pour idéal Q. ,

la condition : W(p) c W(b) entraîne p ~ b (puisque est IL’ intersection

des idéaux premiers contenant ce ) . Désignons par (Y , x) le sous-germe 

tique intègre défini par premier p , Et (Z , x) le sous-germe ana-

lytique défini par b ; l’intereacticn (Y, (Z , x) est un sous-germe ana-

lytique de (Y , x) dont le germe topologique sous-jacent est

Comme (Y , x) est intègre, on peut appliquer le théorème 1 qui montre que

(Y ~ x) n (Z , x) = (Y ~ x) c’ est-à.-dire (Y , x) c (Z ~ x) or encore p D b .



Pour toute partie T de l’ espace X , nous désignerons par Tx l’ensemble

des idéaux premiers p  Spec(OX,x) tels que W (p) c (T , x) . Le corollaire 1

peut encore s’exprimer en disant que l’application (T, x) T x induit une

bijection croissante l’ensemble des germes de parties irréductibles de (X , x)
sur l’ensemble des parties fermées de 

COROLLAIRE 2. - Soient (X , x) fji germe analytique et (Y , x) un sous-

germe. Pour que x) = x) , il faut et il suffit que J(Y, x)
soit niipotent.

, ’’* ’ ’"" ’ ’2014-2014’ - 2014 - - ’

Si  alors x) ~ (|X| , x) .
Nous allons traduire les résultats précédents? relatifs germes d’espaces

analytiques, en des énoncés portant sur les espaces analytiques eux-mêmes.

COROLLAIRE 3. - Soit X un espace analytique. Considérons un sous-espace ana-

lytique fermé Y défini par un Idéal 3 . Four que ~X ~ ~ 1 il faut et il

suffit que 3 soit localement nilpotent.

Si J et J sont deux faisceaux d’ idéaux de type fini OX , pour que
c il faut et. il suf f it que pour tout point x de X

il existe un voisinage U de x et un entier n > ~ tels que 

COROLLAIRE 4, .. Soit X espace analytique. Considérons une section

f E 0393(X , OX) de s on faisceau structural. F our que f en point

de X, que f (x~ ~ 0 pour tout il faut et il suffit que

f soit localement nilpotente.

COROLLAIRE 5. - Soient X et Y deux espaces analogiques. Supposons X

réduite et considérons deux morphismes f et f’ de X dans Y . Pour que

f = il faut et il suffit que f et f’ aient même application continue

sous-jacente.

La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer qu’elle est suffisante,
on se ramène immédiatement au cas c~- Y == E ; cela. résulte alors du corollaire 5

et de 0393(X , OX)n (théorème 1, I de l’exposé 10).

COROLIAIRE 6. - Pour qu’un point x d’un espace analytique 31 soit isolée il
faut et il suffit que son anneau local 4 1t soit artinien (i. e. de dimension
0). 

/

Car dire que x est isolée c’est dire que ( ~~ Î ~ x) = (~x ~ a x) . Cn applique
le corollaire 2.



COROLLAIRE 7. - S oi t f : X ~ Y un morphisme d’espaces analytiques. Pour ’un

point x de X soit isolé dans sa fibre f- ~f ~x~ j ? il faut et il suffit que
f soit quasi-fini en x, c’ est..à-dire que OX, X 

soit quasi-fini, donc fini sur
OY,f(x) .

Posons y = D’après le corollaire 6, pour que x soit isolé dans

f-1(y) = {3: [ , il faut et il suffit que = (1, /m CL soit artinien

( m 
Y 

est l t idéal maximal de ,Y ) de rang fini sur k ; ceci

signifie que est quasi-fini sur qui équivaut à fini sur 

grâce au théorème de préparation (exposé 18, théorème 1) .

5. 

DÉFINITION. - On dit qu’un morphi sme f: X ~ S d’espaces analytiques est fini
s’il est séparé et fermée et si ses fibres sont finies.

Remarquons qne ces conditions sont de nature parement topologique ; elles sont

équivalentes aux suivantes : f eJt séparé et propre et se s fibres sont discrètes

chapitre 1, § 10, théorème 1) a

Si f : X -> S est un morphisme fini, on dit que (X , f) est un espace ana-

lytique fini au-dessus de S .

Exemple : Pour toute OS-Algèbre finie Specan(03B1) est un espace analytique
fini ar-dessus de S (propositions 1, 5 et 7) .

THÉORÈME 2. - Soit S un espace analytique sur un corps k value complet
non discret et algébriquement clos~ Le fondeur Spccan : a .,~, 

définit une équivalence de la catégorie opposée à celle des OS-Algèbres finies
avec la catégorie des espaces analytiques finis a1J.-dessus de S. -

En effet, ce foncteur est pleinement fidèle : comme le corps de base algébrique-
ment clos, les extensions résiduelles d’une Algèbre finie sont automatiquement
triviales. On applique le corollaire de la proposition I C.

Il reste à prouver que si f j est un espace analytique fini au-dessus de

S , il existe une OS-Algèbre finie 03B1 tellle que X soit S-isomorphe à

Remarquons que s’il en est ainsi, on r. nécessairement 3L~f (G.)
(proposition 8). Il en résulte que la question est locale sur S : si (U.)
est un recouvrement ouvert de S tel que pour tout i il existe une CL -Algèbre
finie 03B1i avec X.. ~ Specan (a.) , on a 



ce qui montre que d = est finie et que 

On peut donc remplacer S par un voisinage U d ’un point s e S tel que

où V~ est mi voisinage du point x de la fibre X~ en s ( f est fermée,
donc pour U assez petit f-1(U) est un voisinage arbitrairement petit de
f-1(s) ; comme f est séparée et f-1(s) finie, les voisinages assez petits
de f-1 (s) sont de la forme indiquée). Su.pposons établi que pour tout x e X ,
Vx est U-isomorphe au spectre d’une Algèbre finie G ; alorsx x

En effet il résulte immédiatement des propositions 2 et 6 que si 03B1 et B sont

deux Algèbres finies sur un espace analytique S on a

En remplaçant S par U et X par l’un des V , on se ramène ainsi au cas
où f~~ (s) = {x} en un point s choisi dans S . Le corollaire 7 du théorème

1 montre alors que OX,x est fini sur OS ; donc il existe un voisinage W

de s et une OW-Algèbre finie 03B1 telle que 03B1 ~ OX
,x 

( lemme 1). Posons
X’ = la fibre est réduite à un point x’ et le germe (X’ ~ x’)
est (8, s)-isomorphe à ~~ ~ x) ; comme les morphismes structuraux de x et

de X’ ‘ sont fermés, on en déduit qu’il existe un voisinage V c W de s tel

que X-, soit V-isomorphe à = Ceci achève la preuve.

COROLIAIRE. - Soit f : X ~ S un morphisme fini d’espaces analytiques. Le

foncteur image directe f est exact da.ns la catégorie des L‘image

directe f*(F) d’un cohérent e st un OS-Module cohérent.

(D’après le théorème précédent et les corollaires de la proposition 9.)



Appendice : Anneaux locaux henséliens (cf. [2], chapitre 3, § 4, exercices 2, 3,
4). 

Soient &#x26; un anneau locale m son idéal k = A/m son corps rési-

duel, et f : A ~ k l’ homomorphisme canonique. Si P = 03A3 a. xl est un poly-
nôme dans on désignera par f(P) le polynôme 03A3 f (a. ) Xl dans k[X] ;
si F est unitaire, f(P) est unitaire et de même degré que P. L’application :
P ..,.~ f(P) est un homonorphisme de dans qui prolonge f et applique
X sur X .

THÉORÈME. - Le s conditions suivante s sont équivalentes :

(i) Pour tout polynôme unitaire P E A[X] , et toute décomposition de
f(P) E k[X] en produit f(P) = Q.Q’ de polyn8mes étrangers unitaires, il existe

deux polyn8me s unitaires Q , Q’ t dans tels que f (Q) = Q, ~ f (Q’ ) - ~’
Q.Q ’ .

(ii) Toute algèbre commutative sur A ~ qui est un A-module de type fini, est

composée directe de ~‘!~algèbres qui sont des anneaux locaux.

(iii) Pour toute algèbre commutative B sur A qui e st un A-module de type

fini, et pour tout idéal maximal n de B , le localisé B 
n 

est un A-module

de type fini.

Notons d’abord quelques résultats faciles ou connus. Toute A-algèbre finie
B est un anneau semi-local et ses idéaux maximaux contiennent mB (théorème de

Cohen.-Seidenberg) .

Si un anneau B est composé direct d’une famille finie d’anneaux locaux, c’est

un anneau semi-local, et les anneaux locaux d.c la décomposition de B sont les

localises Bn par rapport aux différents idéaux maximaux n de B.

Si B est l’homomorphisme canonique B -~ tt I B ( n décrivant l’en-

semble des idéaux de B ) est injectif. Si B est un anneau semi-local

séparé et complet (pour la filtration définie par les puissances de son 
cet homomorphisme est u..n isomorphisme.

On en déduit immédiatement que (ii) entraîne car s:~ 3 est une 

finie composée directe de qui sont des anneaux locaux ces composants
locaux sont les localisés B de B par rapport à ses différents idéaux 

n

los B sont donc isomorphes à des quotients de B et sont par suite
n

finis sur 1..
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On en déduit aussi qu’un anneau local séparé et complet satisfait à la condition

(ii) . Pour prouver que (iii) entraîne (ii), considérons une A-c.lgèbre finie B

telle que Bn soit finie sur A pour tout idéal maximal n de B ; alors

B’ = f1 B est finie sur A et on a une injection canonique : B -~ B~ . Par
n n 

. 

passage aux complétés (pour les filtrations m-adiques qui sont équivalentes aux
filtrations d’anneaux semi-loeaux de B et B’ ), cet homomorphisme devient un
isomorphisme   B’ ; comme B’ est fini sur A , on en déduit par le lemne
de Nakayama que B  B’ .

Pour l’équivalence de (i) et (ii) (que nous n’utiliserons dans 1~: suite) ,
nous renvoyons aux exercices 2 et 3 de Bourbaki [2] , chapitre 3 t § 4.

On dit qu’un anneau local A est hensélien s’il satisfait aux conditions 

valentes (i) ~ (ü) ~ (iii) du théorème.
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