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18-01

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE LOCALE, I

par Christian HOUZEL

Séminaire Henri CARTAN
13 e , année , 1960/61, n° 18 15 mai 1961

i, Le théorème de préparation.

Le théorème que nous avons en vue exprime la propriété fondamentale (annoncée
dans l’exposé 9, introduction) des anneaux locaux sur un espace analytique, ou

"algèbres analytiques". Rappelons (exposé 13) qu’une algèbre analytique sur un

corps valué complet et non discret k est par définition une k-algèbre A

isomorphe à un quotient non nul ... ~ x d’une algèbre de séries

convergentes à coefficients dans k par un idéal a de type fini (on verra par
la suite que ... , xn} est noethérien, de sorte que n’importe quel idéal
est de type fini).

THÉORÈME 1. - S oient A et B deux algèbre s analytiques sur un c orps k value

complet, non discret. Considérons un homomorphisme 03C6 : A ~ B de k-algèbres qui
définit B comme algèbre sur A ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B est quasi-finie sur A ;

(ii) B e st f inie sur e st un A-module de type fini).

On sait qu’un module M sur un anneau local -A d’ idéal m et de corps

résiduel k est dit quasi-fini si : = k est espace vectoriel

de rang fini sur k : ~~~~’~~I~I ~ k]  + ~ . En particulier une £-algèbre B est

quasi-finie sur si c’ e st un A-module quasi-fini. Le plus souvent, B est

aussi un anneau locale dont nous désignerons l’idéal maximal par n ! et l’ homo-

morphisme 03C6 : A ~ B qui définit la structure de A-algèbre de B est local

n) , donc définit par passage aux quotients un homomorphisme k=A/m ~ B/n
qui fait du corps résiduel B/n de B une extension de k (extension résiduelle).
Si B est quasi-fini sur ~s ? on dira que l’ homomorphisme cp est quasi-fini ;
alors

(1) mB est un idéal de définition de B ;

(2) B/n est une extension finie de k = 

Réciproquement, les conditions (1) et (2) entraînent que B est quasi-fini sur
A si l’idéal maximal n de B est de fini ~c’ est le cas des algèbres ana-

lytique s) .



Dans le cas eu A et B sont des anneaux locaux noethériens, on démontre que
les conditions :

- B est quasi-fini sur A ;

- B est fini sur  ,
A A

( A ~ B désignant les complétés pour les structures uniformes d’anneaux locaux)
sont équivalentes; elles sont aussi équivalentes à la conjonction les conditions
(1) et (2). La condition (1) montre que, si B est quasi-fini 
dim 13 .: dim A (dimension au sens de KRULL ; cf. SERRE ( ) ) ~
Nous considérons ici des algèbres analytiques A et B sur un corps k ; elles

ont le même corps résiduel k ; tout k-homomorphisme (p : A -~ B est automati-

quement local, et l’extension résiduelle correspondante est triviale : la condi-
tion (2) est donc vérifiée. Nous voulons montrer que si (1) est satisfaite, B

est un A-module de type fini.

Démonstration (d’après J.-P. SERRE).

1. - Montrons d’abord qu’il suffit d’établir le résultat dans le cas où A et

B sont des algèbres de séries convergentes. Voyons-le pour £ . En général

... ~ ~J/~ ~ ~ est aussi une algèbre sur k{t. ~ ... ~ et pour

que B soit quasi-finie (resp. finie) sur A ~ il faut et il suffit qu’elle soit

quasi-finie (resp. finie) sur ... , t ) ; on peut donc remplacer A p.r

k{t1 , ... , tq} .
D’autre part 13 ~i k{x. ~ ... ~ x }/b ~ avec b = ... ~ f ) ~ idéal (le type

fini. Supposons B quasi-finie sur A = ... , ’t } ; les images u1, ..., Uq
de ... ~ t engendrent un idéal de définition de cet anneau.

Soient ... , v des éléments de ... , x } qui relèvent Ui ~. « y u ;
y. ~ ... ~ 

(t_) = v. ~ i = i ~ ... , et p’ (y.) = f_ ~ j = 1 , ... ~ p . En
i i j v

passant aux quotients suivant (y. ~ ... , y ) et b = (f. ~ ... , 

donne l’homomorphisme quasi-fini (p : A -~3 ~ donc (p* est lui-même quasi-fini.

Supposons qu’on aache en déduire que ... , est fini sur

k{t. ~ ... ~ ... ~ y } t on trouve en passant aux quotient~ que

( ) SERRE (Jean-Pierre). - Algèbre locale et multiplicités. Cours au Collège de
France, 1957/58 (multigraphié).



B est fini sur A .

2. - On peut donc supposer pour la démonstration que A = ... , t } et

B = ... , x } . Désignons par m l’ idéal (t. y ... ~ t ) de A

et par n = (x1 , ... , xn) celui de B ; soient u1 , ... , um ies images de

... , tm par l’homomorphisme 03C6 : A ~ B qui définit dans B une s tructure

de 1.-algèbre, supposée quasi-finie. Il existe un entier r tel que

nr c ... , u ) = mB . Par suite ~

a. n
avec des coefficients 03BBji E B . On va montrer que les monônes x,l ... x n (l’ex-

posants al  r engendrent B A..madule.

Soit f = 03A3 a _ x al ... x a n un élément de 13 . On peut l’écrire :
al ...a.n 1 n 

"

Dans ~z ) ~ on remplace les xr par leurs expressions ( ~ ) :
1

Appliquons la formule (3) aux s B
J

en substituant ces expressions dans la décomposition (3) de f J on obtient



En itérant ce procédé! on trouve :

Le "reste" R = ~~. u.... u. s.... s. (f) appartient à B . Les
P ~~ Jl Jp+1 

- 

a ~

autres termes se réordonnent en mettant en facteurs les monômes xl ... n
(a.  r) qui f igurent dans les ps.... s. (f) (qui sont de s polyn8me s en les

xi , de degrés  r par rapport à chaque xi ) :

Les coefficients u(p)03B1...03B1 
a (f) sont des polynômes de degré p en u , ... , u ,

~l ° ~n ~ ~

images par 03C6 àc polynômes v(p)03B1,...03B1 (f) e 1. ; (f) - (f) est
1 n 1 n 1 n

~

homogène de degré p + i . Donc, dans l’anneau A = kllti , ... , les

suite s (f) c onvergent ,~ ~l ° ° °~n ~ p

est une série formelle. un calcul de maj orantes, on va prouver que

~ A ; on aura alors



car du fait que mB est un idéal de définition de B on déduit lim R P = 0

( B est séparé).

3. Calcul de majorantes. - Notations : pour toute série formelle g, on désigne
par la série à coefficients réels obtenue en remplaçant les coefficients de

g par leurs valeurs absolues. L’ensemble des séries à coefficients réels est or-

donné par l’ordre produit.

Pour qu’une série formelle g E ... , yq]] soit convergente, il faut

et il suf fit qu’il existe des constantes C , rd E R telles que

on dira alors que g admet une majoration du type (C ~ N)

On peut se ramener au cas où les B introduits dans la formule (1) ont
W

une majoration du type (1 ~ I~ . En effet, on peut d’abord écrire : ~.. ’~ (C ~ N)
~1

avec C ,N entiers prerniers à la caractéristique de On définit un automor-

phisme 03C8 de B (resp. x de A ) par

et on remplace l’homomorphisme :~ -~ B o~ vérifie alors que

l’on a



On a, pour f e k(x.... xn}, une maj oration f " (D , M) : 
i ...03B2 t 1  

(en posant j (3) 
= + ... + 6 ) qui pernet cl* obtenir une majoration du coeffi-

c ient (le x. «. x dans }s .(f) ( par
* j

Si H jn + 1 , ce que l’on peut toujours supposer, cette dernière expression est

majorée par Ainsi la majoration f - (I) ~ M) entraîne

puis par récurrence sur p

Alors la série v 

03B11...03B1n 
(f) E A admet maj oration du type (DM|03B1| ,

ce qui prouve qu’elle est convergente. Le théorème est établi.

Remarque. - On peut donner du théorème l’énoncé plus précis suivant :

Soient x1 , ... , x des générateurs de l’idéal maximal n de B , et soit

r un entier tel que : nr c mB . Le s monômes x1 ... n03B1nn de degré total  r

engendrent B comme A..-module.

En effet si B1 (resp. est le k-espace vectoriel (resp. le A-module)



engendré Par ces monômes, on a : B = Bi + nr , donc B = B’ + mB . Comme, par
le théorème, B est un A-module de type fini, le lemme de Nakayama permet de

conclure que B = B’ .

COROLLAIRE 1 (théorème de préparation de Weierstrass). - Soit une série

g e ... , x ) telle que g(0 , ... , 0 , x ) / 0 j désignons par p l’or-
--L n n - -

dre de g(0 , ... , 0 , x ) . Pour tout f e k(Y, , ... , x ) il existe des sé-
- n n

ries q , r e klxi , ... , xnl , r ne contenant que d«S puissances de xn de

degré  p , telles que f = gq + r $ q et r sont d,éterminés d ’une manière

mnique par ces conditions. En d’autres ternes, B = ... , x )/(g) est un

module libre SUr l’anneau " * k{x1 , * ° ° ’ et admet pour base

(1 , xn , ... , xp-1n) ; en désignant par 1 la classe de x mod g .n n n --- n

Désignons par m l’idéal maximal de À et par n celui de B ; soit de plus
B ’ = ... , xn} , et soit ni s on idéal maxima,1 . L ’ hypothè se sur g s ’ ex-

n 
_

prime pa.r g £ vB’ , donc sa- classe g e B’ /mB’ 1 °J k(x ) n’ est pas nulle; on a

désigné par p l’ordre de g . Si r est l’idéal maximal de k(x ) , on a alors
n

rP C $ , donc n’P C (g) + mB’ et par suite nP c mB . Il en résulte que B

est engendré comme A-module par les s  p . Plus précisément, ces élémentsn

forment une base de B/mB sur k , donc une de B sur L , grâce au lemme
de Nakayama et en notant que B est libre sur 1- (à cause de li- suite exacte :

° - B - ° qui donne TorA1(k , B) = 0 ) .

En appliquant le corollaire 1 à 1 £ À , on obtient, avec les Dèmes notations :n

Il existe im polynôme unitaire en x et un seul, de degré p , h = xp - r à
-- , n - n -

coefficients dans ... , ("polynôme de Weierstrass") qui est divisible
par g dans ... , x ) . Ce polynôme est distingué (c’esf-à-ù,ire que
h(0 , ... , 0 , x ) = xP ) et le quotient q = h/g est inversible.

COROLIAIRE 2 . - Les algèbres analytiques sont des a.nneaux noethériens.

Il suffit de le démontrer pour les algèbres de séries convergentes, ce que l’ on
fait par récurrence sur le nombre d’indéterminées. La propriété éJt triviale pour
° indéterminée: k{0} = k . Soit n i i ; supposons que klfi , ... , soit

un anneau et un de ° " ’ ~~~ Soit
g é a un élément non nul ; en appliquant au besoin un eutomorphisme de

... , x i , on peut se ramener àu cas C gO , ... , 0 , x ) / 0 (le corps
k étant infini, ca-r il est évalué et non discret, on peut définir cet automorphisme
Par des formules linéaires). Alors l’anneau B = klxi , ... , ; i l/(g) est fini



sur l’anneau ... , donc il est lui-même noethérien,
et son idéal a’ = c/(g) a un nombre fini de générateurs 5 il en résulte bien

que a est de tJrpe fini.

Comme conséquence du corollaire 2 , notons qu’une algèbre analytique A nunie

de sa topologie m-préadique ( m = idéal maximal de A ) est lm anneau de Zariski;
en particulier, A est séparé (théorème de Krull).

Considérons une algèbre analytique A = ... , et soient

y 1 ’ ... , yh des éléments de son idéal maximal. L’homomorphisme 03C8 de

k[ t i ... , th] dans défini par admet un prolongement

c~ : k{ t~ ~ .., i ~ .~ ~1 ~ car on peut prolonger à ... , un homomorphisme
dans k{x1 , ... , xn} qui relève Ç (substitution de séries convergentes dans
une série convergente). Comme 03C6 est local, donc continu (pour les topologies
d’anneaux locaux), et comme A est séparé et k~ t , ... , t] dense dans

k{t. ~ ... , t ~ ~ ce prolongement (p est unique. Si f E ... ~ t, } ~ on
pose

03C6(k{t1 , ... , t h }) est la sous-algèbre analytique de A engendrée par

... , ~h .
En tenant compte du corollaire ~~ on peut énoncer le théorème sous la forme ;

Soit cp ; il -~ B un homomorphisme d’algèbres analytiques ; pour que B soit

f ini sur A , il faut et il suff it aue  soit fini sur Â . Notons encore les

résultats suivants :

- Si (p : j~ -~ fi est injectif, il en est de même d e (p ( on ignore si la réci-

proque est ~raie)~

- Pour que 03C6 soit surjectif, il faut et il suffit que %il le soit.

- Pour que 03C6 soit un isomorphisme, il faut et il suffit que  en soit un.

Pour la surjectivité, on observe que ou  est surjectif, est fini

sur Â , et B est fini sur i théorème) ; on peut donc appliquer le

lemme de 

Comme les algèbres analytiques sont des anneaux locaux noethériens, la théorie
de la dimension (au sens de KRULL) leur est applicable. En particulier, on voit
immédiatement ... ! t.}) = ~~ ; les anneaux de séries convergentes



sont donc des anneaux locaux réguliers (cf. note ( ) ci-dessus) . La réciproque
est donnée dans le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. - Soient ... ~ xh des éléments engendrant un idéal de défi-

nition d’ une algèbre analytique A , et soit 03C6 l’homomorphisme de 

dans A défini par 03C6(tj) = x. (i = 1 , ... , h) .

(a) Pour que cp soit surjectif, il faut e t il suff it que x1 ... , x, engen-

drent l’idéal maximal m de A .

(b) Pour que (p soit injectif, il faut et il suffit que dim A = h .

(c) Pour que 03C6 soit bijectif, il faut et il suffit que A soit mi anneau

local régulier et que (x~ ~ ... ~ soit un système régulier de paramètres.

L’assertion (c) s’obtient en combinant (a) et (b) , que nous allons démontrer.

est surjectif, x~ ~ ... , xh engendrent évidemment m . Réciproquement,
si ... ~ x.h engendrent l’idéal maximal de i ? c~ est surjectif module

l’ idéal maximal ... , t, } . Comme A e st quasi-fini sur ktt ~ ... ~ t]
c’est un module de type fini, et le lemme de Nakayama montre que 03C6 est surjec-

tiî.

Démontrons (b). L’anneau A est quasi-fini sur ... , th}, donc fini
et par suite entier dessus. L’assertion résulte alors du lemme d’algèbre 1 Soit

~’~’ -~ ~i un homomorphisme d’anneaux ; supposons A’ intègre et A entier

sur At . Pour que p soit injectif, il faut et il suffit que dim A = dim 

Car, d’après le théorème de Cohen-Seidenberg, dim A = dim cp(~1’ ) ~ dim 
cornue A’ est intègre, d;m Ai = dim c~l~; ) équivaut a = 0 .

2. Cohérence du faisceau structural sur un espace analytique.

THÉORÈME 2 (OKA). - Soit S un espace analytique sur un corps value complet
non discret k. Le faisceau structural OS e st cohérent.

D’après la définition d’un espace analytique (exposé 9) et à cause du caractère

local de la cohérence, il suffit établir ce théorème pour S = En . On fait la,

preuve par récurrence sur la dimension n .

Pour n = 0 ~ E 0 = ~0 ~ muni du faisceau 0 E 0 - k ; 
la propriété est triviale.

Soit n  1 ; supposons établi est cohérent et considérons un



voisinage U de 0 dans En et un homomorphisme OpEn|U ~ 0 ) U ; il faut montrer

que le noyau de cet homomorphisme est de type fini.

Un tel homomorphisme est défini par la donnée de p sections

on peut supposer qu’aucune d’ elle s n’ e st nulle (quitte à pas ser au quotient en

supprimant les facteurs de Op qui sont contenus dans le noyau de l’ homomorphisme
considéré). Comme le corps k est infini, il existe .lors une droite d c kn
sur laquelle aucune des restrictions n’ est nulle. On munit l’ espace vecto-

z

riel quotient kn/d d’une structure analytique qui l’ identifie à et on

a une projection : En ~ En-1 correspondante. De même d c En a une struc-

ture analytique; on l’identifie à E J et on désigne zn le morphisme
En -~ E défini en pro j etant kn sur d parallèlement à un supplémentaire de
M M

cette droite. On prolonge l’homomorphisme p-1 ( En-1) ~ 4 En qui correspond à P

M M

en un homomorphisme P ~~’ ~ ( _L~ t ~) -~ ~ défini en posant ~p i ) t _ z E r (0 ) ~ .
En En n En
M M M

cp est injectif.

S oit m 1’ idéal maximal de d 
~ 9 par hypothè se f . ~ ~ ( Z ~ i ~ p 9

En- o i’ ° En o
M m.

f 1 o e st le germe de f . 1 en 0 ) , Alors, grâce au théorème de préparation de

Weierstrass (corollaire 1 du théorème 1), il existe des "polynômes distingués"

gl ,o , ... , g 
p f o En.. 1) o [t] = 0 En- 1 ,0 [t] et des éléments inversibles

M M

uL ,a , ... , u 
p,o 

~  
En o 

tels que: f . y° -- 

u. yo g. i,o (1  i  p) . Il existe

donc un voisinage de 0 ’GT c U a ssez petit pour que l’on puisse trouver des pel f-

nômes unita ire s ... 3 r ( V ! (0 
En- 1 

[t])) c r (V, 0 ) n et de s sec-

M M

tions inversibles ... , u 
E 0393(V, n) tels f . = u s g . (1ip).1 p En 1 l ~.

M

En se restreigne,nt à V et en appliquant à OVp l’ automorphisme

(03B1i)1jp ~ (w 03B1j), on se ramène à considérer le noyau  de l’homomorphisme :
1 ~ i

~ ~ ~ défini par ... ~ g .



Soit W = voisinage de 0 dans et soient

des polynômes unitaires correspondant à ... , g ; ils définissent un hoiLO-

morphisme : -~ ~j~~ ~ noyau ~ . Considérons le diagramme commutatif
dont les lignes horizontales sont exactes

On va voir que  est engendré par p-1 (m) |V . Soit x EV; y = p(x) . On a
un diagramme commutatif à lignes horizontales exactes

Soient n l’idéal maximal de O . 
rr. celui et p l’idéal

x En v . 

E ~x ~ 
~ ~y

de 0 
En-1 ,y [ t.] engendré par m 

y 
et t - z n(x) . On peut compléter la première

ligne du diagramme précédent pour la topologie nx-adique, et la seconde pour la
topologie p-adique. Après cette opération, les flèches verticales tp et 03C6px

~ ~ 

deviennent des isomorphismes 3 on a donc aussi : nx ~ my, ce qui donne le résul-

tat (puisqu’il s’agit d’anneaux de Zariski, cf. corollaire 2 du théorème 1).

Pour démontrer le théorème, il 2?uJ"fHb donc de prouver que JF- est de type fini :



des polynômes unitaires y. ~ ... ~ y ~ p I"(~ ~ ~~ on doit voir

que le faisceau des relations entre les y. est de type fini. Supposons
deg y = r == y.) . Soit a = (a..... , o ) = r(W , ?R) une relation

entre les y. ; on peut diviser o. par ’y qui est unitaire

Considérons les ~. -- ~a..~ . ~ r(W ~ 0 En- définis p~~
M

On a évidemment ci. e et on peut écrire :
~L

ou ~ ~ ~~~ ~ ... ~ ~ ~ E f ~4~T ~ ~~ est défini ~. = p. ~ i,~ p - 1

p 
i

et p 
= Q 

p 
+ ~ qi yl .P P . 

1. 1-

De la relation 03C41 03B31 + ... + 03C4p 03B3p = 0 , on déduit immédiatement deg 03C4p  r - 1
p p p

(car deg 03C4i = deg p. l  r - L pour i  p - 1 ). Désignons par P le sous-Module

dp m engendré par le s 03B1i (1 i p - 1) et par R le de

f ormé des polynômes de r g on voit que m ~ P + n et

... , y Comme P e st de type fini, il reste à montrer que 
Rp ~ m

e st dE type Or R N Or+1En-1 ; Rp ~ Op(r+1) En-1 $ si l’ on identifiE par ce s iso-

M M

::orphismes 03B31 , ... y à des sections de m SI identifie auY ~, s ~ Y p 
faisceau des relations entre ces sections ; il est bien de type fini, puisque
t) 
En- l 

e st cohérent de récurrence.

E


