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S8 mai 19641

TECHNMIQUES DE CONSTRUCTION EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Alcxander GROTHENDIECK

IN'RODUCTION. = Commec la construction est légercment différc

- dans le cas du gonre g =1 ct dans lc cas g >.2 y nous nous

simplificry au cas g >2 , cn laissant au lccteur lc cas g =
aussi sc trattor dofrgon plus dlérentaire dircctoment (sans utiliscer lc théoréme d!cxis-
tence des cspaces modulaires de Hilbert), ot on m8me tcmps plus géndéralament, quo

la construction des cspaccs de modules pour leos tores comploxes ou pour lcs variétés
abélicnnes polarisées, par unc démonstration proprcment transcendantc consistant a
rogarder un torc complexc commc lc quoticnt d'un cspacc vectoricl par un sous=groupc
discrct do rang maximum, ct unc 'famillc dec torcs compleoxes" au~dcssus d'un cspace |
analytique S comme lo cuoticnt d'un fibré vectoricl sur S , associé & un fais=

ccau localcment libre de rang g 3 par un sous-fibré discrct de rang maximume

I1 convient copendant de noter que les comstructions, indiqudées dans co qui suit,
sont de naturc csscnticlloment algébriques, ct conduisent ¢n principe 2 des schémas
dc modulcs pour les courbes dc gonre g ¢ (corrcspondant par cxample au fonctour

rigidifiant dc Jacobi d'échclon ny n >3 ), qui scront dos schdmas do typc fini

sur 1'anncau Z des cnticrse

La méthode indiquéc dans lc textc butc ccpendant, au n® 5 dans lc contexte des
schémas, sur unc difficulté dc passage au quoticnt, qui n'cxistc pas dans le cas
transcendants Par unc méthode voisine, utilisant de facon plus syst matique les
schémas do Picard ct lcurs points d'ordrc fini, lc confircncicer a pu construirc les

schdmas moduleircs de Jacobi Mn pour des <chclons asscz élovesy mais foute de

savoir si Mn ost quasi=projcctify iln'¢tait pas possiblc dc passcr au quoticnt par
des groupes finis do fagon & obtenir lcs cspaces modulaircs d'échclon quclconguc,
ct on particulicr 1l'cspacc modulazire classique Mg lui-mlmce Cos difficmltds vionw
nont d'3trc summontdcs par MUMFORD & 1'aide d'un nouveau théoréme de passage au
quoticnt qui stapplique aux modules des schémas abdélicns polarisésy ct por 14 oux

courbese Signalons d'aillours que BAILY [4] cveit montré déja ouparavant, 2 1'zide
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dc la compactification de Beily=Satake dc 1'cspace modulaire de Sicgely que les
cspaces modul;iros dec Jacobi Mn sont munis dc fogon naturclle de structurcs de
veriétés algébriques sur C 5 de tolle fagon que M1 soit lc normalisé d'un souaw-
cspacc algébrique de l'espace moduleaire de Sicgel 3 ccla contienmt implicitoment unc
démonstration, mais par voic transcendantc, dec 1l'cxistonce dos scnémas modulaires
Mn sur lc corps Q dcs rationnclse. Bicn cntendu, ces résultats sont maintcnant
complétament cnglobés dans la théoric algdbriquce Signalons ccpcndamty pour finir,
qu'il rosterait & trouver unc deoseription algébrico—-gdomdétrique dirccte, cn tcrmes
dc problémes universcls, des eompactifications de Baily-Satake dos cspaccs modu=
leires divers (tant pour les courbes que pour les variétés abélicnncs polarisécs),
deseription qui dovrait s'appliquer égaleoment dans lo contexbe dos schémas, ot
scrait lc point de¢ départ d'unc thloric purcment glométrique dos fonetions autoe-
morphes, tollc qu'cllc a ¢bé développée par IGUSA [4] pour g= 1

le Rigidification lincairce L'espace modulairc Mp oo

Nous supposons fixé unc fois pour toutcs 1l'mnticr gaz,wunmﬁw'kzz

tcl quey pour touto courbc algébrique X 4 dec genre g au=descus d'un cspacc ana=
lytique S, «} )®k

2y /s g0it un faisccau rclativement emplo sur X/S 3 il suffit
par pxemplo de choisir k > 3 ([3], VIII, 2.2)« On posc
NN
Sx/s = Ox/s) ’

¢t on note quec la formation des faisccaux ﬁX/S oot compatiblce avee lo changement
de base S' - S ([3], VII, 2. 1)D'autrc party, comme lcs cspaces dc cohomologic cn

dimension ' pour les faisccaux induits par EX/S sur les fibres sont muls (con-
séquence immédiate du théoréme de Ricmann=Roch pour lcs courbes do genrc g )s lc

Yodulo

&y = Taly/g)

sur S ost cohdrent ct localoment libre, ot s formation est compatible avee lo
changement do base S? - S ([3], VIII, 1 &4, (iii)).Son rang r 4 qui sc calculc
aisément poer 1o formulc de Ricmann=Roch & 1'cide de g » k ,nc dépond plus o X/S

DEFIITION Leie - Soit X unc courbec dc genre g au~dessus ¢o 1'ospace cnolyti-

quc S o On gpncllce rigidification lindeirc de X unc suitc de scetions
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(w1 g ose g wr) de VgX/S formant unc basc de cc Modulc localament libre. L'conscn—
ble des rigidifications lindaires de X/S s'identific (de focon compotible: avee

1o ohangoment de base) A 1!ensemble des sections corphiquos dtun £ibré principed snalyti-
que looalement -trivial sur S , syant pour groupe structurel lo.groupsdinéaire complexe

G = Gl(r , C) s

quton désignera par R(X/S) . On désignora par %.(S) 1l'onscmble des clasges, & un
isomorphismec prés, de courbes de genre g au-dessus de S munices d'unc rigidi€i-
cation lindairc. Ainsi %, devient un fonctour contravariant de (Ap) dans (Ens)

Commc on a unc immersion canonique

X > Bty /g)

compatible avee le changement dc bascy ot fonctoriclle con x/s pour S fixé, on
voit quc tout automorphisme de X qui induit 1'identitd sur bX/S s on particulicr
tout automorphisme qui invaric unc rigidification linéairc, cst l'identitée Ainsi,
R(X/S) jouc, pour X/S varicble, lc r8lc d'un foncteur risidifiant comme lc fonce
tour rigidifiant do Tcichmiiller, lc groupe discret y do [3], I, 2.1, étant romplacé

ici par lc groupc anclytiquc G « Nous allons prouver ici l'ancloguc du thdéorémc

annoncé dans [3]y I 4341, pour la notion dec courbe de Tcichmifllor @

THEORMME 1.2. = Lo fonctour contravaricnt %, sur la catigoric (4n) introduit

o~

dens lele ost rcpréscntablc par un cspacce analytique Mp 5 domt tous les anncaux
locaux sont régulicrs dc dimcnsion 3g = 3 + dim G .

La démonstration prouvera cn mdme tomps quc cet cspace anclytique provicnt d'un
schéma quasi=projoctif sur C (ot mdme sur 3 )s ot, a fortiori, ost séparc.

Notons d'abord :

LBRIE le3s = La donnéc d'unc courbe de genre g munic d'unc rigidificction
lindairc au-dcssus dc 1l'cspace analytique S cst éqﬁvelentc 4 Xa donndc a'un
sous=-cgpacc analytique fermé X do P = P P 1y S y qui e2it unc crurbe o ~enrc
g au dcssus de S 4 ct d'un isomorphismc du i (O (1)) sur EX/S induiscnt un
isomorphisme OS =g (O (1)) » gX/S =7 (QX/S) (ou f ct g sonmt lcs morpnismcs
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structuraux de X ot P, ot i 1'immersion ecanoniquc de X dans P ).

Zn offoty si X ost unc courbe de gonre g cu-~dessus de S , munic d'unc rigi-
dificetion lindairc, ie. ce d'un isomorphismc

on cn conclut un isomorphismec
. _ o=l _
P& /) B() =Bz " =P
d'ol & 1l'aido do 1'immorsion canoniquc X d»gﬁgx/s) » unc iamersion
X->P Y

dfol un sous=cspacc analytiquc fermé de P qui ost unc courbec de genrc g aue
dessus do S o D'autrc part, par définition m8mec de X - EKSX/S) s On o un i somor=
phismc naturcl du faisccau %5@3 avee lc faisccau image inversc sur X du fais-

ceau féﬁgx/s)(l) s ot 1'homomorphismc

& /s @ TaulBy/s)

qui s'en déduit n'est autre que 1'isomorphisme identiquce Tcnont compte de 1'iso-
morphisme donné Ek/s?=69g s on cn conclut dos donndcs commo oxplicitdées dons L3,
qui permcttent de récupérer la X rigidifide de dipart de fuocon dvidentce Dlaile
lours, partant d'unc situatiion commec décritc dans ie3y on constatc trivicloment

qu'cllc provient d'unc courbe de genre g 2 rigidification iindeirc au-dessus de

Sy savoir X olle~m®mey munic de 1*isomorphisme Cé "ER/S cnvisagd dens 1.3..

La corrcspondancc établic dans fe3 cst évidemment compatible avee la formation
d'imagos inverscs, ot pormct done dc donnor une intorprétotion plus maniablc du
fonctour W, qu'il stagit de ropréscntors Or, soit B 1lc fonctour contreovariant
de (ég) dans (Ens) , tcl que B(S) soit 1'cnsomble des sous=cspaces anclytiqucs
fomés de Eg qui sont des courbes dc genre g cu~dossus dc X o lous avons vu
([3]y IXy 1.3) quc c'ost 1a un fonctour représcntabtlce DYautre part nous avons un
homomorphismc fonctoricl
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de sortc qu'il guffit dc prouver que ?I,R ost représcntable rcletivement 2 B
([31y IVy 3e3)a Nous sommos donc ramecnés & prouver cccl @

LBLE Le4e - Soicnt S un cspacc analytiquey, X un sous—~cspacc analytique formé
de P‘_Sr qui soit unc courbec dec gonrc g au-dcssus do S o Pour tout cspacc analytie
que T sur S, soit F(T) 1'cnsemblc des isomorphismes de 1! 4mnge inverse

. . ¥ K s
i’xr/r de EX/S par l'image inversc J..I.(GPr(l)) de i (OPr( ), (o i X -»_1:2
ost 1l'immorsion canonique), tols que 1'homomorphismec corrcspondent Qf - &(T A soit

un isomorphismce Cc fonctcur cst rcpriéscntablce

51 dons la définition de F(T) on lninse tombur la condition "tels que 1?homomorphisme
correspondant ...", en abtient un ensemble G(T) d'isororphisics. G(T) cost encore
un fonctcur contravarient ecn T 4, ct on a un monomorphismc canoniquec F -+ G + On
voit d'abord fecileoment que F cst représentable rclativement & G § de fagon plus
précisc si’ n e G(T) , alors lo fonctour contravarient F_  sur (A-P—)/l‘ cst ropré-
scntable par un ouvert de T ¢ 11 suffit de prendre l'ouvert formé des points o
Q;‘ - glﬁr/l‘ cst un épimorphisme (donc un isomorphismc, puisque cc sont des Modulcs

N

localcmont libres de méme rong)e I1 reste done & prouver que G cst rcpréscnteble,
co qui cst 1'objet du

LEME Le56 = Soicnt X un cspace analytiquc projcctif sur un autre S, £ ct
. deux Modulcs cohérents sur X 4, £ dtant plat sur S o Pour tout cspacc analy-
tique T sur S, soit G(T) 1'cnscmblc des isomorphismes dc "‘r sur tl, s dc

sorte qu'on obticnmt un foncteour contravarient on T o Cc fonctcur est rcprésontablos

Soit d'abord H(T) 1'cnscmblc ces homomorphismcs dus T, dans £, » prouvons

quc H est ropréscntoblce En offot, H(T) s'identific de fagon dvidente 3 1fcne
semble des Modules cohdérents quoticnts & do ﬁT x JWI. = ST (b & = £+ ) tcls
que 1'homonorphisme canonique £q » § soit un isomorphisme (cc qui implique déja
quc § ost plat sur T )e Soit donec I(T) 1'cnscmblc des Modules cohdrents quo~-

ticnts § de &’I‘ qui sont plats sur T « On a dcs homomorphismcs fonctoricls

G +H »1

oo
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nous gavons que I est représentable([3] IX, 1.1}, il reste donc 2 prouver que H
est représentable relativement & I , puis que G 1'est rclativement & H . L'une

et 1'autre assertion sont alors contenues dans le

LEME 1,6. = 304t ¥ un espace analytique propre sur S, ® et 2 deux.
fodules cohérents sur X, 2 étant plat sur S, us: € -2 un homomorphisme
do Modulese Pour tout espace analytique T sur S , soit J(T) 1'ensemble vide
si up ¥ fp -9 n'est pas un isomorphisme, 1l'ensemble réduit 2 un élément e
dans le cas contrairees Considérons J comme un foncteur contravariant en T de
fagon évidentes Alors J est roprésentable par un ouvert de S

En effcty comme la formation d'images inverses de Modules est compatible avee
les conoyauxy le fait que U, soit un épimorphisme s'exprime par la mullité do
RI‘ g o R est le conoyau de u ; comme lo support d'une imago inverse de Modules
cohérents est 1'image inverse du support, ccla signific aussi que T cst au-dcssus
de la partie S = f{Supp R) de S , qui est unc partic ouvertce Romplagant S par
cette derniere, on peut déja supposer u surjectife Mais comme 9 cst plat,
on aura alors Ker(uT) = (Kor u)T s et 1'injectivité de U s'éxprime cncorec par
la nullité de (Kor u)T s donc par le fait que T sc trouve au~dessus de liouvert
S = £(Supp Ker u) , ce qui ach®ve la démorgbrations

(Signalons d'ailleurs qu'il y a des démonstrations plus élémentaires de 1.5. ct
de ses variantes, n'utilisant pas les espaccs nodulaires généraux introduits dans
{3]y IXy1 , ct donnant des rcnscignements plus précis sur les cspacos analytiques
représcntatifs obtcnuse)

Lu tawic 1.5 ost ainsi prouvé, done aussi la représcntebilitc du fonctour Ty
dens 1.2, Four prouver quc 1l'espece M‘R qui le représcente cst simple sur C , il
suffit, en vortu de [3], VI, 3.1 (Ivbis), de prouver quc psur toutc clgdbre Ce rang
fini locale L sur C y tout quoticnt B de A par un iddal ‘¢ errré mul, et tout
»l;mnt de %p(B) , il oxiste un &lément do Up(s) cont il proviente Partons done
avee unc courbe de genre g au-dessus de B , munic d'unc rigidification lindcire,
i. 0. d'une base du Bemodule HO(X , QX/B) e I1 suffit &videmment Ce remonter X
on une courbe X' de genre g au-dessus dc A , cer il scra clors trivicl de romon-
ter 1z base de HO(X ’ fX/B) cn unc base de HO (X! ’ EX'/A) e Dr la possibilitd
de remonter la courbe X en unc courbe X' rdésulte, comme i} a ¢té dit dens [3],
VII, 6.3, dc la rclation
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o Xo désignc la courbe de genre g sur C déduite dc X par réduction mod
1'idéal maximal de B o (La mullité du groupec do conomologic écrit résulto simple-
ment du fait que Xo cst dc dimcnsion comploxc 1 1)e

I1 rcste & calculer la dimension des anncaux locaux de M? e S1 x cst un point
do Mg s corrospondant 2 unc courbc X, de genre ‘g , munic d'unc baso dc 1'cs=
pacc de formes & /c 3 la dimcnsion dc 1l'anncau local dec x dans Mgy  ost égale

Q -~

a4 collc de 1l'cspace tangent de Zariski, lequel s'identific 2 1'cnscmblce des classcs

3 un isomorphismec prés dc courbes X & rigidification lindairc au-dossus de
1tanncau '

a = c[+1/(+%)

des nombres duauxy qui prolongent X.o e Pour sc donncr unc tclle X 4 on commcnce
par considéror les courbes de gonrc g (sans structurc rigidifiantc) qui prolon—
gont X 3 ona vu([3], VII, 6.3) qu'cllcs correspondent aux éléments de

Hl(Xb ’ QXI) s qui cst un cespacc vectoricl de.dimension 3g =~ 3 c¢n vertu du théo-
o}

rémc dec Ricmann=Roch sur X, « Pour toutc tollc courbey on regarde alors 1l'cnscmblo

dcs bascs de HOO{, EI/S) qui reclévent colle rclative 2 Ko 3 lorsquc X corraos—
pond 3 1'¢lément nul du H* » 1o Cce cst isomorphe & la structurc produit, on voit

aussitSt que 1l'cnscmble de scs rolévements cst un cspace voctoricl canoniquemcnt
isomorphc & l'cspacc dcs natrices r fois r 5 donc do dimcnsion r2 =dim G

On cn conclut facilement que la dimcension de M1R cn x cst 3g -3+ r2 + Ccla
achéve dc prouver 4e2e

RBIARQUES ie7e = Do 1'énoned 1.2, on pcut déduirc dc fagon csscnticllenent for-
mclley commc -dans [3]y I, 441y quc la donnée d'unc courbc dc genre g au=dcssus do
1'cspace analytique G cst dquivalentc 2 la donnée d'un cspacc principal homogine
analytique R sur S de groupc G =Gl(n, C) , ot d'un morphismc d'cspaces ana-
lytiques

R+ M
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compatiblc avee lcs opérations dec G y cctte description étant fonctoriclle ct
conpatiblc awoe lo chargement dc basce On on conclut par cxcmplce que l'espace dos mo=-
dules M introduit dans [3]y I, 5 (& 1'aidc dc 1'cspace de Toichmiillor ou scs
variantes, qui scront construits plus bas) n'cst autrc que M‘R/G .

PROPOSITION 1e8e = Soit X wunc courbe dc genre g au=dessus d'un cspacc ana=
lytique S e Alors pour tout ® € S , il oxistc un voisinagc ouvert U de s ,
unc courbe X' dc genre g au-dessus d'un ospacc analytique simple S' , ct un
morphisme g ¢ U -+ S' , tcls quc X soit Ue~isomorphc & l'image inversc dc X!
par €

" En offcty on pout prendro St = Mo ct pour X' 1la courbc do genrc g & rigi-
dification lindaire universcllece L'énoncé Le8 stobticnt cn rcmarquant qufon pcut
trouver unc basc de %{/S sur un voisinago ouvort convcnablc U dec s 4, qui fait
donc de X]U unc courbc & rigidification lindairc.

Comme il ost connu que X' doit 8trc un fibré localcment trivial du point dc
vuc topologique, il résultc dc 18 qufunc courbec dé genrc g au=dossus dc S
ost un fibré localcment Hrivial du point dc vuc topologiquc, commc annoncé dans
[3]y I, 2ede Cola pormet donc, comme il a été cxplicité dans [3], I, 2e4, de

construirce los foncteurs rigidifiants de Tcictmiller ot scs variantcse

2a MR comme cspace 3 opératours, ct lcs cspaccs IsomS(X sy I)

Comme le fonctcour contravariant

hy ¢ S ~~s Hom(S , G) = @(r, 'os)

sur (An) , 2 valours dans la catégoric des groupos, fopérc! do fagon évidentc a
droitc sur le fonctour ‘?I,R s on voit quec MR cst un cspace analytiquc & groupc
analytique d'opératcurs (& droitc) G & On cn conclut comic d'habitudc un morphismc
canoniquc

My x G My x My

défini par la prcomiérc projcction Pr, ct lc morphisme MSR x G- MR oxprimant

les opérations de G sur Mg o fbus allons intcrpeéter cc morphismc cn termes des
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fonetcurs ropréscntés par lecs doux mcmbres ¢ il cst évidont d*abord qu'un morphisme
d'un cspacc analytique S dans lc douxiéme mambre MR x MR corrcspond 3 la don~
néc de doux courbes X o Y 2 rigidification lindairc au-dcssus de S ; ct alors
lecs morphismes de S dans MR x G qui rclevent lc morphismec donné sont cn corrcse
pondance biunivoque avec l'cnscmble des g € hG(S) tels quc Xeg (la courbe liné-
aircment rigidifidc au-dessus de S déduitc dec X cn transformant sa rigidifica=
tion & l'aidc de g ) soit isomorphc &2 Y « Commc lc fonctocur R ost rigidifiant,
ie ce 1'isomorphismc précédent nécessairoment unique, ot que hG(S) opérc do

fagon simplement transitive sur 1'cnsomblc decs rigidifications lindaircs dc la
courbc au~dessus de S sous=jaccntc &3 X 4 on voit quo 1l'cnscmble dos g € hG(S)
cnvisagé cst on corrcspondance biunivogue avec 1!cnscmblo Z-E_gg'zgs(x s Y) dcs S-iso=
morphismcs des courbes au-~dcssus de S sous=jaccntes 2 X 5 Y o Commc cecs corres—
pondances sont évidommont fonctoriclles cn S , on trouvo 3 '

FROPOSITION 2416 = Soient S un cspacc analytiquey, X ot Y docux courbos
au-dcssus do S induitces par des morphismes f£ 4 g .de S dans MR s alors
1'image inversc par lo morphisme (£ 4, g) ¢ S a.MR x MR de 1l'ospace analytique
M, x G au-dossus do My x My ost canoniquomont.isomorpho 2 Lﬁ@l—s(x s Y) . on
particulicr scs scctions sur S (ie ce los MR X MR morphismcs de S dans MR><G)
sont cn corrospondance biunivoque avec l'cnscmble des S—isomorphismcs de X dans
Y .

On nobera que si on part dc doux courbes do gonrc g quclconques X ot Y au-
dessus de S 4 clles pouvent tovjours s'obteniry au voisinage dc tout point de S
par dgs morphismes f , g d'un voisinage du point dans My 3 donc pratiquonunt,
1'Stude do Mp x G au-dessus de MR x MR cst équivalente & eclle des cspaces
analytiques de la forme ggggs(x s Y) . Signalons cn passant 3

COROLLLIRE 2420 = Solcnt X ot Y deux courbes de genre g =2 5 alors
Isom(X 4 Y) cst un cspace analytique fini ot riduit. En particulicr, lc groupc
des eutomorphismcs d'unc courbe de genre g >-2 cst finia

En offct, cn vertu de 2.4, Isom(X , Y) ost un sous-cspacc cnalytique formé de
G 5 qui provient m8mc d'un sous-cspace algdébrique fermé du groupc algdbrique qui
définit ¢ . I1 suffit donc dc montrer que ce durnicr sous-cspacc algébrique ost
fini ¢t réduit, ct pour ceei il suffit de montr.r quc pour chacun dc scs points,
1'cspace tangont de Zariski on cc point cst réduit 3 O « Or, lc dit cspacc cst
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canoniquement isomorvhe 2 10X , QX) ([3]y VII, 543),qui cst mul comme il résultc
facilomont du théoréme dc Ricmann-Roch ct de g =2 «

Nous aurons bcsoin du résultat plus géndral

PROPOSITION 2e3s =~ Lc morphisme canonique Mpx G- MER x MR cst fini,.

Cctte proposition équivaut manifestement a la suivante, qui s!énonce sans faire

intervenir de foncteur tcl que R @

COROLLATIRE 2446 = Soicnt X ot Y doux courbes de genrc g >2 au-dossus de

1'cspacce analytique S o Alors lc morphisme structural Isomc.(X » Y) »8 cst fini
1. ce proprc ct a fibres finicse

On adéja vudans 2.2 que les fibres sont finies, il rosto a prouver quc lc¢ morphismc
ost proprce Rovcnant 3 la formc 23, on cst ramcné & lc prouver dans lc contoxte
do la géométric algébriquc sur C , ou M, ot G désignent maintonant leos schémas
sur C construits de fagon analoguc & collc déeritc ici dans lc cadre de la géo=
métric analytiquce Donc il suffit de prouver 1'analoguc dc 2e4 dans lo cadre de la
géométric algébrique sur C , ot a fortiori dans lc cadre des schémaé localcment
nocthérions quclconquese Utilisant lc critére valuatif do propreté ([2], II, 7.3.8),
1'¢noncé 244 (ou plutdt 1'asscrtion de proproté dedans contenuc) cst dquivalont au
suivant pour g > 2 , dfi & CHOW-LANG : |

LEME 245 = Soicnt V un anncau dc veluation discrétc, K son corps des frac-
tions, X. et Y doux schémgs cn courbes do genre g2 1 sur Vo, ob we t X 3 Ty
un isomyrphismc decs schémas sur K qui s'cn déduiscnt par cxtonsion dc la basce
Kors il cxistc un V-isomorphismc unique u ¢ X3 Y tel quc U sc déduisc deo

U par cxténsion dc la bascs

(Bicn cntendu, on appcllera courbe de genre g au-dossus d'un préschéma S un
préschéma X simple ot propre sur S dont les fibres géomdtriques sont des cour-
bus deo genre g connoxese) Pour Strc complot, nous allons indiquer iei la ddmons=
tration d'un résultat plus géndéral. Notons cn Bffot d'abord qu'il suffit évidemment

de prouver 245 quand on y romplace los mots "isomorphismc! par "merphismc®, Or on
a alors ¢

LEMME 2,64 = Soient A ot B doux S-schimas, S
nocthéricn ot régulicr, A

ctant un préschéma localwmoent
étant simple sur S 4, ct B un schéma zb&licn sur S,
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ou plus généralcment un séhéma proprc sur S tcl que toutc fibre géométrique By
do B , rclativement 2 unc cxtension algébriquement closc k d'un corps résiducl
dec S , ait la propric¢té suivantc (bicn connuc pour lcs variétés abélicnnos) $ un
morphismc d'unc courbe rationnclle Plt dans B, ost constants Alors toutc S—ap-
plication rationncllec de A dans B ost partout définice

Faisant lc changcment dc base A -+ S ot notant que S' = A cst ¢galoment loca=
lomont noctherion ot régulier, ct que B = B xg 8 possede la mlme propriété sur
S' que B sur S, on cst ramcné au cas S = A 4 1e ce au cas ol on s'cst donné
unc scetion g de B/S sur un ouvert partout densc U dc S o Soit T 1'adhé-
renec de g(U) , munissons=le de la structurc réduitc indwito par B , tout rcvient
a montrcr que lc morphisme T -» S induit par lc morphismec structural B - S cst
un isomorphismoe On pcout supposcr S , donc T , intégré d'aprés un théorémc de
MRRE [6], (établi dans [6] dans lc cas d'égalcs caractéristiques, suffisant pour
la gdométric algébriqdo sur un corps, mais étcndu par CHOW au cas général)y T - S
étant un mcrphismc proprc dominant birationncl de préschémas integro 4 avee S
régulicry los fibres géométriques de T sont "conncxes par courbes rationncllcs"e
Commc cllcs sont contenucs dans les fibres géomdtriques de B 4 clles sont réduibes
2 un point d'aprés 1'hypothésc sur ccs derniércse Donc lc morphisme propre bira=
tionncl T ost & fibres réduites & un point, cc qui implique ( S ¢tant normal)

quc c'est un isomorphismc, ct achéve la démonstration dc 246

3¢ Rigidité du fonctceur do Jacobi d'échelon n >3 o

I \ 7 . .
THEORRE 3ede = Soit n ma gntler >3 « Alors lc fonctecur cartcsion de Jacobi
d'échclon n sur la eatlgoric fibréc des courbes de genrce g sur des ospacces anas=
lytiques S ([3], I, 2),cst rigidifiant.

C'ost, sous unc forme un peu plus préeisc, lo résultat annoncé dans [3]y I, Re4s

Rappclons pour mémoire (cfe [31y IX, 24d) ¢

LEBLE 2426 = Soicnt X un cspacc analytiquc proprec ct plat sur S, s un point
dc S, u un S-automorphismc de X induisant 1'identitl sur la fibre X, e
Supposons

HO (X %J:O

s ?
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(ou QX est lc faisccau tangent & Xs )e Alors il oxistc un voisinage ouvert
s

U de s tol que la rostrictionde u a X]U soit 1l'idontitle

Utilisant la formulc dc Ricmann~Rochy on voit que 1'hypothésc de mullité du H°®
est vérifidéec lorsque X ost unc courbec dec genrc g >2 au~dcssus dc S 4 donc
on obticnt ¢

COROLLAIRE 3¢3e = Soit X wunc courbc dc gonrc g > 2 au-dcssus de S o Alors
tout Seautomorphismc de X qui induit 1'identité sur les fibres de X , ost
1tidentitce

LEMME 3e4e = Soicnt X wunc courbec de genre g sur un corps k 4 A sa jaco-
bicnnc homogénc, u un automorphismc de X induisant 1'idontité dans A o Alors
u cst 1'idomtité.

La connaissance dc 1'cndomorphismc ug de A défini par u permcty & l'aide
de la formulec de Lefschetz, de calculer lc nombre algébrique dc points fimes de
U, on trouvec ici 1= 2g+ L=2(L~g) o (N Be = En caractéristiquc O ot sur
lo corps C on peut prendre la formulc de Lefschotz classique des variétés différen-
tiables, compte termdu fait que Hl(X » 2) s'identific fonctoricllement 2 H‘(A s 2);
cn caractéristique quoleonquey il faut utiliscr la formulc de Lefschotz pour los
courbes, duc a AndréWEIL [7].) Commc cc nombre cst #£0 s 11 y 2 au moins un point
fixc, soit a e Cc dernior pcut Strc utilisé pour définir 1'immersion soi-disant
canoniquec de¢ X dans sa Jacobicnncy dc sortc que u. cst induit par LA Comme

u, ost 1'idontité, on con conclut que u ost 1l'idontitée

LEME 3456 = Soicnt A unc variété abdliomne suruncorps k clgdbriqumat. clos jsoit
n un cnticr >3 ct premicr a la caractéristique, onfin soit u un automorphismc
d'ordrc fini dc A laissant fixcs lcs points dtordrc n dc A o Alors u cst
1'idcmtitd.

(Cfe Appendicee)

Soit maintcnant X unc courbc dc goenrc g au-dessus de l'espacce analytiquc S 3§
considérons le rovdtoment de Jacobi g_n(x/s) s corrcspondant au systémc locel do
la 1=cohomologic dcs fibrecs a cocfficicnts dans g/n& s soit u un automorphismc
de X/S induisant 1'idcntité sur gn(x/S) : prouvons quc u cst 1l'identitée En

vertu de 3.3, on peut suproser quec S ost réduit a un point, d'anncau local C ,
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ie ceo quc X cst unc courbe dec gerrc g au scns habitucle On sait que

at(c , 2/nz) s'identific fonctoriclloment au Z/nZemodulc dual du groupc dos
points dtordrc divisant n sur la jacobicnne homogéne A& de C , ot l'hypothesc
sur u signific aussi quc 1l'cndomorphismc de ce dernicr groupc induit par u cst
1tidentitée En vertu de 3.5, l'cndomorphisme de 4 induit par u cst 1'identité
(On utilisc lc fait bicn conmu quc le groupc des automorphismes d*unc courbe algée

briquc dc genre g =2 cst fini, d'aprds 2.2.

44 Los cspaces modulaires mixtes M‘R n commc rovotcoacnts de Mp o
’

Soit P un fonctcur rigidifidnt sur la catigoric fibrde dcs courbes de gonro
g au-dossus d'cspaccs analytiques, associé 3 un groupe discret 6 (3], I, 2).
On peut prondre par cxcmple cn vertu de “ed lo fonctiur de Jacobi d!dcholon
n>3.

Alors & toutc courbe X dc gonre g au=dessus d'un S 4 cst associé lc fibrd
principal anelytique

R(X/S) x WX/s) = R(x/S)

sur S , dec groupc structural G x y , dont la formation cst flonctoricllc cn X/S
ot compatiblc avee lc changemont do basce On cppcllera rigidification mixtosur X/S
la donnée d'unc scction de R(X/S) sur S, ou cc qui reviont au mlme, d'unc scc-
tion de R(X/S) ot d'unc scction dc WX/S) , 1e ce d'unc rigidification lindairc
ot d'unc rigidification par P (ou, commc nous avions dit, d'unc DB=structurc) sur
X o Ccla conduit donc & introduirc, pour tout cspacc analytique S 4 1l'cnscmble

. u‘R,:B(s) des classcs & un isomorphismc prés dc courbes dc genre g au-dessus de

S y munics d'unc rigidification mixtce Dc cottc facon, ZIR,‘B dovicent un fonctcur
contravariant dc (lzg) dans la catdgoric des cnscmblcse Noter aussi que pour tout

Sy aﬂ,iB(S) cst un cnsumblc & groupe d'opérateurs (G x y)(S) = Hom(S , G x y) -

PROPOSITION 4424 = Lec fonctour I g ost roprésenteble par un cspacce analytique
’

Ko D 2 séparéy ot simplc dc dimcnsion 3g = 3 + dim G cn tous g5 pointse
’
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Lorsqu'on le regarde comme espace 2 opérateurs sous G x6& , et par suite sous G ,
le groupe G Yy opére librement et avec un zraphe fermé ; de fagcon précise le moz=
ohisme naturel

est une immersion ferméee.

DIMONSTRATION, = Considérons 1'homomorphisme fonctoriel canonique

s 2% e

On sait pér Le2 que le foncteur du deuxiéme membre est représentable,;pour prouver
que celui du premier membre l'est, il suffit de prouver qu'il est rclativement
représentable([3], IV, 3.7).Mais cela est évident sur les définitions, et de

fagon précisey si X, est la courbe de genre g & rigidification linéaire univer=
selle sur M!R s le foncteur MSR,‘.B est représenté par 'JXKR/MR) ’ qui' est un rev8--
tement principal de My , de groupe © o Comme MR est séparé,y et simple de dimen=-
sion 3g = 3 + dim G en chacun de ses points par 24, il en resulte qu'il en est
de méme de M!R,SB « Reste 3 montrer que le morphisme envisagé dans 4.1 est bien une

immersion fermée, ou ce qui revient au méme, cst un monomorphisme et un morphisme

propros Le premier point signifie que pour tout S , le groupe G(S) opére libre=-
ment sur 1l'ensemble ?lR’q}(S) , 1. ¢co que 8L 1'on 2 cu-dessus de 5 wunc courbe
3 structure mixto, un é1ément g de G(S) , et un S -autororphisme u de

X qul consorve sa  P=structure et change sa Re-structure par 1l'onération g ,
alors g est 1'élément unitée En effet, P étant rigidifient, u est 1l'identité,
donc ne change pas la R=structure, donc g ecst 1'élément unité puisque G(S)

opere librement sur 1l'enscmble des Restructures sur X/S o Pour montrer que le more

phisme envisagé est propre, on considérc lc diagramme commutatif de morphismes cano=

niques
J .
Mp,3* G *Mp,p X Mp g
P a
{ ) _
M x G i _» Mpox My
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On sait que i est propre (2.3), d'autre part, 6 étant fini, p est propre,

donc ip = qJ 1'est jenfin q étant séparé, J est propre. Cela acheve la démons-
tratione Si on ne suppose plus © fini, on peut aussiy au licu de se¢ ramenecr 2
2e3,invoquer directemcnt 2e4, qui cst cncore unce formc équivalente de 1l'asscrtion -
de oropreté (comme on voit par le raisonncment du n® 2,)

5¢ L'espace modulaire M, comme quotient MfB /G o

Considérons maintcnant 1'homomorphisme de foncteurs

uR,iB —-)ﬂ,B s

nous savons déja quc le premicer membre cst un foncteur représcntabley rcprésenté -
par MR,?B s nous voulons en conclurc le rcprésentabilitédu deuxiéme membre, par
aprlication du critére [3]y IV, 4.7. Nous prcndrons, avec les notations de [3], IV,
4.7y B = enscmble des morphismes simples et surjectifse Nous devons vérificr lcs
conditions (ii) (a), (b), (c)e Pour (a), ccla cst trivial, car si on a un élément

n de G(S) =%{S) , i ce.unc courbe X munic d'unc P-structure au-dossus de S ,
alors lec foncteur F'r] =Fx, G sur (A..P.)/s cst représcnté par le fibré princi-
pal homogéne R(X/S) sur S dc groupc G 4 ct lo morphismc structural R(X/S) - S
ost bion simplc ot surjectifs I1 faut montror (b), ie ce que los morphismes simplcs
ot surjectifs £ ¢ T - S sont des morphismes de G-doscente cffcotives Or f
étant simple, il résultc du critére [3], VI, 34y (iv) quc pour tout s € S, il
cxiste un voisinage U de s au~dessus duquel T ait unc scction, donc il cxistc
un cspacc analytique S' , eommc d'ouverts rccouvrant S 4, tol que T'. =T xg st

ait unc scction au-dessus de S' . I1 cn résultec que lc morphisme f' ¢ 1! - S!

cst un morphisme de descente offcctive pour tout fonetour contravariant sur (An) ,
ct on particulicr pour G ¢ ccla rcsto,vrail par toutc cxtension dc la basc, cn
particulicer pour lc morphisme T" =T xg SM o St 4 o S"=gS! *g S!' . D'autrc part,
il cst trivial quc G ost un foncteur de naturc localc ([3], VI, 5.4 )donc S* - S,
est un morphisme de Ge-descente cffoctivey, ot il cn est de m8me des morphismcs

TV 5T ot T! gy T' > T xo T qui s'en déduiscnt par simplc changoment de basce
Considérons alors lc diagrammc d'applications cnscmblistes
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G(S) ——— G(T) T G(T xg T)

|

Vi \4

a(s*) —— G(T') _—_—, G(T* X gy T?)

.

AVA V4
G(s") —— a(T") ______ G(Tn X g TH)

dans ce diagrammec, lcs dcux derniércs lignes ot toutes les colonnes sont cxactes,

d'ol on conclut facilcment que la premiérc ligne cst cxactcs

Ce Qe Fe Do

I1 rostc & vérificr la condition (c)e Pour ccci, notons d'abord quec lc grapho
d'équivalecneec R dans X = My D qui recprésontc F xo F n'est autrc que lc sous=
. ’
objet défini par lc monomorphismc canoniquc

Mp,p* G2 Mpp*tag

ie ce par lc groupc 2 opératcurs G opérant librement & droite sur MR,% « Donc
la condition (c) cst vérifiée si nous prouvons quc 1l'cspacc analytique quoticnt
Y = X/G oxiste, ot que X est un fibré principal homogénc sur Y dc groupe G
(cc qui implique on effet que R est offcctif ot que X » Y cst un morphisme
sinple ot surjectif). Or X cst on fait unc variété analytiqucy ct G y opere
librement ot avee un graphc fermé (4ei)e On sait alors quc dans la catégoric des
variétés analytiques, il cxistc un quotiont Y ot que X cst un fibré principal
homogénc sur Y de groupc G « Mais alors on cn conclut facilement que Y est
égalcment un quoticnt de X par G dans la catégoric des cspaccs analytiques
qucl conquese Do plus on voit par la mémec occasion quec ce quoticmt Y cst unc
variétéy ot on vertu dc 4.4 sa dimcnsion cn chaque point cst égak a

dim X = dim G = 3g = 3 » On voit cussi facilement, X étmnt séperé et lo
graphc dc G opérant dans X é&tant formé, que Y = XK cst égalcment séparée
En résumé,- on a prouvé lc théoréme fondamental annoncé dans [3]y Iy 3ei avec los

compléments qui y sont indiqués dans la rcmarquc 3e2, 1%
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REMARQUE 5ele = Cc raisonncment s'applique cn fait 3 n'importe quel fonctcur
rigidifiant P du typc cnvisagé dans [3], I, ct cn particulicr les dévcloppements
de [3]y I, 8 nc sont pas indispensablcese On notcra cependant que lorsquon part
du théorémc d'existence analoguc cn théoric des schémas, on cst obligé dec sc bor=
ner d'abord & des foncteurs rigidifiants tels que leos fonctcurs de Jacobi, avee
6 finiy, ot lc cas d'un fonctour rigidifiant plus général sfcn déduit alors fore
mellement comme il a été indiqué dans [3], I, 8.

Pour torminer, nous allons indiquer la démonstration des faits annoncés dans

[3]y I, 642, concernant lcs "automorphismes univgrsals" dos courbecs de genre g e
On supposc sculcmcnt par la suite g = 1 « Q ga\ﬁ_fﬁ; resultat suivant, qui est

unc conséquence immédiate de la définition gfﬁ/ée gal, VII, 643 ¢

PROPOSITION 5,26 ~ Soicnt B wun foncte Arlglﬁifn.ant pour lcs courbes de genro
g ([3], I, 2 243),ct T un espacc analytiqu Qui rgpresonto B e Soicnt t €T,

ct X'b la courbc de genre g corrospondan’coo\ﬁors l’ospaco tangent 3 T ¢1 " est
cenoniquement isomorphe & H ( s 9y ) o
t

(Ne Be = Cc résultat s'eoxprime encorc cn digant quc lc germe de T on t  ost
un cspacc modulairec local pour les déformations dec 1l'cspace analytique X, , Cfe

t
(3], IX, 2). Soit maintenant v, lc groupe des automorphismes de X ;s io oc lc

stabilisatour de t dans y ([3], I, 3e4).Comme c'cst un groupe fln: (242)y ct
que 1'anncau local Ot de t dans T ost de caractéristique O 4, il s'ensuit
que tout élément de Y qui opérc trivialeoment dans l'cspacc tangent 2 T cn t
ou cc qui revient au méme dans “’}b/mi s operc trivialomcnt dans O, » donc operc
trivialcement dans la composantc connexc de t .dans T (puisque T est séparé),

la réciproquc étant d'ailleours évidentee Donc ¢

COROLLAIRE 543e¢ = Le groupc dcs automorphismcs universcls des. courbes de genre
g ([3], I, 6) est isomorphc au sous-groupc du groupc dcs automorphismes d'unc
courbc X dc genre g qui operent trivialement sur HJ'(X s QX)

On notecra que cotte courbe X peout Stre choisie arbitraircment. Notons que
d'aprés la formule de dualité, wt(x ,QX) ost dual & HO(X , (9_;)&2) s cspacc
des "différenticlles quadratiques" sur X o Or nous avons vu que pour lc genrc

>3 5 los formes biquadratiques suffiscnt & définir unc irmmersion projective de
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la courbe X ([3], VIII, 2.2),donc tout amtomorphismc de X induisant 1l'identité

sur lesdites formes ost l'identitée Dans lc cas général, on notc guc pour toute
weH(X , 9;) ct tout automorphisme universcl s , commc Se(w ® W = (sw) ® (sw)
doit Btrc dgal 3 WOW, on aura S» =aw ,avec o= =1 , ot Hon emtendu € scre lonfme par
tous lcs W o Ccla implique donc que l'automorphismc de la jecobiennc dc X induit
par un automorphisme universel de X est trivial, ou cst la symétric dec la jaco-
bicnnce Ccla montre que pour g =4 ou 2 , un automorphismec universcl cst 1'iden=

tité ou la M"symétrie® dc la courbe hyperclliptique) cnvisagécs On a donec bicn prouvé s

COROLLAIRE 5446 = Lc groupe des automorphismes uvniverscls des courbes de genre
g cst réduit a 1'identité si g > 3 5 ct cst 1s groupe Q/ZQ ongendré par la
Msymétrie" dans le cas g=1 et g=2

Reste & montrer que pour tout g >3 , l'cnsemble Tin esb non videy i. €. il
oxiste une courbe dc genre g ayant un groupc d'automorphismes strictement plus
grand que le groupc des automorphismes universelss Il suffit pour ceci dc cons-
truirc pour tout g unc courbe dc gonre g hyperclliptique (ie ce ayant un auto-
morphisme induisant la symétric sur la jacobicnne)y qui a un automorphismc non

trivial distinet de la symétrie canoniquce Ecrivant X par unc équation

ob f cst un polyndme cn x de degréd 2g + & sans zéros multiples, il suffit de
starranger pour que f soit invariante par un automorphismec non trivial du plan

affincy ce qui cst évidemment possible de bicn des fagonsi

APPENDICE

Rigidité du fonctour dec Jacobi d'échelon n >3 o

(par J+~P. SERRE)

Soit A wunc variété abélicnne, ot soit u.. un cndomorphismc dc A o Si n  2st
un cntier > L 4 ot s'il existc un cndomorphisme v de A tcl cue u = nv , nous
dirons que¢ u s'anmulc sur lc noyau dec la multiplication par n s ct nous écrirons
Ug 0 mod n o Cotte terminologic est justifide, cn caractéristique p nc divisant

vas n , par le fait que =0 mod n équivaut & u(x) = O pour tout xe & tcl
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que nx =0 (démonstration immédiatc) ; dans lec cas général, ccla signific aussi
qic u anmulec le noyau (qui peut 8trc 2 éléments nilpotents) de le multiplication

par n e

e

THEOREME. = Soit u un awtomorphismc de A d'ordre fini, ot soit n un ontier
>l tcl que u-=-1

i

3 - 2
O modne«Si n=2, cecci cntralne w“ =138l n>3,
ccel entralne u=1,

(La condition u =1 mod n signific quec u ost 1'identité sur lo noyau de la
mltiplicatién par n )

Soit donc u =1+ nv « Soit C = Z[v] lc sous-anncau de 1l'anncau des cndomor-
phismes de A cngendré par v o On sait (WEIL = C'est d'aillours trivial en carac=
tcristique zéro) que cct anncau est de type fini sur Z 4 ot sans torsion. Dc plus,

1talgébre CQ= Q® C cst ongendrée sur Q par u, ot l'on sait qu'il y a un

onticr N >1 +tcl que ol = 1 « I1 cn résulte quo CQ ost unc algébre somi-simple

sur @ (en cffo'b;, c'est un quotient de Q[T]/("lq- 1) 5 qui ost unc algdbrc scmi=
simple puisquec TN - 1 cst sans factour multiples)e Ainsi, C. ost un produit de
corpsy cxtensions finies de Q (cn fait, cc sont des corps cy%lo‘bomiques, mais pou
importc), ot l'image dc u dans chacun dc ces corps K, cstun élément Uy o

d'ordrec N4 ¢t congru & 1 mod n (dans 1l'anncan des cnticrs do K, ) Nous
sormes done rameonés A démontrer le lomme suivant @

LEMME, = Soit 2 unc racine Neidmc dc 1'unité {dans unc cl8turc algébriquec do

H

QJ)y ot soit n un onticr > : tol que z =1
a z=1,0ctsi n>23,0na Z=1.

O mod n , Alors, si n=2, on

On pout évidemment supposcer (quittc & changer N ), quc z ost unc racine pri=
nitive N-ieme de 1'unitée. Considérons d'abord le cas ob N est une puissance pY
d'un nombre premier v o Prolongcons la valuation p-adique v de Q en une valua=
tion réclle (notéo cncore v ) de la cl8ture algébrique de Q 3 on sait (Cf. par
excmple HILBERT, Zahlbericht, théoréme 120) que l'on a ¢

vz=-1)=1/p=-1)p t .

In particulicry ona v(z = ) <1 (souf si p=2, v =1 )e Comme d'autre part

. % s 3
on doit avoir v(z = 1) >v(n) , on en conclut que (sauf si p =2 , c’est=a-diro
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si a7 =1 ) v(n) =0 , c'est-a-dire que p nc divise pas n (dans le cas excep=
tionncl, on en conclut que 4 nc divise pas n )e Dlautre party si w est un pro-
longement d'une valuation p'-adique de Q(p' # p) 5 ona w(z =1) =0 (mlme
référence)y ce qui n'est possible que si p' ne divise pas n o Finalement, si
n >3 , on obticnt une contradiction, ct si n=2 , ona z2 =1 .
m, m,
Dans lec cas général, soit N = pl“ ese pi:L la déoonposition de N on facteurs

premicrse Lo groupe multiplicatif engendré per v se décomposc cn produit de
oy,

groupes cycliques d'ordres P, 5 ees 5 ctce On en conclut que 2 = 2z; eee Z; 9

oLz est racinc primitive Py, ~iéme de l'unité, et cst une puissancc de z o On
a donc aussi 2zh =1 mod n, d%ol, d'aprés cec qu'on vicnt dec voir, z = i osi
n>3, ct Z, = L si n=2 3 d'ol le mdme résultat pour z .

Co Qo F~ Dn

REMARQUEe = Si A est une variété abélic

u= =41 ; il n'on est Svidemment plus de md

-
cntraine

/A n'cst pas simplecs
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