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Séminaire Henri CARTAN 10-01
13e année, 1960/61, n° 10 23 jamvier 1961

TECHNIQUES DE CONSTRUCTION EN GHOMSTRIE ANALYTIQUE

par Alexander GROTHENDIECK

III. PRODUITS FIBRES D'ESPACES ANALYTIOQUES.

s . n \
1. Détermination des morphismes dans E . /§\” i
L] Kt R e
Soit n un entier > 0 , et considérons les fonctions|&bondBhnées

Z3 l<ign) \::,\ T y
n \:lf{ *, v e s
sur E° . Ce sont des sections du faisceau structural de E P&R t élément
a=(a; 5 oo s a) de g:l,ona

ay = z;(8) =g, (z;)

est lthomomorphisme dtaugmentation, et ob pour une section h du faisceau struc-

tural de ﬂl}‘:’n au-dessus d'un ouvert U contenant a , on écrit ea(h) au lieu
de Sa (ha) .

Soit alors

f: X -» E

~

un morphisme d'espaces analytiques, posons
9,6 =), 9®) = (o)) ien
De cette fagon,on obticnt une application canonique
9= ¢X) + Hom(X ,E) = T (X, " .

Par construction, pour X variablc, cette application est fonctorielle en X .

Appliquant ceci aux ouverts de X , et désignant par & 1le faisceau des morphis-

n . . .

mes d'ouverts de X dans E~ , on trouve un homomorphisme canonique de faisceaux,
~N

également noté ¢ @

p: & - OF .
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THEOREME 1.l. = L'application fonctorielle ¢ ¢ Hom(X ,gn) - I'(x, ox)n
est bijective, ie o définit un isomorphisme de foncteurse

I1 revient au mfme de dire que 1l'homomorphisme de faisceaux ¢ est un isomor-

phisme, pour tout X .

a. L'application ¢ est injective. Montrons dtabord comment la connaissance
de ¢(f) détermine 1l'application ensembliste sous-jacente & f . Comme pour

tout x €X , en posant a = £(x) , l'homomorphisme

*
fxn Oa -> Ox

est compatible avec les augmentations, il résulte d'une formle écrite plus haut
qu'on aura

5, (£ () = g (g (£)) ’

ce qui détermine f(x) & 1l'aide des Lpi(f)X . D'autre part, si on pose

a; = zi(a) = zi(f(x)) y les

Z2, = 2, - A&

! : s
i i i

forment un systéme régulier de générateurs de 1l'anneau local Oa s €t la connais— \
sance des (pi(f) implique la connaissance des

*
f‘)c(z:!L = (pi(f)x i ’

donc de 1l'homomorphisme déduit de fx par passagc aux complétés

A 7\
0, ¥k[[z} , «ev , 2!]] - O .

Comme 0, est un anneau local noethérien, il sc plonge dans son complété par le

théoréme de Krull, donc f * est connu quand on connaft son prolongé au complété.

Ainsi, les homomorphismes f; dont égaiement connus quand on connalt ¢ (f) .

b. L'application ¢ est bijective. I1 suffit de le prouver pour 1'homomorphis-

me de faisceaux, donc de montrer que pour toute suite (i‘1 9 see fn) de sections

de Oy , il existe un morphisme f d'un voisinage de x dans «E’LD , tel que 1'on
ait (Pi(f)x = (f i) x  pour tout 1 . La question étant locale, on peut supposer

que X est un sous-espace analytique fcrmé dans un ouvert U d'un ':%m s €t que
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les fi sont les restrictions de sections g de OU « Comme nous l'avons dit
dans 1ltexposé précédent, les fi définissent unc application holomprphe
gt : U o kn,d'oﬁunmorphisme g=(g" , g" : U _)&n par
g"(h) =ho g" . On a, par définition de ¢ ,
o5(8) = g .
Soit alors f 1le morphisme de X dans :rf induit par g 4 ie. ee le composé
f=goj ’

ou j ¢t X o5 U est 1'immersion canonique. On a alors

9030 = i%es(@) =3%(e) =£;,

ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1.2. - Le foncteur contravariant
X ~mo T, )"
défini sur la catégorie (An) des espaces analytiques, & valeurs dans (Ens) ,
est représentable par 1l'objet '\I:Jvn .

On en conclut ¢

COROLLAIRE 1l.3. - Lt*espace £m+n s uni des deux morphismes naturels

Em+n — E

Laadd AN

m m+n

et B - EB

définis respectivement par z; 5 eee , Z2 €t par z 4, eee 5z 4 estun
produit de ‘&m et «E\‘n dans la catégorie (An) des espaces analytiques.

En particulier

1
COROLLAIRE 1l.4. - Ltespace «l*}f‘ s muni des n-morphismes 2z, 3 ,J,‘Ln - E° , est
unc puissance cartésienne n-iéme de 33 dans la catégorie (An) des espaces

analytiques.

Lorsque n =0 , cet énoncé reste valable et signifie que 1l'cepace ‘:nf (réduit

a un seul point, avec le faisceau réduit au corps k ) est un objet final dans

(kn) ; fait qu'il est trivial de toute fagon.
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2. Théoréme d'existence des produits fibrés.

THéORﬁNE 2els = Dans la catégoric (An) des espaces analytiques, les limites

projectives finies existent. Le foncteur canonique

T : (An) - (Top) ’

qui associe & tout espace analytique 1l'espace topologique sous-jacent, commte aux
dites limites projectives.

Remarquons tout de suite que cet énoncé équivaut au suivant ¢

a, Dans (An) existe un objet final, et lc produit fibré dec deux objets sur un
troisiéme ;

bs le foncteur T transforme objet final en objet final, et commite au produit
fibré de deux objets sur un troisiéme.

Ltassertion relative a 1l'objet final est triviale. Nous commencerons alors par
établir 1l'assertion relative aux produits fibrés dans le cas perticulier d'un pro=-
duit ordinairc (i. e. le produit fibré sur 1l'objet final). La démonstration étant
essentiellement formelle & partir de (1.3), et tout analogue & celle quton fait dans
le cas des préschémas pour l'existence du produit {ibré [2], nous esquisserons

seulement les étapes de la démonstration.

IEME 2.2. - Soicnt X et Y des espaces analytiques, et soit (2 , ) p2)
un produit de X et Y , ou Py 3 Z - X et P, ¢ Z - Y sont des morphis-
mese Soit X' (respe Y!') wun sous-espace analytique de X (resp. Y) , et solent
i 1'immersion canonique X' - X , j 1'immersion canonigue Y!' - Y . Alors
le produit X! x Y' existe, et i x j est une immersion de X' x Y' dans X x Y,

et est une immersion ouverte, resp. fermée, lorsque i et J le sont.

En effet, on voit aussitét & partir des définitions, que si

- - ' = i ' 3 -
Z1 =2 xy X, Z2 =72 Xy Y* et 2t = Z1 Xg 22 existent, alors Z' est un pro
duit de X' et Y' , et le morphisme structural Z' - Z n'csb autre que 1 x jo
Or on a2 vu dans l'exposé précédent que Z, existe, et est un sous-espace analyti-
quf de Z , & savoir le sous-espace analytique ouvert induit sur 1'image inverse
pI (X*) lorsque X' est un sous-espice analytiquc ouvert de X s €t le sous-cspa-
ce analytique fermé de Z défini par 1'Idéal pl(gl).OZ lorsque X' est le sous-
espace analytique fermé de X défini par un Idéal de type fini J1 » ce qui donne

la détermination de Z, dans le cas général, en deux étapes. On a de méme le
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sous-espace analytique 22 de Z 4, et il reste & remmrrquer que le produit fibré
(méme dans la catégorie de tous les espaces annelds) de deux sous-espaces analy-
tiques Z1 et 22 de 7Z existe, et est un sous-espace analytique, a savoir 1le
sous-espace analytique ouvert induit dans Z1 n Z2 si les Zi sont des sous-
espaces analytiques ouverts, et le sous-espace analytique fermé défini par

3, + 82 si chaque Zi est un sous-espace analytique fermé défini par un Idéal

1
de type fini ai .

LEIME 2.3 - Soient X et Y deux espaces analytiques ; soit (Xi)iel un
recouvrement ouvert de X , et (Y’j)jeJ un recouvrement ouvert de Y , et sup-

posons que les Xi x Yj existent. Alors X x Y existe.

En effet, posons Zij = Xi x Yj s €t pour un deuxiéme couple (i' , j')
(ire I, j*ed) soit

Zigsangr = Fawe x Yy
qui existe en vertu de (2.3), et est isomorphe & un ouvert de Zij et & un ou-

vert de 7% « Ces isomorphismes permettent de recoller les Zij en un espace

ivge
analytique 72 , muni de deux projections

P o Z -» X, Py ¢ Z > Y

ayant les propriétés suivantes : pour tout couple (i, j) € I xJ , les morphis-
mes induits par 1) et P,

-1 -1
Py (Xi) N Py (Yj) 3 Xi ’ Yj

font du premier membre un produit de Xi et Yj « On vérifie enfin que cette pro-

priété implique que Z est bien un ovroduit de X et Y par 19 et Py °

Soient alors X et Y dcs cspnces analytiques queleongues. Pour prouver que
X x Y existe, on pcut se ramecner, grficc & (2.3), nuces o X et Y sont iso-
R . m n
nmorphes & des sous-espaces analytiques d'espaces E - et E7 o Le lemme 2.2 nous
Larad ~~

N N . . m n
ramene alors & prouver l'existence du produit E = x E

AN,

, aui est donné dans (1.4).

De plus, pour montrer quc 1l'application canonique
TE xY) - TMX x T(Y)

est un isomorphisme (i. ce un homéomorphisme), cn est ramené p~r le raisonnenment

précédent au cas oh X =3§? , Y :3§?, ol cela résulte dgolerent de (1.4).
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Four traiter le produit fibré X xg Y en général, on note qu'il s'identifie
ou produit fibré de X x Y et S sur S xS ,00 X xY - S xS estle pro-
duit cartésien des morphismes de projection donnés X - S et Y - S, et ou

S — S xS est le morphisme diagonale Or on a le lemme suivante

IEME 2.4. = Soit S un espice analytique. Alors le morphisme diagonal

diags t S 5 S xS est une immersione.

Utilisant (2.2), on est ramené aussitdt au cas oh S =‘\}}2vn e Alors S xS ='&'n+n ’
et pour un morphisme f ¢ X - S x S donné, défini en vertu de (1.1) par 2n
sections fl 9 eve fn s 8 s vee s &y de OX sur X , on a P f = P, f si

et seulement si fi = g pour tout 1, i. e.:

- = * - = i <
£, -g =1 (zi Zi+n> 0 pour 1<£i<n .

Cela prouve que le sous-ebjet diagonal de S x S est le sous-espace analytique

fermé de '§?+n = E2n défini par 1'Idéal de type fini engendré par les sections

N

23 = Z4i4n de son faisceau structural (puisgue ces deux sous-objets définissent

le méme sous-foncteur du foncteur X ~~- Hom(X , S x S) défini par S x S ).
Utilisant (2.4) et (R.2), on voit donc quec le produit fibré de X x ¥ et S

sur S x S existe, et son espace topologique sous-jacent est le produit fibré

des espaces topologiques. Cecla achd&ve d'établir le théoréme R2.1. On a établi en

mme temps le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.5. - Le morphisme canonique X xq ¥ - X x Y est un morphisme

d'immersion, et cst un morphisme d'immersion fermée si S est séparé.

Dire que S est séparé signifie cen effet que le marphisme dtimmersion

S 5 S xS aune image fermée, ie e. cst une immersion fermée.

COROLLAIRE 2,6, = Le morphisme diagonnl diagX/S : X -» X xq X est un mor-

phisme d'immersion, et est une immersion fermée si X est séparé.

En effet, en le composant avec le morphismc d'imrmersion X Xq X » XxX, on
obtient cn vertu de (2.4) un morphisme d'immersion, qui cst une irmersion fermée

si X est séparé.

Nous admettrons par la suite toutcs les propridtés formellcs gindrales des divers
types de limites projectives finies dans une cntégorie (dont un certain nombre

scnt explicitées dans [2]). Ainsi, si on considére un produit fibré X xg S*
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comme un objet de (An) au-dessus de S' , alors X ~~» X xg S' est un foncteur
(An) /s (+n) /st

qui s'appelle fohcteur de changement de base par le morphisme S* » S, (lequel
prend le nom de morphisme de changement de base). C'est le foncteur adjoint du
foncteur trivial

(in) Jsv (An) /s

consistant & regerder un objet nu-dessus.de S!' comme un objet au-dessus de S
(grfice au morphisme donné S' » S ). L'opération de changement dc base est tran-

sitive, i. e« on a un isomorphisme canonique fonctoriel :

(X g St) g SLENG xg Sn

lorsqu'on a des morphismes S' -» S et S* - St .

Un cas important de changement de base est celui o S' cst le sous-espace
analytique réduit {8} de S défini par un point 8 de S . L'espace analyti-
que Xs =X xg {s} est alors un sous—esp?ce analytique fermé de X , dont l'espace
topologique sous-jacent est 1la fibre f (s) , et dont 1l'anneau local de
X € f-l (s) est le quotient- L‘)X/mS Oy ( m étant 1'idéal maximal de Os ). Xs
est appelé la fibre de X/S au point 8 .

Corme cas particulier de 1a notion de limite projective, notons aussi celle de

noyau d'un couple de morphismcs
t——

£f,g: X 3 Y ,

qui est un objet Z de (in) , muni d'un morphisme i : Z - X , tel que
fi = gi , et qui est universcl pour cette propriété. Si h est lc morphisme
X 5 Y x Y défini par £ et g, alors Z peut nussi se construirc comme le
produit fibré de X et de Y sur Y x ¥, lorsque Y est envoyé dans Y x Y

par le morphisme dingonal. Il en résulte par exemple

COROLLAIRE 2.7. - Scient f , g: X 3 Y deux morphismes d'cspaccs analytiques ;
tlors le noyau Z de (f , g existe, et lc morphisme canonique i : Z - X

¢st ure irmersion, et méme une immersion fermée si Y est séprrde

REMARQUE 2.8. - Comme en théorie des £hémas, il y ~ lieu d'introduire une varien-

te relative de la notion de séparation. Disons qu'une application continue
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f: X - Y d'espaces topologiques est séparée si 1l'application diagonale
diagf : X - X xy X (qui est cn tous cas un homéomorphisme de X sur la dia-

gonale de X xy X ) a une image ferméde. On vérifie facilement comme dans [2]
les faits suivants

(1) i f est injective (i. e. est un monomorphisme dans (Top) ), f est
séparé

e

(11) si f est séparé, nlors pour toute applicetion continue ¥Y' - Y, le
morphismec ft' ¢ X x

’

¥ Yt -5 Y!' est séparé ;
(iii) La composéc de deux applications continues séparées est séparde.

(iv) Si gf est séparé, f est séparée En particulier, si Y est séparé,
alors f est séparé si ct seulement si X est séparé, d'ol résulte dans le cas
général que f est sdpard si ct seulement si Y est réunion dtouverts Yi tels
que les f-l(Yi) soient des ouverts séparés.

Ceci dit, un morphisme d'espaces analytiques f ¢+ X - Y est dibségaré si
ctest une application continuc séparée, ocu,ce qui revient au méme, si le morphis-
me diagonal X - X xy X est une immersion fermée ; on dit aussi que X est
séparé sur Y . Les propriétés formelles précédentes s'appliquent donce. Par exem-
ple, si X et Y sont des espaces analytiques sur S , et si on a un couple

- 3
de S-morphismes f , g: X 3y y de noyau 72 , alors Z -+ X est une immer-

sion fermée pourvu que Y soit séparé sur S .

3+ Anneaux locaux d'un produit fibré.

Soient A 4, B , C des anneaux linédairement topologisés séparés et complets,
et considérons des homomorphismes continus u :A A - B et ve¢ A - C.0On
définit alors le prcduit tensoriel complété B ® C de B et C sur 4 , comme
la limite projective des anneaux B/J e, C/X sy o0 J et K parcourent chacun

un systéme fondamental d'id éaux ouverts de B , resp. C . Noter d'ailleurs aue

pour J et K donnés, il existe un idéal cuvert I dans A tel que
IBcJ , IC CXK, et que le produit tensoriel éerit plus hout s'éerit aussi
A

B/J ®A/I C/K . Il résulte de ln construction que B & C est une somme amalgamée

de B et C sous A dans la catégoric des anneaux topologiques du type envisagé,
-~
i. €. que 1o donnée d'un homomorphisre ccntinu B ®, C - D équivaut a 1la donnée

d'un diagramme commtatif d*homomorphismes contimus
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B - D
|
ul .
A— C .

On dit que ce diagramme fnait de D un produit tensoriel complété de B et C

sur A , s'il correspond & un isomorphisme B é% V - D . Nous curons a utiliser
cctte notion pour des anneaux locaux noethériens munis de leur topologie habi-
tuelle, complets pour cette topologie, et des homomorphismes 4 - B et L - C,
continus (i. e. locaux), & extension résiduelle triviale. Alors les B/J et

C/K sont des algébres finies sur A , donc sur l'anneau artinien A/I , et leur
produit tensoriel est également un anneau local fini sur A/I , donc artinien,
d'ol on peut conclure que B éA C est alors un anneau local ncethérien complet ;
sa topologie est sa topologie habituelle d'anneau local, et 1l'homomorphisme

L = Bg C est égnlement un homomorphisme local & extension résiduelle tri-

viale.

Supposons par exemple B = A[[tl y see th] , C= A[[tl g seo o tn]] ;
alors B éh C stidentifie a A[[tl y soe tm+nJ] « D'autre part (B et C
étant de mouveau des anneaux locaux complets quelconques), si J est un idéal
de B, K unidéalde C (J et K sont donc nécessairement fermés, mais
on ne les suppose pas ouverts), (B/J) §m (C/K) st'identific & D/(ID + KD) , ob

a
D=8B ® C « La conjonction de ces deux remarques permet de rdéaliser tout
B éA C (o B et C satisfont aux conditions énoncées plus haut, impliquant
qu'ils sont isomorphes & des quotients d'algébres de sérics formelles sur & ),

comme un quotient d'une algebre de séries formelles sur A .

PROPOSITION 3.1. -~ Soient X et Y deux espaces analytiques sur un troisiéme
S, Z leur produit fibré sur S, 2z un pointde 2, x,y, s les points
de X, Y,S qu'il définit, et considérons le diagramme d'homomorphismes d'an-

neaux locrux complets @

. A A
Ce diagramme identifie OZ au produt tensoriel complété ox,@@ by .
s
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En d'autres termes, le foncteur contravariant x, X) ~no GX,s de 1la caté-
gorie des espaces analytiques ponctués, dans la catégorie des anneaux locaux
complets, transforme limites projectives finies en limites inductives finies.
Procédant comme au numéro précédant, on est ramené i prouver cette propriété de
commtation dans les deux cas suivants

a, le produit X x ¥ , i. e« S réduit & un point ;

b, un produit fibré P *q Q' y ou Q' - Q est une immersione
Utilisant (2.2) et une remarque précédant (3.1) sur la détermination du produit
tensoriel complété d'anneaux quotients, le cas (b) devient trivial, et le cas
(a) est ramené au cas ou X :l{m s Y =l§? + Ce dernier résulte de la détermina-
tion indiquée plus haut du produit tensoriel complété d'algébres de séries for—

melles, du fait que ;§? x'E? =‘§?+n et que les complétés des anneaux locaux de
gl gl gD

’ , sont des algebres de séries formelles sur k 34 m, n et
oy T ey T AN
m + n générateurs précisés.

REMARQUES

1° Considérons l'homomorphisme canonique

On vérifie facilement que si B ou C est fini sur A , c'est 12 un isomorphis-
me. (Cf. [2], 0.7.7.7). Utilisant le fait, cité dans 1'introduction de 1'exposé
numéro 9 de ce Séminaire que si B est une algebre analytique au-dessus d'une

algebre analytique A , quasi-finie sur A , alors B est fini sur A , on
trouve 3

COROLLAIRE 3.2. - Supposons que O ou Qy soit fini sur 6% 3 alors on a

un isomorphisme canonique

OZ = OXGO Oy .
S
20 *711 est connu que si A est un anneau analytique intégre, =lors son complé-
té est également intégre. De plus, CHEVALIEY a démontré ([1], proposition 12)
que si A et B sont deux algébres sur un corps parfait k , isomorphes a des
quotients d'algébres de séries formelles, alors le vroduit tensoriel complété
A,ék B est intégre si les deux facteurs le sonte Il résulte d'ailleurs de ces

énoncés que les résultats analogues sont vrais en remplacant "intégre" par



10-11

"réduit”, i. e. sans éléments nilpotents. Conjuguant ces faits avec (3.1), on
voit que si X et Y sont deux espaces analytiques réduits (resp. localement
intégres) alors X x ¥ est réduit (resp. localement intégre).*

Bien entendu rien de tel n'est vrai si on remplace le produit ordinaire par
un produit fibré. Par exemple, si on a un morphisme f : X - § d'espaces
analytiques, par exemple de variétés analytiques de dimension 1 sur k , les
fibres de X sur S , définies comme produits fibrés X xg {s} (o {s} est
le sous-espace analytique réduit de S défini par un point s ), peuvent avoir
des éléments nilpotents. Exemple : on projette le cercle X dt'équation
x2 + y-2 =1 (i. es le sous-espace analytique de «E? défini par 1'Idéal engendré
par la section x? + y'2 du faisceau structural) sur 1ltaxe des x (i. e. on
considére le morphisme X o S 231 défini par la section de OX induite par
x) 3 les fibres des points +1 et =1 sont réduites & un point, leur anneau
local est 1l'algébre k[t]/(t2) des nombres duaux sur k .
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